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Vorwort. 


Bei der Abgrenzung des Stoffes für den meine Einführung 
in die höhere Mathematik abschließenden dritten Band hat 
mich die Erwägung geleitet, daß das Gesamtwerk nur eine Ein- 
führung sein, aber dabei auch für das Studium der Mechanik 
und der mathematischen Physik eine sichere Grundlage liefern 
soll. Schon die notwendige Beschränkung des Umfangs machte 
es erforderlich, derartig weit ausgedehnte Gebiete wie die Lehre 
von den elliptischen und den Abelschen Funktionen, die Varia- 
tionsrechnung und die Lehre von den partiellen Differential- 
gleichungen vollständig auszuschließen. Aus dem gleichen Grunde 
konnten auch aus der Lehre von den totalen Differential- 
gleichungen nur die einfachsten Teile behandelt werden. Wohl 
aber habe ich neben der eigentlichen Integralrechnung im engeren 
Sinne auch einen Teil der durch den letzten Abschnitt des zweiten 
Bandes bereits eingeleiteten Lehre von den Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen aufgenommen, und zwar bis zu dem 
grundlegenden Integralsatz von Cauchy nebst dem daraus flie- 
ßenden Beweise für die allgemeine Darstellbarkeit differenzier- 
barer Funktionen komplexen Argumentes durch Potenzreihen. 
Ferner hat es sich ermöglichen lassen, die praktisch so wichtige 
Vektoranalysis wenigstens teilweise zu behandeln und dabei 
bis zum Beweise des in der Physik so oft gebrauchten Satzes von 
Stokes einschließlich zu gehen. Dagegen habe ich mich hin- 
sichtlich der Fourierschen Reihen darauf beschränken müssen, 
die Hauptschwierigkeiten, die einem Eindringen in dieses Gebiet 
entgegenstehen, durch den Beweis des zweiten Mittelwertsatzes 
der Integralrechnung, durch die Feststellung von hinreichenden 
Bedingungen für die gliedweise Differenzier- und Integrierbarkeit 
einer unendlichen Reihe und durch die Ermittelung des Integrales 


Ds 
Sın v Pe 
gi s dx aus dem Wege zu räumen. 
RE 
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IV Vorwort, 


Mit Rücksicht darauf, daß ein Buch wesentlich andere Auf- 
gaben hat als eine Vorlesung und daher gelegentlich weiter gehen 
soll und darf als eine solche, habe ich es für richtig gehalten, 
für die grundlegenden Sätze der Integralrechnung vollständige 
und mit möglichst wenig Voraussetzungen auskommende Beweise 
zu erbringen. Dagegen sind selbstverständlich bei den Anwen- 
dungen und Beispielen solche Voraussetzungen, die praktisch regel- 
mäßig erfüllt zu sein pflegen, ohne jedes Bedenken gemacht 
worden, sobald sie zur Vereinfachung und Erleichterung der Be- 
trachtungen etwas beitragen konnten. 

Am Schluß des Bandes ist eine Formeltabelle zugefügt, 
doch habe ich dieselbe zur Erleichterung der Übersicht möglichst 
kurz gehalten und daher die jedem Kenner der Integralrechnung 
geläufigen Grundformeln nicht mit aufgenommen. 

Bei der Anfertigung der Figuren habe ich mich wieder der 
bewährten Hilfe des Herrn Kandidat des höheren Schulamts K. Gö- 
ringer zu erfreuen gehabt, und beim Lesen der Korrekturen haben 
mich die Herren Dr. A. Lauth und Dr. H. Vermeil in bereitwillig- 
ster Weise unterstützt. Herzlichster Dank sei ihnen dafür aus- 
gesprochen. Ganz besonders aber danke ich Herrn Professor Dr. 
J. Sommer, der sich der großen Mühe unterzogen hat, das ganze 
Manuskript durchzulesen, für so manchen wertvollen Rat, mit dem 
er meine Arbeit gefördert hat. Endlich möchte ich auch der Ver- 
lagsbuchhandlung nun beim Abschluß des Gesamtwerkes für ihr 
bereitwilliges Eingehen auf alle meine Wünsche an dieser Stelle 
nochmals meinen verbindlichsten Dank abstatten. 


Danzig-Langfuhr, im Mai 1914. 
H. v. Mangoldt. 
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GABINFT MATEMATYCZNY 
Tawarzjstwa Raukowego Warszawskiego 


Sechzehnter Abschnitt. 


Einfache Integrale. 


Bestimmte und unbestimmte Integrale. 


415. Flächeninhalt eines ebenen Bereiches. — Wie in der 
elementaren Planimetrie gezeigt wird, kann die Fläche eines jeden 
ebenen Vielecks!) in mannigfach verschiedener Weise durch eine 
endliche Anzahl gerader Schnitte so in Teile zerlegt werden, daß 
diese Teile, passend aneinandergefügt, die Fläche eines Recht- 
ecks decken, dessen eine Seite der Längeneinheit gleichkommt. 
Bei allen diesen Zerlegungen und Wiederzusammenfügungen er- 
hält aber die zweite Seite des Rechtecks die nämliche Länge?) 
Die Zahl, welche diese Länge mißt, heißt der Flächeninhalt oder 
kurz der Inhalt des gegebenen Vielecks, da sie Aufschluß darüber 
gibt, wie viel Einheitsquadrate man mit Teilen der Fläche des 
gegebenen Vielecks bedecken kann, oder umgekehrt, wie viel 
Einheitsquadrate man braucht, wenn man mit ihnen oder ihren 
Teilen die Fläche des gegebenen Vielecks bedecken will. 

Der Inhalt eines beliebigen Vielecks X ist stets größer als 
der Inhalt eines jeden von ® verschiedenen Vielecks, welches in 
V als Teil enthalten ist. 

Es liegt nahe, den zunächst nur für Vielecke festgestellten 
Begriff des Flächeninhalts auf andere ebene Bereiche auszudehnen. 


1) Unter einem Vieleck schlechthin ist hier stets ein einfaches 
Vieleck zu verstehen, d. h, ein solches, bei dem zwei nicht benachbarte 
Kanten niemals einen Punkt gemein haben, Ob man der Fläche eines 
solchen Vielecks nur die im Innern liegenden Punkte, oder auch Punkte des 
Umfangs zurechnet, ist für die hier anzustellenden Betrachtungen gleich- 
gültig. 

2) Eine eingehende Darstellung verschiedener Beweise dieser Behaup- 
tung nebst Literaturnachweisungen gibt W. Killing und H. Hovestadt, 
Handbuch des mathematischen Unterrichts, I, Leipzig und Berlin 1910, 
S. 75—98. i 

v. Mangoldt, Einführang, II. 1 
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2 Bestimmte und unbestimmte Integrale. Nr. 418. 


Dabei empfiehlt es sich, neben dem Begriff eines Vielecks auch 
noch einen allgemeineren Begriff zu benutzen, der als gerad- 
linig begrenzter Bereich bezeichnet werden und die folgen- 
den Arten von Bereichen umfassen soll: 

1. Jede Innenfläche eines ebenen Vielecks, 

2. jede Fläche, die dadurch erzeugt werden kann, daß man 
aus der Fläche eines ebenen Vielecks eine endliche Anzahl 
von Flächen ebener Vielecke herausschneidet, 

3. jede Mehrheit von endlich vielen in der gleichen Ebene 
liegenden Bereichen der unter 1 oder 2 erwähnten Art, von 
denen keine zwei einen inneren Punkt gemein haben. 

Man gelangt dann folgendermaßen zum Ziel: Ist in einer 
Ebene ein endlicher zweifach ausgedehnter Bereich B gegeben, 
so gibt es einerseits eingeschlossene geradlinig begrenzte Bereiche, 
d. h. solche, deren innere Punkte sämtlich zu X gehören, und 
andererseits umschließende geradlinig begrenzte Bereiche, d. h. 
solche, die jeden Punkt des Bereiches 8% im Innern oder auf dem 
Umfang enthalten. Ferner kann der Inhalt eines eingeschlossenen 
geradlinig begrenzten Bereiches niemals größer sein als der eines 
umschließenden. Daher hat die Menge aller Inhalte von ein- 
geschlossenen geradlinig begrenzten Bereichen eine endliche obere 
Grenze g und die Menge ‚der Inhalte aller umschließenden gerad- 
linig begrenzten Bereiche eine endliche untere Grenze G, und es 
ist immer g< G. 

Ist nun g= Ģ&, so schreibt man auch dem Bereich ® selbst 
einen Flächeninhalt zu und versteht darunter den gemeinsamen 
Wert der Grenzen g und @. Man sagt dann auch kurz, der Be- 
reich Y sei meßbar. Ist dagegen g< G, so kann bei dem Be- 
reich B von einem Inhalt schlechthin nicht mehr die Rede sein. 
Jedoch wird dann zuweilen die Grenze g als der 
innere Inhalt und die Grenze @ als der äußere 
Inhalt des Bereiches ® bezeichnet. 

Ein einfaches Beispiel eines Bereiches, bei wel- 
chem der innere Inhalt vom äußeren verschieden ist, 
erhält man, wenn man (Fig. 1) auf der einen Seite 
eines Quadrates von der Seitenlänge Eins in jedem 
Punkte, dessen Abstände von den Endpunkten dieser 
Seite rational sind, nach außen ein Lot von der 
Länge Eins errichtet und nun dem Bereich alle die- 
jenigen, aber auch nur diejenigen Punkte zurechnet, die im Innern 


Fig. 1. 
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Nr, 418. Flächeninhalt eines ebenen Bereiches, 3 


oder auf dem Umfang des ursprünglich angenommenen Quadrates 
oder auf einem der erwähnten Lote liegen. Der so erklärte Be- 
reich hat nämlich offenbar den inneren Inhalt 1, dagegen den 
äußeren Inhalt 2.') 


Ist in einer orientierten Ebene € ein zweifach ausgedehnter 
Bereich ®, der nach der eben aufgestellten Erklärung meßbar 
ist, durch eine einfache geschlossene Linie | abgegrenzt, und ist 
dieser Grenzlinie eine bestimmte Durchlaufungsrichtung beigelegt, 
so ist es sehr oft zweckmäßig, unter dem Inhalt des Bereiches 
B diejenige positive oder negative Zahl zu verstehen, deren 
absoluter Wert den Inhalt in dem zuvor erklärten Sinne angibt 
und deren Vorzeichen + oder — ist, je nachdem der Sinn, in 
welchem ein die Randlinie in der vorgeschriebenen Richtung durch- 
laufender Punkt die inneren Punkte des Bereiches Y umläuft?), 
mit dem positiven Drehungssinn der Ebene Œ übereinstimmt 
oder nicht. 


Wird ein Bereich $ der eben betrachteten Art senkrecht auf 
eine zweite orientierte Ebene € projiziert, so kommt auch seiner 
Projektion X ein Inhalt zu. Legt man ferner die positiven Nor- 
malenrichtungen n, n der Ebenen €, © gegen deren positive 
Drehungsrichtungen in übereinstimmender Weise fest (vgl. Nr. 123) 
und schreibt man zugleich der Grenzlinie von ® diejenige Durch- 
laufungsrichtung zu, die sich aus der Durchlaufungsrichtung von I 
durch Projektion ergibt, so besteht zwischen den positiven oder nega- 
tiven Zahlen J, J’, welche bei der soeben erwähnten Festsetzung 
die Inhalte der Bereiche X, ® messen, immer die Gleichung 


J =J cos(n, w). 

1) Bei diesem Beispiel beruht die in Rede stehende Eigentümlichkeit 
des betrachteten Bereiches wesentlich darauf, daß derselbe neben inneren 
Punkten auch Grenzpunkte enthält. Aber der innere Inhalt kann vom 
äußeren auch bei solchen Bereichen verschieden sein, die nur aus inneren 
Punkten bestehen. Ein Beispiel gab W. F. Osgood, A Jordan curve of 
positive area, Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 4, 
1903, S. 107—112. 

2) Da die angegebene Vorzeichenregel nur in solchen Fällen zur An- 
wendung kommen wird, wo es keine Schwierigkeit hat, zu entscheiden, ob 
ein die Randlinie in vorgeschriebener Riehtung durchlaufender Punkt die 
inneren Punkte im positiven oder negativen Sinne umläuft, kann hier von 
der nicht ohne Umständlichkeit durchzuführenden Angabe einer ganz all- 
gemeinen Regel für jene Entscheidung abgesehen werden. 

1* 
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4 Bestimmte und unbestimmte Integrale. Nr. 418. 419, 


Der Beweis ergibt sich leicht durch wiederholte Anwendung 
des entsprechenden Satzes für Dreiecke, der in Nr. 125 bewiesen 
wurde. 

419. Zusammenhang der Begriffe Flücheninhalt und 
Integral. — In der allgemeinen Aufgabe der Inhaltsberechnung 
eines ebenen Bereiches ist als ein be- 
sonderer Fall, der aber deswegen wich- 
tig ist, weil manche verwickeltere 
Fälle auf ihn zurückgeführt werden 
können, die folgende Aufgabe ent- 
halten: 
` Nachdem für ein abgeschlossenes 
Intervall, dessen untere Grenze a und 
dessen obere Grenze b heißen möge, 
eine daselbst nirgends negative Funk- 
tion f(x) mit endlicher oberer Grenze 
erklärt ist, sei in einer Ebene mit einem System rechtwinkeliger 
Koordinaten x, y ein Bereich ® (Fig. 2) durch die Ungleichungen 


ası<b; 0<sysfl@) 


Y; 


Fig. 2. 


abgegrenzt, d. h. geometrisch durch die Festsetzung, daß er alle 
diejenigen Punkte enthalten soll, die einerseits zwischen den zu 
den Abszissen a und b gehörenden Parallelen zur Ordinatenachse 
und andererseits zwischen der Abszissenachse und dem geometri- 
schen Bilde der Funktion f(x) liegen, einschließlich der Punkte 
dieses geometrischen Bildes selbst, sowie derjenigen Strecken, 
welche links, rechts und unten die Grenze bilden. Man soll ent- 
scheiden, ob diesem Bereich ein Inhalt zukommt, und gegebenen- 
falls diesen Inhalt ermitteln. 

Es liegt nahe, zur Lösung dieser Aufgabe das in die x-Achse 
fallende Stück der Begrenzung von ® in Teile zu zerlegen, sodann 
über jeden Teil als Grundlinie zwei Rechtecke zu stellen, von 
denen das eine nur Punkte von XY umfaßt, aber dabei doch mög- 
lichst hoch ist, während das andere alle senkrecht über seiner 
Grundlinie liegenden Punkte von $ enthält, aber dabei doch mög- 
lichst niedrig ist, und hierauf zu fragen, wann man den Inhalt 
des durch Zusammenfassung der kleineren Rechtecke entstehenden 
eingeschlossenen (in Fig. 2 schraffierten) Vielecks und den Inhalt 
des durch Zusammenfassung der größeren Rechtecke entstehenden 
umschließenden Vielecks durch Verfeinerung der Teilung des Inter- 
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valles (a---b) einander beliebig nähern kann. Dadurch wird man 
zu dem Begriff eines bestimmten Integrales geführt, und in der 
Tat haben Überlegungen dieser Art auch geschichtlich bei der 
Entwicklung des Integralbegrifis eine Rolle gespielt. 

420. Begriff eines bestimmten Integrales. — Im Anschluß 
an die eben angedeuteten geometrischen Betrachtungen, aber ohne 
Benutzung geometrischer Sätze oder Wendungen, gelangt man zu 
dem Begriff eines bestimmten Integrales durch den folgenden Ge- 
dankengang: 

Für ein endliches (abgeschlossenes oder nicht abgeschlossenes) 
Intervall, dessen untere Grenze a und dessen obere Grenze b 
heißen möge, sei eine reellwertige Funktion f(x) eines reellen 
Argumentes © gegeben, die daselbst beschränkt ist, d. h. 
zwischen endlichen Grenzen enthalten bleibt. Ferner sei das 
Intervall (a---5) nach willkürlicher Annahme einer oberhalb 1 
liegenden ganzen Zahl n durch Einschaltung von (n— 1) Kon- 
stanten £, Zy L, die der Umgleichung 


a<a << .<x,_,<b 


genügen, in n Teile zerlegt und zum Zweck einer gleichmäßigen 
Bezeichnung 

a=%, und b= t, 
gesetzt. Endlich sei festgesetzt, daß für 2=1,2,---n jedesmal 
g, die untere und G, die obere Grenze der Funktion f(x) für das 
ì-te Teilintervall, d. h. für die nicht außerhalb der Grenzen x,_, 
und x, liegenden Werte von x bedeuten soll. 

Denkt man sich dann einerseits die Summe 


(1115) E=Ng, ©, —2x,_,) 
i= 1 

und andererseits die Summe 

(1116) V-)Q@—-2,_) 


tS 
gebildet, so gelten folgende Sätze: 


1. — Es ist immer 
E<U. 


2. — Wenn man die Teilung des Intervalles (a---b) dadurch 
verfeinert, daß man zu den bereits vorhandenen Teilpunkten 
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Lo Fly Lı noch einen oder mehrere neue Teilpunkte hinzu- 


nimmt, so kann an die Stelle der Summe E niemals eine kleinere 
und an die Stelle der Summe U niemals eine größere Zahl treten. 

Hat man nämlich zwischen zwei benachbarte Teilpunkte 
2,_,, Z, der ursprünglichen Teilung einen neuen Teilpunkt $ ein- 
geschaltet und sind g,, und g,, diejenigen Zahlen, die für die beiden 
Teilintervalle (@,_,---&) und ($---z,) die gleiche Bedeutung haben 
wie g, für das Intervall (@,_,---»,) so hat man, um die ent- 
sprechende Änderung der Summe E zu bewirken, an die Stelle 
des Summanden 9,(@,—x, _,) die Summe 


Ira (8 —%, — i) + PIACA 7 8) 
zu setzen. Nun ist aber sowohl 
9129, Als auch 9,29. 


Für den abzuändernden Summanden tritt daher sicher kein 
kleinerer Wert ein. Das nämliche gilt für die Summe Æ selbst 
und bleibt erst recht bestehen, wenn mehrere neue Teilpunkte 
nacheinander oder auch gleichzeitig zu den bereits vorhandenen 
Teilpunkten hinzugenommen werden. Ganz ähnlich kann man für 
die Summe U die entsprechende Behauptung begründen. 

3. — Ist außer der bisher vorausgesetzten Teilung des Inter- 
valles (a.-b) noch irgend eine andere Teilung dieses Intervalles 
gegeben und sind E’ und U’ diejenigen Summen, welche für diese 
zweite Teilung die gleiche Bedeutung haben wie die Summen E 
und U für die erste, so ist immer 

ESU wnd EFESU. 

Aus der ersten (in Fig. 3* durch Punkte dargestellten) Teilung 
und aus der zweiten (in Fig. 3b durch Striche dargestellten) Tei- 
lung des Intervalles (a---b) erhält man 
nämlich durch Übereinanderlegung eine 


ME 3 dritte Teilung (Fig. 3°), die aus jeder der 
(D) — HH beiden ursprünglich gegebenen Teilungen 
() — Hr durch Hinzunahme neuer Teilpunkte ent- 
$ ð steht, und wenn nun Æ” und U” die- 

Fig. 3. jenigen Summen bedeuten, die für diese 


dritte Teilung die gleiche Bedeutung 
haben wie E und U für die erste, so ist nach den vorangehenden 


Sätzen 
EsE'sU’”<U’ md EF<sE’<Ü”<U, 
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womit die Behauptung bewiesen ist. Hiernach kann also keiner 
der Werte, welche die Summe Æ bei verschiedenen Teilungen an- 
zunehmen vermag, jemals größer sein als irgend einer der Werte, 
deren die Summe U fähig ist, und zwar gilt dies auch dann, wenn 
die verglichenen Werte von E und U sich auf verschiedene Tei- 
lungen beziehen. Daraus folgt 

4. — Die Menge aller Werte, deren die Summe E fähig ist. 
hat eine endliche obere Grenze E*, und die Menge aller Werte, 
deren die Summe U fähig ist, hat eine endliche untere Grenze U*, 
und es ist immer 

DF=ZUR, 

Dieses Ergebnis berechtigt nun zur Aufstellung der folgenden 

Erklärung: Wenn die Funktion f(x) in dem Intervall (a---b) 
beschränkt und so beschaffen ist, daß die eben erklärten Grenzen E* 
und U* einander gleich sind, so sagt man, sie sei über dieses Intervall 
integrierbar. Zugleich nennt man dann den gemeinsamen Wert 
von E* und U* das von a bis b erstreckte Integral der Funktion 
fœ) und bezeichnet dasselbe unter Benutzung des Integral- 
zeichens f, welches als eine Verzerrung des auf eine Summe 
hinweisenden Buchstabens S anzusehen ist, dureh 


f "has. 


Die Voraussetzung, daß eine Funktion über ein endliches Inter- 
vall integrierbar sei, schließt immer zugleich die andere ein, 
daß die Funktion in diesem Intervall beschränkt sei, so daß 
diese letztere Voraussetzung neben der ersteren nicht noch be- 
sonders erwähnt zu werden braucht. 


Der Bedingung für die Integrierbarkeit einer Funktion kann 


man eine kürzere Fassung geben, wenn man zuvor den Begriff 
der größten Schwankung einführt. Dies geschieht durch die 
folgende 

Erklärung: Wenn eine Funktion von einer oder auch mehre- 
ren Veränderlichen in einem Bereiche B zwischen endlichen Grenzen 
enthalten bleibt, so versteht man unter ihrer größten Schwan- 
kung in diesem Bereiche den Unterschied zwischen ihrer oberen 
und ihrer unteren Grenze für den Bereich B. 

Unter Benutzung dieses Begriffes kann man nun folgenden 
Satz aussprechen: 


kA 
aient NAT 
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Dafür, daß eine Funktion f(&), welche in einem endlichen 
Intervall beschränkt ist, auch über dieses Intervall integrierbar sei, 
ist notwendig und hinreichend, daß man nach willkürlicher 
Annahme einer beliebig kleinen positiven Konstanten e stets eine 
Teilung des Intervalles angeben kann, bei welcher die aus den 
Längen 

6, d, d, Ene, 


t 


der einzelnen Teilintervalle und den zugehörigen größten Schwan- 
kungen 


Ss a. | 


Si! s, 8? n 


21 


der Funktion f(x) durch Multiplikation und nachfolgende Addition 


gebildete Summe Ns, kleiner als & ausfällt. 
i=1 


Die Summe Xs, ist nämlich nichts weiter als die Dife- 

i=1 
renz der zu der fraglichen Teilung gehörenden Summen U und E. 
Kann sie beliebig klein gemacht werden, so lassen sich U und Æ be- 
liebig nahe aneinander rücken, so daß U*=E* sein muß. Und umge- 
kehrt kann man, wenn die Funktion f(x) über das Intervall (a ---b) 


b 
integrierbar, also U* = E*— | f(æ)dæ ist, nach willkürlicher An- 
va 


nahme einer positiven Konstanten € immer sowohl eine Teilung 


i b 
des Intervalles (a---b) angeben, für welche f fædx— E<z Es 
a 


b 
als auch eine Teilung, für welche U — $ flæde< te ist. Durch 
Je 2 


Übereinanderlagerung ergibt sich dann eine Teilung, für welche 
die Differenz der zugehörigen Summen U und E kleiner als £ aus- 
fällt. Die angegebene Bedingung der Integrierbarkeit ist somit 
nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig. 

Aus der hiermit gewonnenen neuen Form der Bedingung für 
die Integrierbarkeit folgt insbesondere: Wenn eine Funktion f(«) 
in einem endlichen Intervall, dessen untere und obere Grenze 
wieder a und b heißen mögen, zwischen endlichen Grenzen ent- 
halten, aber für die Grenzen a, b oder wenigstens eine von ihnen 
zunächst überhaupt nicht erklärt ist, so darf man als Erweiterung 
der ursprünglichen Erklärung für jede bisher ausgeschlossene 
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Grenze eine ganz nach Belieben angenommene Zahl als zuge- 
hörigen Funktionswert vorschreiben, ohne daß dadurch an der 
Integrierbarkeit oder Nichtintegrierbarkeit der Funktion f(x) und 


b 
im ersteren Fall an dem Wert des Integrales | f(£)dæ irgend 
a 


etwas geändert würde. Es kommt also bei der Erklärung des 
über ein endliches Intervall erstreckten Integrales einer daselbst 
zwischen endlichen Grenzen enthalten bleibenden Funktion nicht 
darauf an, ob man sich das fragliche Intervall als abgeschlossen 
oder nicht abgeschlossen vorstellt. 

Beispiele integrierbarer Funktionen liefert der folgende 

Lehrsatz: Wenn eine Funktion f(x) in einem abgeschlossenen 
Intervall (a.-b) bei wachsendem x nie zunimmt oder nie ab- 
nimmt, so ist sie auch über dieses Intervall integrierbar. 

Nimmt nämlich die Funktion f(x) bei wachsendem x nie zu, 
so ist für jeden abgeschlossenen Teil des Intervalles (a---b) die 
zugehörige untere Grenze der Funktion f(x) gleich dem Wert, 
den sie am Ende und die zugehörige obere Grenze gleich dem 
Wert, den sie am Anfang des Teiles annimmt, also 


n 


= Ne) -a_) U= Nfe ean), 
=1 


i=1 
folglich 
U— E= Ņife fema _,). 
rE F) 
Wählt man nun die Teilpunkte x, £}, -æ so, daß sie 


n—1 


das Intervall (@---b) in n gleiche Teile zerlegen, so wird jede 


der Differenzen (x — x, _,) gleich b a: 


a IE CHE e—a 
+ Man.) — FO) 
=*= fa) — ro]. 


Man kann daher die Differenz (U— E) dadurch dem Wert 0 
beliebig nahe bringen, daß man die Anzahl n hinreichend groß 
wählt. Folglich muß Æ* mit U* zusammenfallen, d. h. die Funk- 
tion f(x) über das Intervall (a---b) integrierbar sein. 


, also 
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Ganz ähnlich kann der Beweis geführt werden, wenn die 
Funktion /(&) in dem abgeschlossenen Intervall (a --- b) bei wachsen- 
dem x niemals abnimmt. 

Ph 

Bei der Erklärung des Zeichens | f(x)dæ war bisher vor- 
a 

ausgesetzt worden, daß a< b sei. Von dieser Einschränkung be- 
freit man sich nachträglich dureh die folgenden Festsetzungen: 

1. — Für jede beliebige in einem Intervall erklärte Funktion f(x) 
und für jede diesem Intervali angehörende Konstante a ist immer 


a 
(1117) | rædæ—o 
a 
zu setzen. 
2. — Wenn eine Funktion f(x) über ein endliches Intervall 


integrierbar ist und a die obere und b die untere Grenze dieses 
b 


Intervalles bedeutet, so ist unter fi fa)dz der entgegengesetzte 
a 


a 
Wert des Integrales N f(x)dz zu verstehen, so daß immer die 
@leichung s 
(1118) | tædæ—=-— | tæa 
a b 


besteht. 

Diese Festsetzung wird durch die vorangehenden Betrach- 
tungen nahe gelegt. Denn wenn man in dem Fall, daß a>b ist, 
unter &%,, Lg, T ebenso wie früher Zahlen versteht, die 
zwischen a und b liegen und im Sinne von a gegen b aufeinander 
folgen, so haben die durch die Gleichungen (1115) und (1116) er- 
klärten Summen E und U gerade die entgegengesetzten Werte wie 
die entsprechenden Summen, die für die gleiche Teilung des Inter- 


A 
valles (a---b) bei der Erklärung des Integrales J; f(«)dx zu be- 


trachten wären. ' 
Zum Unterschied von dem später zu erklärenden Begriff eines 
unbestimmten Integrales heißt jeder Ausdruck von der Form 


b ` 
f f(æ)dx, wo a und b zwei Konstante und f(x) eine über das 


n—i 


a 
Intervall (a---b) integrierbare Funktion bedeuten, ein bestimmtes 
Integral. Die Konstanten a und b heißen die Grenzen dieses 
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Integrales, und zwar die unten am Integralzeichen angegebene 
Konstante a immer die untere Integrationsgrenze und die oben 
am Integralzeichen angegebene Konstante b immer die obere 
Integrationsgrenze, auch wenn b<(a ist. Das von den Integra- 
tionsgrenzen begrenzte Intervall heißt das Integrationsintervall, 
und das in diesem Intervall frei veränderliche Argument der zu 
integrierenden Funktion heißt die Integrationsveränderliche. 
Schließlich möge noch erwähnt werden, daß man in einem 


mh 
bestimmten Integral j! f(x)dx stets die Bezeichnung der Integra- 
a 


tionsveränderlichen nach Belieben abändern darf, ohne daß da- 
durch die Bedeutung des Integrales eine andere würde. Es ist 
also immer 


[noas-[rmar- f foi = [rwau=-- 


421. Das bestimmte Integral als Grenzwert einer Summe. 
— Unter Beibehaltung der in der vorigen Nummer eingeführten 
Bezeichnungen und Voraussetzungen, aber unter Aufhebung der 
Beschränkung, daß a< b sein soll, seien x, Xp, +æ, wie bis- 
her irgend welche voneinander verschiedene zwischen a und b 
liegende und im Sinne von a gegen b aufeinander folgende Zahlen, 
und es sei auch wieder x, =a und x,=b gesetzt. Zugleich seien 


5» Sis Bas ii Er 
irgend welche Werte des Argumentes x, die beziehentlich den 
abgeschlossenen Intervallen 
(a: w) (E 0), °:°@ + b) 


n—1" 


angehören. Dann liegt die Summe 


(1119) s=-N/E)@; —x,_ı) 
z=t 

niemals außerhalb der Grenzen Æ und U. Für verschiedene Tei- 
lungen und verschiedene Verfügungen über die Auswahl der 
Zahlen Š, &,*--&, in den,einzelnen Teilintervallen können die 
Grenzen E und U und die Summe S verschiedene Werte annehmen, 
vorausgesetzt, daß die Funktion f(x) nicht gerade konstant ist, 
doch läßt sich der Bereich aller dieser Werte, falls die Funktion 
f(x) über das Intervall (a---b) integrierbar ist, dadurch auf eine 
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b 
beliebig enge Umgebung des Wertes i. fæ)dæ einschränken, daß 


a 

man für die Teilung des Intervalles (@---5) einen hinreichend 
weit gehenden Grad der Feinheit vorschreibt. Es gilt nämlich 
der folgende wichtige 

Lehrsatz: Wenn die Funktion fix) über das Intervall (a---b) 
integrierbar ist, so kann man nach willkürlicher Annahme einer 
beliebig kleinen positiven Konstanten e lediglich durch die Vor- 
schrift, daß die Lüngen der Teilintervalle (x; - +- x, _,) eine gewisse 
der Konstanten e zugeordnete positive Konstante h nicht über- 
schreiten sollen, stets erreichen, daß der Unterschied (U — E), also 
auch jeder der Unterschiede 


B-[reaz; U— f fads: s— f fods 


immer absolut genommen kleiner als e ausfällt, ganz einerlei wie die 
Teilpunkte £, £y, *-- L, _, im übrigen gewählt und wie die Werte 
Sr See ën in den einzelnen Teilintervallen angenommen sein 
mögen. 


In diesem Sinne darf man also unter der Voraussetzung der 
-rb 

Integrierbarkeit der Funktion f(x) das Integral r) f(x)dx als den 
a 


gemeinsamen Grenzwert der Summen E und U, oder auch 
als den Grenzwert der Summe $ für den Fall der unbe- 
grenzten Verfeinerung der Teilung des Intervalles (a---b) 
bezeichnen. 

Beim Beweise der ausgesprochenen Behauptung möge voraus- 
gesetzt werden, daß a< b sei, was ohne wesentliche Einschrän- 
kung der Allgemeinheit geschehen kann. Da die Funktion f(x) 
nach Annahme über das Intervall (a ---b) integrierbar ist, so kann 
man nach willkürlicher Wahl einer beliebig kleinen positiven 
Konstanten £ zunächst eine erste Teilung des Intervalles (a---b) 
von solcher Beschaffenheit finden, daß die dieser besonderen Tei- 
lung entsprechenden Werte Æ, und U, der Summen Æ und U die 
Ungleichung 


U, —E, <z 


erfüllen. Ferner kann man, wenn » die Anzahl der Teilpunkte 
bei dieser Teilung und A die größte Schwankung der Funktion 
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f(x) für das ganze Intervall (@--- b) bedeutet, eine positive Kon- 
stante A so bestimmen daß auch 


vAh<; 


wird. Dann ist bei jeder zweiten Teilung des Intervalles (a---b), 
bei welcher die Länge jedes einzelnen Teilintervalles kleiner als 
hist, die Differenz (U, — E,) der zugehörigen Werte Es, U, der 
Summen E und U kleiner als e. Bildet man nämlich durch Uber- 
einanderlegung der ersten und der zweiten Teilung noch eine 
dritte Teilung und versteht man unter Eg, U, die dieser dritten 
Teilung entsprechenden Werte der Summen E und U, so ist 


U, —E, = (U, —U;) + (U; — E3) F (E; — E}). 
Nun ist aber, da die dritte Teilung eine Fortsetzung der 
ersten darstellt, 
. E,<sE,<U,<U,, 
also 
U—E<3: 
Ferner ist ` 
0o<E,— E, <5. 


Denn beim Übergang von der zweiten zur dritten Teilung kann 
die Notwendigkeit, den Beitrag eines einzelnen Teilintervalles der 
zweiten Teilung zur Summe E, durch einen anderen und zwar 
größeren Wert zu ersetzen, höchstens »-mal eintreten, nämlich 
nur dann, wenn das betrachtete TWeilintervall wenigstens einen 
Teilpunkt der ersten Teilung im Innern enthält. Für jedes Teil- 
intervall, bei welchem dies zutrifft, ist aber der eintretende Zu- 
wachs kleiner als A/ı, denn die Länge des Intervalles ist kleiner 
als A und die etwa nötige Vermehrung der unteren Funktions- 
grenze kann niemals größer als A sein. Also ist wirklich 


D)<E,— E,<vAh<z. 
Da man ferner ganz ähnlich zeigen kann, daß auch 
0<U,—U <$ 


ist, so ergibt sich schließlich 
U, — E, =(U,—U,) + (U; — E3) + (E — E) <€, 
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wie behauptet wurde. Natürlich ist dann auch für jede unter 
Zugrundelegung der zweiten Teilung gebildete Summe $ 


i b n 
| 3 EA | 
fi fæjdx = 


womit der gewünschte Beweis erbracht ist. Wie leicht einzu- 
sehen, gilt auch die Umkehrung: Wenn der Wertbereich der Summe 
S dadurch auf ein beliebig enges Intervall zusammengezogen werden 
kann, daß man für die Längen der einzelnen Teilintervalle eine 
hinlänglich kleine obere Grenze vorschreibt, so ist die Funktion fix) 
über das Intervall (a---b) integrierbar. 

422. Gleichmäßige Stetigkeit. — Unter Beibehaltung der 
in Nr. 420 eingeführten Bezeichnungen werde zu den dort ge- 
machten Voraussetzungen noch die weitere Voraussetzung hinzu- 
gefügt, daß das Intervall (a---b) abgeschlossen und daß die 
Funktion f(x) in diesem Intervall stetig sei. Dann sind die mit 
9, und G, bezeichneten Grenzen für jeden Wert von A zugleich 
der kleinste und der größte Wert der Funktion f(«) für die nicht 
außerhalb des Teilintervalles (x; _,---;) liegenden Werte von z. 
Die Frage, ob sich die Differenz 

U—E= N, — g) a —a -.) 
St 
durch Verfeinerung der Teilung des Intervalles (a---b) dem 
Wert 0 beliebig nahe bringen läßt, ist also jedenfalls dann mit 
ja zu beantworten, wenn der Unterschied zwischen dem größten 
und dem kleinsten Wert der Funktion im einzelnen Teilintervall 
gleichzeitig für sämtliche Teilintervalle unter eine will- 
kürlich vorgeschriebene positive Konstante herabgedrückt werden 
kann. Dies letztere ist nun in der Tat immer möglich, aber dem 
Beweise dieser Behauptung steht zunächst noch eine gewisse 
Schwierigkeit entgegen, wie man durch folgende Überlegung er- 
kennt: Es sei f(x) eine in einem abgeschlossenen Intervall X stetige 
Funktion einer rellen Veränderlichen x, und es sei x; eine feste 
diesem Intervall angehörende Zahl. Dann ist es nach willkür- 
licher Annahme einer beliebig kleinen positiven Konstanten € zwar 
immer möglich, eine zugeordnete positive Konstante h, so zu be- 
stimmen, daß |/(x)— f(z,)!<e wird, sobald |z —z,| <h, ist und 
zugleich & dem Intervall 3 angehört. Aber wenn man nunmehr 
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in dem Intervall 3 eine von x, verschiedene Konstante x, an- 
nimmt, so braucht für diejenigen in 3 liegenden Werte von x, 
welche die Ungleichung |e—x,|<h, erfüllen, durchaus nicht 
immer |f(«) — fæ) <e zu sein. Allerdings kann, da f(x) auch an 
der Stelle x, stetig ist, der Konstanten £ eine Konstante Ah, derart 
zugeordnet werden, daß |/(x)— f(@,) < £ wird, sobald |£ —- x,|<h, 
ist und x in 3 liegt, aber diese Konstante A, kann, obwohl sie 
derselben beliebig kleinen positiven Konstanten & zugeordnet ist, 
doch kleiner sein wie kı, da sie sich bei der Betrachtung eines 
anderen speziellen Wertes von x ergibt. Man braucht sich ja 
nur vorzustellen, daß die Funktion f(x) sich an der Stelle x, lang- 
sam, an der Stelle x, dagegen schnell ändert und daß man die 
Konstante k, möglischst groß angenommen habe; dann muß für A 
sicher eine unterhalb A, liegende Zahl gewählt werden. 

Ist nun in dem Intervall J noch eine dritte von x, und x, 
verschiedene Konstante x, gegeben. so kann es sein, daß es zur 
Erfüllung der Ungleichung |fix)— f(x) <e noch nicht hinreicht, 
wenn man verlangt, daß x in I liegen und daß |2—x,| kleiner 
sein solle als die kleinere der Zahlen A, und A,, daß man viel- 
mehr die Differenz (x —z,) noch weiter einschränken muß. Ist 
dies geschehen, so kann es bei Betrachtung einer vierten von &,, 
X, &, verschiedenen Stelle x, des Intervalles 3 erforderlich sein, 
für den absoluten Wert der Differenz (e—x,) abermals eine klei- 
nere Grenze vorzuschreiben, und so fort. 


Da man nun hierbei nie zu einem Ende gelangt, so erscheint 
es zweifelhaft, ob es überhaupt möglich ist, eine Konstante % von 
solcher Beschaffenheit zu finden, daß für jeden in 3 liegenden 


Wert z 
IN) — fe) <: 


wird, sobald |2—x'|<h ist und x ebenfalls in 3 liegt. Eben 
dieser Zweifel ist zum Zweck des Nachweises der Integrierbar- 
keit einer jeden stetigen Funktion zu beseitigen. Dies geschieht 
durch den folgenden E 

Lehrsatz 1: Wenn eine Funktion f(x) in einem abgeschlosse- 
nen Intervall 3 stetig ist, so kann jeder beliebig kleinen positiven 
Konstanten & eine zweite positive Konstante h derart zugeordnet 
werden, daß der Unterschied der Werte, welche die Funktion f(x) 
an zwei verschiedenen Stellen x, £ des Intervalles. X annimmt, 
jedesmal absolut genommen kleiner als € ausfällt, sobald nur 
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læ —x'| <h ist, ganz gleichgültig, wie die Werte x, x' im übrigen 
angenommen sein mögen. 

Beweis: Es sei x’ irgend eine feste dem Intervall 3 an- 
gehörende Zahl, und es sei auch x auf 9 eingeschränkt. Dann 
kann man dadurch, daß man die positive Konstante d hinreichend 
klein annimmt, immer erreichen, daß erstens 
das Intervall 3 nicht als Teil in dem Intervall 
2 Fer A (x — ô --- 2° +8) enthalten ist und daß zweitens 
die größte Schwankung (Nr. 420) der Funktion 
f(x) in dem zwischen («—6) und (æ +6) ent- 
haltenen Teil des Intervalles $ kleiner als e 
wird, was beispielsweise sicher eintritt, sobald 
\f@) —f(x’)| in dem fraglichen Teile des Inter- 


..- 


valles 3 beständig kleiner als 5 bleibt. Dabei 


hat die Menge aller Werte, welche für ð ge- 
nommen werden dürfen, eine endliche obere 
Grenze 5, und da diese bei gegebenem Werte 
von x’ jedesmal eindeutig bestimmt ist, so ist 
sie, wenn jetzt x’ als eine auf I eingeschränkte 
aber daselbst frei bewegliche Veränderliche an- 
gesehen wird, eine Funktion von x’, und zwar 
eine Funktion, die überall positiv ist. Diese 
Funktion ist ferner durchweg stetig. Bedeutet 
nämlich x, (Fig. 4) irgend eine im Innern des 
Intervalles (x —&--- x +8) liegende und zu- 
gleich dem Intervall 3 angehörende Zahl und &, 
Fig. 4. den ihr entsprechendenden Wert der Funktion &, 
so muß das Intervall (x; —&, - +- æ; +&,) wenig- 
stens bis zu der zunächst bei ©; liegenden Grenze des Intervalles 
(æ —&---x2°-+$) reichen, denn bei diesem Mindestmaß ist jeder 
ganz im Innern liegende Teil des Intervalles (x; —$; =- £1 +8) 
zugleich ein innerer Teil des Intervalles («° —&---2’+ £), also die 
zugehörige größte Schwankung der Funktion f(x) kleiner als e. 
Andererseits kann sich aber das Intervall (x; —&, -xi +8;) 
nicht über die am weitesten von =’ entfernte Grenze des Inter- 
valles (x — & --- x’ + ë) hinaus erstrecken, weil sonst dieses letztere 
Intervall noch erweitert werden könnte, ohne seine Grundeigen- 
schaft einzubüßen. Also ist 


s-Ü-rlss sta —=|, 


== MiNdeSIMESS - 
ee er TA 


a 
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oder 


womit die behauptete Stetigkeit bewiesen ist. 

Hieraus folgt nun, daß die Funktion ë in dem Intervall 3 
ihre untere Grenze ë irgendwo wirklich erreicht. Eben deswegen 
ist diese untere Grenze notwendig von Null verschieden. Da- 
mit ist aber der Beweis des ausgesprochenen Lehrsatzes erbracht. 
Denn wählt man die positive Konstante A so, daß sie <&, ist, so 
hat sie in der Tat die verlangte Eigenschaft. 

Die durch den eben bewiesenen Lehrsatz beantwortete Frage 
bietet manche Ähnlichkeit mit denjenigen Überlegungen, die in 
Nr. 297 zur Unterscheidung der gleichmäßigen und der ungleich- 
mäßigen Konvergenz bei unendlichen Reihen mit veränderlichen 
Gliedern geführt haben: Im einen Fall handelt es sich um die 
Summe S, (æ) der n ersten Glieder einer aus Funktionen einer 
Veränderlichen x gebildeten Reihe, und es fragt sich, wie schnell 
die Annäherung dieser Summe an denjenigen Grenzwert, dem sie 
bei unbegrenzt wachsendem n zustrebt, für verschiedene Werte 
von x erfolgt; im anderen Fall handelt es sich um eine Funktion 
fix), die in einem abgeschlossenen Intervall $ stetig, also so be- 
schaffen ist, daß bei Einschränkung der Veränderlichen x auf das 
Intervall 3 für jeden in X liegenden Wert =’ 


lim f@)—f@') 


ist, und es fragt sich, wie schnell jetzt die Annäherung der Funk- 
tion f(x) an ihren Grenzwert für verschiedene Werte von =’ er- 
folgt. Aber während im ersten Fall eine Ungleichmäßigkeit in 
der Art der Annäherung tatsächlich vorkommen kann, ist eine 
solche Ungleichmäßigkeit im zweiten Fall nach dem eben be- 
wiesenen Lehrsatz ausgeschlossen. Indem man dies hervorhebt, 
kann man dem erwähnten Lehrsatz auch die folgende kürzere 
Fassung geben: 

Wenn eine Funktion einer Veränderlichen in einem abge- 
schlossenen Intervall überhaupt stetig ist, so ist sie daselbst auch 
gleichmäßig stetig. 

Ein ähnlicher Satz gilt auch für Funktionen von mehreren 
Veränderlichen, und diese Jörweiterung wird in der Integralrech- 
nung ebenfalls gebraucht. Sie soll daher gleich jetzt bewiesen 


werden. Doch möge dabei die Betrachtung auf Funktionen von 
v. Mangoldt, Einführang, III. 2 
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zwei Veränderlichen beschränkt werden, was ausreicht, da die 
leitenden Gedanken schon in diesem Falle genügend deutlich 
hervortreten. 

Lehrsatz 2: Wenn eine Funktion flx, y) von zwei Verämdır- 
lichen x, y in einem abgeschlossenen Bereiche B stetig ist, so kann 
jeder beliebig kleinen Konstanten & eine zweite positive Konstamte h 
derart zugeordnet werden, daß der Unterschied der Werte, welche 
die Funktion fix, y) an zwei verschiedenen Stellen (æ, y); (=, «) 
des Bereiches X annimmt, jedesmal absolut genommen kleiner ols 
£ ausfällt, sobald nur 

CA ia + y—y) << 
ist, ganz gleichgültig, wie die Wertepaare (x, y); (x, y) im übrigen 
angenommen sein mögen. 

Der Beweis läßt sich in ähnlicher Weise führen wie für 
Funktionen einer Veränderlichen. Ist nämlich (=, y’) irgend eine 
feste in W liegende Stelle, so kann man dadurch, daß man die 
positive Konstante ô hinreichend klein annimmt, immer erreichen, 
daß erstens der Bereich 8 nicht in der Fläche des durch die 
Gleichung 

@—- r+ yy =e 
dargestellten Kreises als Teil enthalten ist und daß zweitens die 
größte Schwankung der Funktion fx, y) für den innerhalb dieses 
Kreises liegenden Teil von ® kleiner als e wird. Dabei hat die 
Menge aller Werte, welche für d genommen werden dürfen, eine 
endliche obere Grenze &, und da diese bei gegebenen Werten von 
æ und y jedesmal eindeutig bestimmt ist, so 

z? SS ist sie, wenn jetzt die auf den Bereich ® 
\ eingeschränkte Stelle (=’, y') als daselbst frei 
beweglich angesehen wird, eine Funktion 
von x und y, und zwar eine Funktion, die 
überall positiv ist. Diese Funktion ist ferner 
N / in® stetig. Denn ist (xi, y,) eine Stelle, 

pi ich stmas die sowohl innerhalb des um (a’, 4) mit dem 

Fig. 5. Radius & beschriebenen Kreises f als auch in 

3 liegt, und ist & der zugehörige Wert von 
& so muß die Fläche des um (&,, y,) mit dem Radius ë, be- 
schriebenen Kreises f, (Fig. 5) mindestens bis zu dem Kreise £ 
heranreichen, kann sich aber andererseits nicht soweit erstrecken, 
daß sie den Kreis f ganz im Innern enthielte. Folglich ist 
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l&i — SIS yV æ + —yV), 
womit die behauptete Stetigkeit bewiesen ist. Hieraus folgt nun, 
daß die Funktion & in dem Bereiche B ihre untere Grenze & 
irgendwo wirklich erreicht und daß daher diese untere Grenze von 
Null verschieden ist. Damit ist wieder der Beweis der Behaup- 
tung erbracht. Denn wählt man die positive Konstante A so, daß 
sie <$, ist, so hat sie die verlangte Eigenschaft. 

Ganz ebenso kann man auch für Funktionen jeder beliebigen 
endlichen Anzahl n von Veränderlichen schließen, indem man an 
die Stelle der eben benutzten Kreise kugelförmige Bereiche im 
Gebiet von n Dimensionen treten läßt. Somit gilt ganz allge- 
mein der Satz: 

Wenn eine Funktion einer beliebigen endlichen Anzahl von 
Veränderlichen in einem abgeschlossenen Bereiche stetig ist, so ist 
sie daselbst auch gleichmäßig stetig. 

423. Integrierbarkeit stetiger Funktionen. — Wie schon 
oben angedeutet, folgt aus dem Lehrsatz 1 der vorigen Nummer 
die Integrierbarkeit einer jeden stetigen Funktion. Es gilt also der 

Lehrsatz: Wenn eine Funktion einer reellen Veränderlichen 
in einem abgeschlossenen Intervalle stetig ist, so ist sie auch über 
dieses Intervall integrierbar. 

Sind nämlich a<b zwei Konstante und ist f(z)"eine Funk- 
tion, die für a<xz<b stetig ist, so ist es nach willkürlicher An- 
nahme einer beliebig kleinen positiven Konstanten € immer mög- 
lich, eine zweite positive Konstante A so zu bestimmen, daß 


Mal <;— 


wird, sobald die Argumentwerte x, x’ beide dem Intervall (a---b) 
angehören und die Bedingung |e—z’|<h erfüllen. Teilt man 
sodann das Intervall (@---b) derart ein, daß die Länge eines jeden 
Teilintervalles kleiner als 4 ist, so gilt bei Benutzung der in 
Nr. 420 erklärten Bezeichnungen für je zwei benachbarte Teil- 
punkte x, _,, %, die Ungleichung 


G,—, <a 


da ja die Grenzen @, und g, mit zu den Werten gehören, welche 


die stetige Funktion f(x) in dem abgeschlossenen Intervall 


(2, _,''2,) annimmt. Folglich wird 
9+ 
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n 
U-E=Y (Gi — 9a) (@1— 2: 1) 
aal 
<2 r en be> @— z) 
tSi ı=1 
=; 0—a) =e, 
so daß die Grenzen E* und U* nicht voneinander verschieden 
sein können. 

Selbstverständlich bildet die Stetigkeit nur eine hinreichende, 
aber keine notwendige Bedingung der Integrierbarkeit. Denn eine 
Funktion kann über ein abgeschlossenes Intervall auch dann inte- 
grierbar sein, wenn sie daselbst nicht überall stetig ist. Beispiels- 
weise liegt ein solcher Fall, wie man leicht einsieht, immer dann 
vor, wenn die Funktion in dem betrachteten Intervall zwischen 
endlichen Grenzen enthalten bleibt und daselbst zwar nicht durch- 
weg stetig ist, aber nur eine endliche Anzahl von Unstetigkeits- 
stellen hat. 

424. Geometrische und physikalische Bedeutungen des Inte- 
gralbegriffs. — Aus den im vorhergehenden gegebenen Erklä- 
rungen der Begriffe Flächeninhalt und Integral folgt ohne 
weiteres: Wenn eine Funktion y = f(x) über ein endliches Inter- 
vall 3 integrierbar und in diesem Intervall nirgends negativ ist, 
so kommt demjenigen Bereich, der in einer Ebene mit einem System 
rechtwinkeliger Koordinaten (Fig. 6) einerseits zwischen der Ab- 
szissenachse und dem geometrischen Bilde der Funktion f(x) und 
andererseits zwischen den beiden Parallelen zur Ordinatenachse 
enthalten ist, die durch die Endpunkte des dem Intervall 3 ent- 
sprechenden Stückes der Abszissenachse gehen, ein Flächeninhalt 
J zu, und dieser wird, wenn a die untere und b die obere Grenze 
des Intervalles 3 bedeutet, durch die Gleichung 


b b 
(1120) J= f var f fia)da 


gegeben. 
Ist die Funktion f(x) in dem Intervall 3 nirgends positiv, so 
hat der in der angegebenen Weise abgegrenzte Bereich auch noch 


b 
einen bestimmten Inhalt, doch liefert das Integral fi fix)dx diesen 
a 
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Inhalt mit dem negativen Vorzeichen, und wenn die Funktion fæ) 
in% so beschaffen ist (Fig. 7), daß der eben erwähnte Bereich aus 
einer endlichen Anzahl teils oberhalb, teils unterhalb der Abszissen- 


"b 
achse liegender Stücke besteht, so stellt das Integral J fKæ)daæ die 
a 
algebraische Summe der Inhalte dieser Stücke dar, wobei die In- 


Y 


i) 


Fig. 6. Fig. 7. 


halte der oberhalb liegenden Stücke mit dem Vorzeichen + und 
die der unterhalb liegenden mit dem Vorzeichen — in Anschlag 
zu bringen sind. Zum Beweise dieser letzteren Behauptung ge- 
langt man leicht, wenn man den Satz 5 der Nr. 425 zu Hilfe 
nimmt. 

Infolge der Integrierbarkeit aller stetigen Funktionen gelten 
die vorstehenden Sätze über das Vorhandensein eines Flächen- 
inhalts und seine Darstellung durch ein Integral insbesondere 
jedesmal dann, wenn die Funktion f(æ) in dem Intervall 3 
stetig ist. 

Aus der Erklärung des Begriffs eines bestimmten Integrales 
ergibt sich ferner der folgende für manche Zwecke wichtige geo- 
metrische 

Lehrsatz: Wenn eine für ein endliches Intervall gegebene 
Funktion f(x) über dieses Intervall integrierbar ist, so kann man 
ihr geometrisches Bild in einem System rechtwinkeliger ebener 
Koordinaten stets in einen geradlinig begrenzten Bereich von 
beliebig kleinem Flächeninhalt einschließen. 

Denn der Unterschied (U— E) der in Nr. 420 durch die Glei- 
chungen (1115) und (1116) erklärten Summen E und U, der infolge 
der Integrierbarkeit der Funktion f(x) beliebig klein gemacht 
werden kann, läßt sich immer geometrisch als Inhalt eines aus 
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endlich vielen Rechtecksflächen zusammengesetzten, also gerad- 
linig begrenzten Bereiches deuten, der das geometrische Bild der 
Funktion fx) enthält. Indem man den oberen Teil der Begren- 
zung eines passend gewählten derartigen Bereiches um eine hin- 
reichend kleine Strecke hinauf, den unteren Teil dagegen um eine 
ebensolche Strecke hinabrückt und zugleich links und rechts 
zwei hinreichend kleine Rechtecke ansetzt, kann man auch einen 
geradlinig begrenzten Bereich von vorgeschriebener Kleinheit des 
Inhaltes herstellen, der das gegebene geometrische Bild ganz im 
Innern enthält. 

Insbesondere ist nach dem vorangehenden das geometrische 
Bild einer für ein abgeschlossenes Intervall gegebenen und 
daselbst stetigen Funktion immer in ein Vieleck von beliebig 
kleinem Inhalt einschließbar. 

Im nachfolgenden werden sich auch Fälle ergeben, wo ein 
bestimmtes Integral eine geometrische Bedeutung hat, die von 
der bisher festgestellten abweicht, und ebenso auch zahlreiche 
Fälle, wo einem bestimmten Integral eine physikalische Be- 
deutung zukommt. Um wenigstens ein Beispiel dieser letzteren 
Art schon hier anzuführen, sei erwähnt, daß die Energiemenge, 
welche der Dampfin einer Kolbenmaschine während eines 
Kolbenhubes auf den Kolben überträgt, durch ein bestimm- 
tes Integral ihren Ausdruck findet. Ist nämlich q der in Quadrat- 
metern ausgedrückte Querschnitt des Kolbens, h die Gesamthöhe 
eines Hubes in Metern und p(x) in Kilogrammgewichten pro 
Quadratmeter der Druck des Dampfes für diejenige Kolbenstellung, 
bei welcher der Kolben von seiner anfänglichen Totpunktlage den 
Abstand = Meter hat, so ist die erwähnte Energiemenge in Meter- 


kilogrammen gleich 
h 
j, apla)da. 
0 


Denn denkt man sich den Kolbenweg in Teile zerlegt, so ist 
die Gesamtarbeit des Dampfes immer gleich der Summe der Ar- 
beiten, welche den einzelnen Teilen entsprechen. Bliebe nun, wenn 
der vom Kolben seit dem Verlassen seiner Anfangslage zurück- 
gelegte Weg x den Zuwachs dx erfährt, der Druck dauernd gleich 
p(x), so wäre die diesem Zuwachs entsprechende Arbeit des Dampfes 
gleich qp(«)dx. Tatsächlich hat sie wegen der Veränderlichkeit 
des Druckes zwar einen etwas anderen Wert, aber der Unter- 
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schied fällt um so weniger ins Gewicht, je kleiner dæ ist, und 
sein Einfluß verschwindet vollständig, wenn man zur Grenze für 
den Fall einer unendlich feinen Teilung des Kolbenweges übergeht. 

425. Einfachste Sätze über bestimmte Integrale. — Aus 
den Erklärungen der Nr. 420 und den Lehrsätzen der Nr. 421 er- 
geben sich ohne weiteres die folgenden Sätze: 

1. — Wenn eine ' Funktion fix) in einem endlichen Intervall 
(a-b) konstant ist, so ist sie auch über dieses Intervall inte- 
grierbar, und zwar ist, wenn C den konstanten Wert der Funk- 
tion f(x) bezeichnet, 


b Pb 
(1121) f f(æ)dæ = J Cdæ=C(b—a). 


2, — Wenn zwei Funktionen f,(x), f,(«) über ein und das- 
selbe endliche Intervall (a---b) integrierbar sind und daselbst 
überall die Ungleichung 

fıl@) < fa(2) 


erfüllen, so ist, falls a< b ist, auch 
»b »b 
(1122) | nædæ<)| rar. 


Denn bildet man für die Funktionen f,(®), fs(«) die beiden 
Summen $,, Sa, welche der durch die Gleichung (1119) erklärten 
Summe S entsprechen, und zwar beide für die nämliche Teilung 
und die nämliche Auswahl der Zwischenwerte, so ist immer 
Sı <S Also kann auch der Grenzwert von S, nicht größer 
sein als der von Sa. 

Für a>b ist natürlich, wie sich durch ähnliche Überlegungen 
ergibt, - 


*b b 
$ fı@)dx >f falada. 


3. — Wenn eine Funktion f(x) über ein endliches Intervall 
(a---b) integrierbar ist, so ist das Produkt der Funktion fix) mit 
einer beliebigen Konstanten C über das Intervall (a---b) ebenfalls 
integrierbar, und es besteht die Gleichung 


b b 
(1123) ¥ Of(x)dæ—= C fi fædda. 
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4. — Wenn zwei Funktionen fix), g(x) über ein endliches 
Intervall (a:-.b) integrierbar sind, so ist ihre Summe über das 
nümliche Intervall ebenfalls integrierbar, und es ist 


b b >b 
(1124) y [f(Œ) + glx)]dæ =f fœ)dæx +f glx)dx. 


Unter den gleichen Voraussetzungen gilt natürlich, wenn e, 
und c, Konstante bedeuten, auch die Gleichung 


nn "b b 
112) | Taf) + egade=e, | Najdæ+e | gajde. 


5. — Wenn eine Funktion f(x) über zwei aneinander stoßende 
abgeschlossene Intervalle (a---b) und (b---c) integrierbar ist, so ist 
immer 


c ab E 
(1126) f f@)dæ — J f(æ)dæ + J fæ)de. 
a a b 


Liegt nämlich b zwischen a und c, so kann man festsetzen, 

daß bei der Bildung derjenigen Summe 5 (Gl. 1119), als deren 
>e 

Grenzwert das Integral J fix)dx nach Nr. 421 erscheint, stets 
a 


der Punkt b als Teilpunkt genommen werden soll. Dann zerfällt 
die Summe S von selbst in zwei Teilsummen, von denen die eine 


h e 
das Integral J f(x)dx und die andere das Integral f fa)dx als 
a ) 


Grenzwert hat. 
Liegt zweitens ¢ zwischen a und b, so erhält man zunächst 


[rwar=["rwar + feds 


J rodz — [Rear -f fejde 


Šš f Adans- f foiz. 


und hieraus 


Liegt endlich a zwischen b und c, so gelangt man in ähn- 
licher Weise durch Umformung der Gleichung 
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f fois- Iroaz+ [| Rayda 
zum Ziel. 


Anwendung: Wie man mit Hilfe der Sätze 1, 3 und 4 dieser 
Nummer zeigen kann, gilt der folgende 

Lehrsatz: Wenn zwei Funktionen fix), p(«) über ein end- 
liches Intervall integrierbar sind, so ist ihr Produkt über das 
nämliche Intervall ebenfalls integrierbar. 

Zum Beweis sei a die untere und b die obere Grenze des 
betrachteten Intervalles, und seien £y, %1, +X, Zahlen von der 
gleichen Bedeutung wie in Nr. 420. Ferner werde zunächst voraus- 
gesetzt, daß die Funktionen f(x), p(x) in dem Intervall (a---b) nie 
negativ seien. Dann ist für 1,2, ---n, wenn P, @, RB; die 
oberen und pP, qp r, die unteren Grenzen der Funktionen fi»), 
pæ) und des Produktes f(z)p(x) für die nicht außerhalb der 
Grenzen z,_, und x, liegenden Werte von x bedeuten, 


man IESPA, 


also 
0<sR,—n<PQ —-—p ua PRI n) hP =p); 


Folglich ist, wenn P und Q die oberen Grenzen der Funk- 
tionen f(x) und ø(x) für das ganze Intervall (a---b) bezeichnen, 
erst recht + 

<BR, —n<P(Q,—a)+ UP, —-D); 
also auch 


oY R-ren PAQ et 


21 i=1 
ir AA A ACA E 
i=1 


Nun kann man aber die beiden Teile der rechten Seite dieser 
Ungleichung infolge der Integrierbarkeit der Funktionen f(x), (x) 
durch passende Wahl der Teilung des Intervalles (@---b) dem Wert 0 
beliebig nahe bringen. Also kann man auch die Summe 


S (R — r) —z,_) dem Wert 0 so weit nähern:als man will. 
i=1 
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Das heißt aber nichts anderes, als daß auch das Produkt fæ) y(«) 
über das Intervall (a---b) integrierbar ist. 

Ist endlich die zunächst gemachte Annahme, daß die Funk- 
tionen f(x), p(x) in dem Intervall (a---b) nie negativ seien, nicht 
mehr erfüllt, so kann man stets zwei positive Konstante 6,7 S0 
bestimmen, daß die Summen 

e+fa) und y7+9y) 
in dem Intervall (a---b) nie negativ werden. Dann ist aber das 
Produkt 
le + fæl + pæ) = ey +epl@) + yra) + epla) 


integrierbar, und da die drei ersten Bestandteile desselben inte- 
grierbar sind (Satz ı und 3), muß nach Satz 4 auch der letzte 
Bestandteil f(x)ø(x) integrierbar sein. 

426. Erster Mittelwertsatz der Integralreehnung. — Wenn 
eine Funktion f(x) über ein endliches Intervall (a---b) integrierbar 
ist und g die untere und @ die obere Grenze der Funktion f(x) für 

Pb 
das Intervall (a---b) bedeutet, so liegt das Integral J fix)dx nie- 
a 
mals außerhalb der Grenzen (b—a)g und (b—a)G. Man darf 
daher immer 


(1127) f hode (b —a) M 


setzen, wo M eine nicht außerhalb der Grenzen g und G liegende 
Zahl bedeutet, und wenn die Funktion f(x) in dem Intervall 
(a---b) stetig ist, so darf man auch 


am) f fædæ=@—a)fla+ A0—a)] 


setzen, wo 9 eine zwischen 0 und 1 liegende Zahl bezeichnet. 
Da nämlich in dem Intervall (@---5) überall die Ungleichung 
9<fa)<@ 
besteht, so ist für a<b 


>b b b 
J gås< | fejdæ< f Gdx 
a a a 


oder 
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b 
B-a< | fa)dz<(b—a)@ 


während für «> diejenigen Ungleichungen gelten, die sich aus 
den vorstehenden durch Vertauschung des Zeichens < mit dem 
Zeichen > ergeben. 

Ist ferner die Funktion f(x) in dem Intervall (a---b) stetig, 
so gibt es wenigstens eine zwischen 0 und 1 enthaltene Zahl 9, 
für welche der Funktionswert fla+ (b —a)) mit dem Mittelwert 
M übereinstimmt. Denn ist =@, so ist die Funktion fix) in 
dem Intervall (@---5b) konstant, und dann darf für 9 jede beliebige 
zwischen 0 und 1 liegende Zahl genommen werden. Ist dagegen 
g< G, so kann M, wie leicht einzusehen, mit keiner der Grenzen 
g und @ zusammenfallen, liegt vielmehr zwischen ihnen, und es 
gibt dann in dem Intervall (@---b) sowohl eine Stelle, wo f(x) <M, 
als auch eine Stelle, wo f(x) >M ist, und zwischen diesen Stellen, 
also im Innern des Intervalles (a+--b) wenigstens eine Stelle, an 
welcher f(x) den Wert M erwirbt. 

Ist eine für ein endliches Intervall (a---b) erklärte Funktion 
f(x) über dieses Intervall integrierbar, so bezeichnet man die- 
jenige Zahl M, welche die Gleichung 


b 
$ fæda=(b— a)M 
a 


erfüllt, als den mittleren Wert der Funktion /(#) für das 
Intervall (a---b). In diesen Sinne sind z. B. die Ausdrücke „Mitt- 
lerer Barometerstand während eines Monats“, „Mittlerer Wasser- 
stand an einem Pegel während eines bestimmten Jahres“, „Mittlerer 
Dampfdruck während eines Kolbenhubes“, „Mittlere Belastung 
einer elektrischen Zentrale während 
eines bestimmten Tages“ usw. zu ver- Y y=fæ) 
stehen. 

Geometrisch bedeutet (Fig. 8) der 
durch die Gleichung 


>b 
0129  M=;} y. Rojda 


erklärte Mittelwert M mae über ein 
endliches Intervall (æ---b) integrier- Fig. 8. 

baren Funktion f(x) die ie desjenigen 

Rechtecks, welches dieselbe Grundlinie und denselben F lächeninhalt 


http://rcin.org.pl 


28 Bestimmte und unbestimmte Integrale. Nr. 426, 427. 


hat wie derjenige Bereich in der Ebene eines rechtwinkeligen 
ebenen Koordinatensystems, der zwischen der Abszissenachse und 
dem geometrischen Bilde der Funktion /(@) und zwischen den zu 
den Abszissen æ und b gehörenden Parallelen zur Ordinatenachse 
enthalten ist. Dabei sind Inhalte und Höhen unterhalb der Ab- 
szissenachse liegender Bereiche mit dem negativen Vorzeichen in 
Anschlag zu bringen. 

Wie die Gleichung (1128) zeigt, beruht der scheinbar ganz 
volkstümliche Begriff des mittleren Wertes einer Funktion für 
ein gegebenes Intervall in Wahrheit durchaus auf dem als ganz 
entlegen und rein wissenschaftlich geltenden Begriff eines be- 
stimmten Integrales. 

427. Erweiterung des ersten Mittelwertsatzes. — Es seien 
fix) und plx) Funktionen, die in einem endlichen Intervall (a.-b) 
beschränkt sind, und es sei sowohl die Funktion (x) als das 
Produkt f(x)g(x) über dieses Intervall integrierbar, Wenn dann 
die Funktion p(w) in dem Intervall (a---b) nur Werte ein und des- 
selben Vorzeichens annimmt, wobei jedoch der Wert 0 nicht aus- 
geschlossen zu werden braucht, so ist 


b b 
(1129) J roswar | olda, 


wo M einen Mittelwert bedeutet, der nicht kleiner ist als die untere 
Grenze g und nicht größer als die obere Grenze @ der Funktion 
f(x) für das Intervall (a---b). Ist fix) in diesem Intervall stetig, 
so darf man auch 


01299) | rosdar—rla+ 96a] | gæ)ax 


setzen, wo % eine nicht näher bekannte zwischen 0 und 1 liegende 
Zahl bezeichnet. 


Beweis: Es werde zunächst vorausgesetzt, daß a<b und 
daß die Funktion g(x) in dem Intervall (a---b) niemals negativ 
sei. Dann folgt für jeden nicht außerhalb des Intervalles (a--- b) 
liegenden Wert von x aus der Ungleichung 


9<fa)<@ 
durch Multiplikation mit (æ) die Ungleichung 
gp) < fæ) pæ) < Goga), 
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und es ist daher auch 


b b b 
of vadez f fapw@de<e| gada. 


Sind die Voraussetzungen a<b und 0< ø(x) nicht mehr er- 
füllt, so kann man ganz ähnlich schließen und gelangt dann ent- 
weder ebenfalls zu der zuletzt erhaltenen Ungleichung oder zu 
derjenigen Ungleichung, die aus ihr durch Vertauschung des Zei- 
chens < mit dem Zeichen > hervorgeht. Daraus folgt aber so- 
fort, daß man in der Tat 


b b 
(1129) f Fx)yp(&) deu | ge)da 


setzen darf, wo M nicht außerhalb der Grenzen g und @ liegt. 

428. Der zweite Mittelwertsatz. — Den in Nr. 425 bis 427 
zusammengestellten Sätzen möge der Vollständigkeit wegen noch 
ein weiterer Satz angereiht werden, der zwar zum Aufbau der 
Integralrechnung nicht unbedingt erforderlich ist, aber doch bei 
der Behandlung von Nebenfragen zuweilen gute Dienste leistet. 
Dieser gewöhnlich als zweiter Mittelwertsatz der Integral- 
rechnung bezeichnete Satz lautet in seiner einfachsten Form 
folgendermaßen: 

Es sei fix) eine Funktion, welche über ein abgeschlossenes 
Intervall, dessen untere Grenze a und dessen obere Grenze b heißen 
möge, integrierbar ist, und olx) eine zweite für das Intervall 
(a---b) erklärte Funktion, die daselbst beschränkt und nie negativ 
ist. Wenn dann die Funktion g(x) in dem Intervall (a.--b) bei 
wachsendem x nie zunimmt, so gibt es immer wenigstens eine nicht 
außerhalb der Grenzen a und b liegende Zahl &,, welche die 
@leichung 


»b R3 
am) f rægædæe=sa| fædae 
erfüllt, und ebenso gibt es, wenn die Funktion (x) bei wachsen- 


dem x nie abnimmt, wenigstens eine nicht außerhalb der Grenzen 
a und b liegende Zahl &,, welche die Gleichung 


(1131) [rose dx = si) | fæde 
befriedigt. 
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Eine andere aus der vorigen ableitbare Form des zweiten 
Mittelwertsatzes ist etwas weitläufiger, erfordert aber dafür nur 
ein geringeres Maß von Voraussetzungen, indem die Beschränkungen, 
daß a< b sei und daß eine der beiden in Betracht zu ziehenden 
Funktionen niemals negativ werde, wegfallen. Diese andere 
Form lautet: 

Ist f(x) eine Funktion, die über ein abgeschlossenes Intervall 
(a---b) integrierbar ist, und ist p(x) eine zweite für das Intervall 
(a---b) erklärte Funktion, welche daselbst bei wachsendem x ent- 
weder nie abnimmt oder nie zunimmt, so gibt es wenigstens eine 
L wicht außerhalb der Grenzen a und b liegende Zahl &,, welche die 
Gleichung 


ph Š b 
a1) f Nap@da— via) | fadz+g0) J. fada 


befriedigt. 

Beweis: Durch die letzten Lehrsätze der Nummern 420 
und 425 ist die Integrierbarkeit des Produktes f(@)p(z) für das 
Intervall (@---%) sowohl bei denjenigen Voraussetzungen gewähr- 
leistet, die der einen, als auch bei denjenigen, die der anderen 
Form des zweiten Mittelwertsatzes zugrunde liegen. 

Nachdem dies festgestellt, werde nun zunächst vorausgesetzt, 
daß a<b und daß die Funktion (x) in dem abgeschlossenen 
Intervall (a---b) nie negativ sei und mit wachsendem & nie zu- 
nehme. Versteht man dann unter x, &,---&,_, irgend welche 
Zahlen, die der Ungleichung 


a<m <<... <x,_,<b 
genügen, und setzt man zugleich 


a=xs, und b=x,, 


n 


b 
so kann man das Integral vi fz)g(z)dx als den Grenzwert der 
a 
Summe 
S= I, _ ya _ an, 
2S 
ansehen für den Fall, daß die durch die Einschaltung der Zahlen 


Lis Las -La erzeugte Teilung des Intervalles (a---b) unbe- 
grenzt verfeinert wird. 
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Dasselbe Integral läßt sich aber auch als Grenzwert der Summe 


n © 
=) vn. fada 
r 


4-1 


auffassen, weil die Differenz 


» 7 
— Sı -2 pls, Z A | [fodz— fe, en Va — a t- D] 
=1 


2-1 


bei unbegrenzter Verfeinerung der Teilung unendlich klein wird. 
Ist nämlich g, die untere und @, die obere Grenze der Funktion 
f(x) für die nicht außerhalb der Grenzen x, _ ,, 2, liegenden Werte 


vi 
von x, so liegt weder das Integral fæ)dx noch das Produkt 
Ti —1 
fle, ) (1—2, _,) außerhalb der Grenzen 


1a —x,_)) und eG, —2,_,)h 


und es ist daher 


| 
|J Rodr— fæ e—a d< ma: 


Tii 


Folglich ist auch 
|S — 51l =z% plr, (C — WU T11) 


j 
åa i 


<gla) N (G a; — t a). 


i=1 


Nun ist aber die Funktion f(x) über das Intervall (@---b) inte- 


grierbar. Also kann die Summe DACA 9)&, —%,_,) und mit 
TE $ 

ihr auch die Differenz (Sy — 8,) durch Annahme einer hinreichend 

feinen Teilung dem Wert 0 beliebig nahe gebracht werden. 

Der Summe S, kann man nun mit Hilfe eines Kunstgriffes, 
den man als Kunstgriff der teilweisen Summation zu bezeich- 
nen pflegt, eine andere Form geben, bei der eine Abschätzung 
möglich ist. Man hat nämlich zunächst 
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T, 2 Tg 
Sa = Q(T.) r? fiæ)dx +o) f fejda + ge f fæds +- 
Lo Ti Vy 


+9@,_)) ji POLE 


Tn —1 


va) fada + f Near fada] 


+oe)| | Node f fada] + 


+o d| S Naar" faas], 


und wenn man nun die Klammern auflöst und dann jeweils die- 
jenigen Glieder vereinigt, welche das nämliche Integral enthalten, 
so erhält man 


S, = ya) — ya.) f fæ) dæ + lole) — plz) Í VOLLES 
+o, 1) — pæ) f "hajda + p,) / Rada. 


Jetzt sei & eine der Ungleichung 
a<g<b 
unterworfene, aber sonst nicht weiter beschränkte Veränderliche 
und m der kleinste und M der größte Wert der stetigen (vgl. 
ë 
Nr. 429) Funktion | /x)dz von ë. Dann liegt die Summe S,, 
a 


da keiner der Faktoren [pŒ )— pP), [pæ — ple), -*- 
(plz, _,) — ole, p@,) negativ ist, nicht außerhalb der Grenzen 


m po) — Plzı)] + plz) — ya) + 
+[9&@,_) — 9x) + 9@,)) = mola) 
und 
M ((p(&,) — p(x) + [plaı) — p2] +- 
+l9@,_)— Ha) + ol) =M ola). 


Also ist auch 
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b 
mgl) < Í fiæ)ga)de< Myla), 


und es gibt daher wenigstens eine nicht außerhalb der Grenzen 
a und b liegende Zahl &,, welche die Gleichung 


b Š, 
(1130) J taswae— yo | fods 


erfüllt, wie behauptet wurde. 

Zweitens werde vorausgesetzt, daß «<b und y(x) in dem 
Intervall (a---b) nie negativ sei, aber bei wachsendem œ niemals 
abnehme. Dann ist —b<— a und p(—x) eine in dem Intervall 
(—b...-— a) nie negative und bei wachsendem © nie zunehmende 
Funktion. Zugleich ist 


‘h só 
| hæjgajdz=— J fiag ade. 


Denn zu jeder Teilung des Interyalles. (a---b) gehört eine 
entsprechende durch Spiegelung am Nullpunkt entstehende Teilung 
des Intervalles (—«a---— b), und dabei sind je zwei einander ent- 
sprechende Teilintervalle gleich lang, aber von entgegengesetzter 
Richtung, und das Produkt {— z)p(— x) durchläuft in jedem Teil 
des Intervalles —a---—b) genau dieselben Werte wie das Pro- 
dukt fx) lx) in dem entsprechenden Teil von (a--:b). 

Vertauscht man nun auf der rechten Seite der letzten Glei- 
chung die beiden Integrationsgrenzen, so erhält man zunächst 


h —a 
Sropwa—| fogadas 
a —b 
und dann nach dem zuvor Bewiesenen 
b —& 
J ranwae— go) f iads, 
a =e 


wo ë, eine nicht außerhalb der Grenzen a und b liegende Zahl 
bedeutet. Aus ähnlichen Gründen wie zuvor ist aber 


[ r-Dae-—["roar -ffos 


so daß sich schließlich die Gleichung (1131) ergibt. 
v. Man goldt, Einführung, III. 
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Wird endlich drittens von der Funktion p(&) nur noch voraus- 
gesetzt, daß sie bei wachsendem x entweder nie zu- oder nie ab- 
nimmt, so ist für den Fall, daß a< b ist und (x) nie zunimmt, 
die Differenz [p(x)— y(b)) eine nie zunehmende und nie nega- 
tive Funktion, also 


y fa) (pe) — pds Ipla) — p0) j faydz, 


wo a< <b ist. Hieraus folgt aber durch naheliegende Um- 
formungen 


(1132) Y Tirate = f; "du + ol) | Rodz 
(x r: -— H) p IE 
Ri ZOJA 3 
Ähnlich ist für a<b, falls g(x) nie abnimmt, 
b A 
pi Fæ lpt) — plæds = ipt) — pa) $ RKa)dz, 


woraus wieder die Gleichung (1132) folgt. 

Nunmehr kann man sich von der bisher festgehaltenen An- 
nahme, daß a< b sei, leicht befreien. Denn im entgegengesetzten 
Fall besteht die Gleichung 


Re) )pla)d s=- f Kag! de fx) dx — vw; fædz, 


die sofort in die Gleichung (1132) verwandelt werden kann. 


429. Differentiation eines bestimmten Integrales in bezug 
auf eine seiner Grenzen. — Es sei f(x) eine Funktion, die über 
ein endliches Intervall (a---b) integrierbar ist, und es sei ë eine 
Veränderliche, die auf das Intervall (a---b) eingeschränkt, aber 
dort ebenso wie x frei veränderlich ist. Dann gehört zu jedem 
zulässigen Wert von & ein bestimmter Wert des über das Teil- 


intervall (a---£) erstreckten Integrales 


f Toae. 


Dieses Integral ist daher eine Funktion von &, und 
zwar eine durchweg stetige Funktion. Denn erteilt man der 
Veränderlichen ë einen Zuwachs h von solcher Beschaffenheit, daß 
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die Summe &+h auch noch dem Intervall (a---b) angehört, so 
sth 

erfährt das Integral den Zuwachs J f(x)dx, und dieser wird nach 
Š 


Nr. 426 bei verschwindendem A ebenfalls unendlich klein. 
Setzt man ferner voraus, daß die Funktion f(x) in dem Inter- 
vall (a---b) stetig sei, so findet sich, daß die durch das Integral 


Š 
ik f(æ)dæ dargestellte Funktion von & in dem Intervall (a---b) nicht 
a 


nur stetig, sondern auch differenzierbar ist und daß die Ab- 
leitung dieser Funktion mit dem Wert /(&) übereinstimmt, den die 
unter dem Integralzeichen stehende Funktion f(x) annimmt, wenn 
man für ihr Argument x die obere Integrationsgrenze & einsetzt. 
Es gilt also der folgende wichtige 

Lehrsatz: Wenn eine Funktion f(x) in einem endlichen 
Intervall (a--.b) stetig ist und unter 5 eine auf das Intervali 
(a---b) eingeschränkte, aber dort frei bewegliche Veränderliche ver- 


standen wird, so ist das Integral f hejaz eine in dem Intervall 
a 
(a++-b) differenzierbare Funktion seiner oberen Grenze &, und die 
Ableitung dieser Funktion wird dureh die Gleichung 
$ 
(1133) OG 


gegeben. 

Ist nämlich (ë -+ h) irgend eine von & verschiedene. aber eben- 
falls dem Intervall (a---b) angehörende Zahl, so ist nach dem 
ersten Mittelwertsatz (Nr. 426) 


S+R Š +h 
1y fodz— | fadal = JA fæda= fë + 9h), 


wo & eine zwischen 0 und 1 liegende Zahl bedeutet. Daraus folgt 
aber wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion f(x) so- 
fort, daß der links stehende Differenzenquotient bei verschwinden- 
dem dem Grenzwert /($) zustrebt. 


Zusatz 1. — Bei den gemachten Annahmen stellt auch das 


Integral j 
% fa)dz _ 
g ' 


g%* 
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eine differenzierbare Funktion der Veränderlichen & dar, und die 
Ableitung dieser Funktion wird durch die Gleichung 


(1134) a f. f(x) de — —f($) 


gegeben. 
Der Beweis läßt sich ähnlich wie oben, oder auch dadurch er- 


b ë 
bringen, daß man von der Gleichung PA fix)de = — J fada Ge- 
S 


brauch macht. 

Zusatz 2. — Jede reellwertige Funktion f(x) eines reellen 
Argumentes x, die in einem Intervall X stetig ist, kann daselbst 
als Ableitung einer zweiten Funktion von x angesehen werden. 

Denn ist a irgend eine feste dem Intervall 3 angehörende 
Zahl, und ist zugleich x auf das Intervall 3 eingeschränkt, so 


stellt das Integral 
B 
i ftdt 
a 


eine differenzierbare Funktion von œ dar, deren Ableitung mit 
f(x) übereinstimmt. 

430. Begriff eines unbestimmten Integrales. — Erklä- 
rung: Ist x eine reelle Veränderliche, deren Wertbereich aus einem 
einzigen Intervall’ besteht, und fix) eine Funktion, die als Ab- 
leitung einer zweiten Funktion angesehen werden kann, so nennt 
man jede Funktion von x, deren Ableitung mit fix) übereinstimmt, 
ein unbestimmtes Integral der Funktion f(x). 


Beispielweise ist, wenn x eine völlig freie Veränderliche be- 
deutet, die Funktion sing ein unbestimmtes Integral der Funk- 
i .„ dsing 3 -e 5 A > & 
tion cosx, weil Ser — cosx ist. Ahnlich ist, wenn æ eine posi- 


tive, aber sonst nicht weiter beschränkte Veränderliche bezeichnet, 
die ee lgx ein unbestimmtes Integral der durch den Aus- 


druck 1 „ dargestellten Funktion, weil m ist. 


Ist. eine Funktion F(x) ein unbestimmtes Integral einer für 
ein Intervall gegebenen Funktion f(x) und ist C eine beliebige 
Konstante, so ist die Summe 


F(&) +C 
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wieder ein unbestimmtes Integral der Funktion (x), weil sie eben- 
falls die Funktion f(x) als Ableitung hat. Die Funktion F(z) ist 
also durch die Eigenschaft, daß ihre Ableitung gleich (æ) ist, 
noch nicht vollständig bestimmt. Eben hierauf wird dadurch hin- 
gewiesen, daß man sie als ein unbestimmtes Integral der Funk- 
tion f(x) bezeichnet. Aber in der Möglichkeit der Vermehrung 
um eine beliebige Konstante besteht auch die einzige Unbestimmt- 
heit, mit der eine Funktion noch behaftet ist, wenn sie ein un- 
bestimmtes Integral einer gegebenen Funktion sein soll, denn: 

Sind zwei Funktionen F(x) und B(x) unbestimmte Integrale 
ein und derselben für ein Intervall erklärten Funktion f(x), so ist 
die Differenz |B(x) — F(«)) in diesem Intervall konstant. 

Der Beweis hierfür wurde bereits in Nr. 250 erbracht. 

Wenn eine für ein Intervall erklärte Funktion f(x) als Ab- 
leitung einer zweiten Funktion angesehen werden, also überhaupt 
von einem unbestimmten Integral der Funktion fix) die Rede sein 
kann, so stellt man ein solches sehr oft durch das Zeichen 


j f f(æ)dæ 


dar, wobei an das Integralzeichen keine Grenzen angesetzt werden. 
Eine Gleichung von der Form 


/ fa)dz— F(a) 


ist hiernach jedesmal mit der Gleichung 


F@)=f(«) 
gleichbedeutend. 

Die Aufgabe, ein unbestimmtes Integral einer für ein Inter- 
vall gegebenen Funktion zu finden, bildet die Umkehrung der in 
der Differentialrechnung gelösten Aufgabe, die Ableitung einer 
differenzierbaren Funktion zu ermitteln, und kann daher in vielen 
Fällen durch Umgestaltung bekannter Formeln der Differential- 
rechnung gelöst werden. So folgen z. B., wenn x eine völlig freie 
Veränderliche bedeutet, aus den Formeln 


d(x’) de” dsinz 
da 22; ——e; ip 008 


die Gleichungen 
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fiziz=z; feaz=e; [eszde=sine. 


431. Zusammenhang zwischen bestimmtem und unbestimm- 
tem Integral. — Lehrsatz: Ist fix) eine in einem abgeschlosse- 
nen Intervall (a---b) stetige Funktion und ist F(«) irgend ein 
unbestimmtes Integral der Funktion f(x), so gilt immer die Gleichung 


b 
(1135) f f(x)dx = F(b) — F(a). 


Das bestimmte Integral einer stetigen Funktion ist also gleich 
der Differenz der speziellen Werte, die das unbestimmte Integral 
an der oberen und an der unteren Integrationsgrenze annimmt. 


Beweis: Bei Beschränkung der Veränderlichen x auf das 
T 

Intervall (a---b) stellt auch das Zeichen y ft)dt ein unbestimm- 
a 


tes Integral der Funktion /(x) dar. Denn nach Nr. 429 ist die 
durch dieses Zeichen dargestellte Funktion von æ difterenzierbar 
und hat die Ableitung f(x). Folglich ist die Differenz 


v 
y f(t)dt — F(x) 
a 
eine Konstante. Nun erwirbt aber diese Differenz für z— a 


den Wert [— F(a). Daher ist auch für jeden anderen Wert 
von x 


J TOdt—Fa)—=— Fo, 
a 
also insbesondere für x= b 


fiou-ro-=- ro 


oder, wenn nunmehr die Integrationsveränderliche wieder durch 
æ bezeichnet wird, 


f haji = F0) — F(a), 


wie behauptet wurde. 


Hiermit ist die Aufgabe der zahlenmäßigen Ausrechnung eines 
bestimmten Integrales in allen den Fällen, wo die unter dem Inte- 
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gralzeichen stehende Funktion im Integrationsintervall stetig ist, 
auf die Ermittelung eines unbestimmten Integrales dieser Funktion 
zurückgeführt und dadurch ein überaus wichtiges Hilfsmittel zur 
Ausrechnung bestimmter Integrale gefunden. Zugleich hat die 
Aufgabe, ein unbestimmtes Integral einer für ein Intervall ge- 
gebenen und daselbst stetigen Funktion zu finden, eine praktische 
Bedeutung gewonnen. 

Für die Differenz der Werte, welche eine für ein abgeschlosse- 
nes Intervall (@---5) erklärte Funktion F(x) an den Grenzen 
dieses Intervalles annimmt, wird oft das durch die Gleichung 
b 


(1136) Fb) — FKo)—[F@)) 
b 
erklärte Zeichen [F(x)] gebraucht. Bei Benutzung desselben er- 


hält die Gleichung (1135) die Form 
"h b 
(11359) J fade= Fe) 
a a 


432. Beispiele und Übungsaufgaben. — 1. — Den Inhalt des 
Flächenstückes zwischen der Abszissenachse eines Systems recht- 
winkeliger ebener Koordinaten x, y und einer halben Welle der 
durch die Gleichung y =sinv dargestellten Sinuslinie zu finden. ` 

Lösung: Man kann diejenige halbe Welle ins Auge fassen, 
die sich (Fig. 9) vom Koordina- 
tenanfang bis zu demjenigen 
Punkte der Abszissenachse er- 
streckt, der die Abszisse x hat. 
Dann ergibt sich für den gesuch- 
ten Flächeninhalt zunächst der 
Ausdruck 


Y 


"N 
ý; sinzde, Fig. 9. 
0 
Nun ist aber, wie man leicht erkennt, 


Jsinzar- — cost, 
folglich 


T 
[finzae-— cosa —(— cos0)=— (—1)— (— 1)=2. 
0 
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Der gesuchte Inhalt ist also doppelt so groß wie das Ein- 
heitsquadrat. 

2. — Den Inhalt desjenigen Bereiches zu finden, welcher (Fig. 10) 
von der Abszissenachse eines Systems rechtwinkeliger Koordinaten 
x, y, der durch die Gleichung y— 1 dargestellten gleichseitigen 
Hyperbel und den zu den Abszissen 1 und &>1 gehörenden 
Parallelen zur Ordinatenachse begrenzt wird. 

Lösung: Für den gesuchten Inhalt ergibt sich der Ausdruck 


A , 
J = 02-082), 15-181 =1g8. 


Diese Gleichung zeigt, dass der Inhalt des betrachteten Be- 
reiches bei unbegrenzt wachsendem & ebenfalls unendlich groß 


Y 


Fig. 10. Fig. 11. 


wird, obwohl die Hyperbel sich der Abzissenachse fortgesetzt 
nähert und ihr unbegrenzt nahe kommt. Zugleich ergibt sich eine 
geometrische Bedeutung des natürlichen Logarithmus, 
und diese macht es anschaulich, wie langsam die Funktion lg 
bei unbegrenzt wachsendem & unendlich wird. (Vgl. Nr. 276). 

3. — Energieinhalt einer gespannten Feder. — Eine 
elastische Feder (Fig. 11) hat ein festes und ein längs einer Geraden 
bewegliches Ende und übt auf dieses letztere, wenn es sich 
außerhalb seiner Gleichgewichtslage befindet, eine Kraft aus, 
die gegen die Gleichgewichtslage hin gerichtet und, wie es 
bei mäßigen Federspannungen in vielen Fällen näherungsweise 
zutrifft, der Entfernung des beweglichen Endes von seiner 
Gleichgewichtslage proportional ist. Vorausgesetzt, daß man 
diese Kraft in Kilogrammen und den Abstand des beweg- 
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lichen Endes in Metern mißt, sei e die Konstante, mit der man 
den Abstand multiplizieren muß, um die Kraft zu erhalten. Wie 
viel Meterkilogramm beträgt dann die in der Feder steckende 
(direkt nutzbare, d. h, nicht in der Form von Wärme vorhandene 
Energie, wenn die Feder so weit gespannt ist, daß ihr bewegliches 
Ende von ‘seiner Gleichgewichtslage um a Meter absteht? 


Lösung: Nach dem Gesetz von der Erhaltung der Energie 
jist die gesuchte Energiemenge gleich der Arbeit, die man auf- 
wenden muß, um die Feder nach und nach bis zu dem angegebenen 
(Grade zu spannen. Diese letztere wird aber durch das Integral 


a 
ij cxdæ dargestellt, hat also den Wert lea. 
wo er 


4. — Wasserspiegel in einem rotierenden Gefäß. — 
JEin vertikalstehendes, zylindrisches, teilweise mit Wasser gefülltes 
(Gefäß (Fig. 12) wird um seine Achse in Drehung versetzt und hier- 
¿auf in einer gleichmäßigen Umdrehung 
ımit der Winkelgeschwindigkeit œ er- 
halten, was zur Folge hat, daß nach 
wnd nach ein neuer Gleichgewichts- 
zustand des Wassers eintritt, bei 
welchem der Wasserspiegel die Form 
eeiner Umdrehungsfläche hat, deren 
‚Achse mit der des Gefäles zusammen- 
ffällt. Man soll die Meridianlinie dieser 
(Umdrehungsfläche ermitteln. 

Lösung: Nachdem man in einer 
(durch die Achse des Gefäßes gehen- 
dden Ebene ein System rechtwinkeliger Koordinaten x, y derart 
angenommen hat, daß sein Anfang O mit demjenigen Punkte 
zzusammenfällt, wo die Achse den Wasserspiegel trifft, und daß die 
(Ordinatenachse vertikal nach oben weist, denke man sich die ge- 
ssuehte Meridianlinie durch eine Gleichung von der Form y= fix) 
ddargestellt. Dann ist die Steigung der Meridianlinie im Punkte 
IP mit der Abzisse x gleich der Ableitung /’(z). Soll nun Gleich- 
ggewicht bestehen, so muß die Resultante der Massenkräfte, welche 
aauf ein in P befindliches Flüssigkeitsteilchen wirken, auf der eben 
eerwähnten Tangente senkrecht stehen, wie in der Hydrostatik 
nnachzuweisen ist. Diese Kräfte sind aber 

1. — die nach unten wirkende Schwere, dargestellt durch das 
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Produkt mg, wo m die Masse des Teilchens und g die Be- 
schleunigung der Schwere bedeutet, und 
2. — die in der Richtung der x-Achse wirkende Fliehkraft 
deren Größe durch den Ausdruck mæ? gegeben wird. 
Die Resultante hat somit die Steigung 


und die Bedingung des Gleichgewichts ist daher 
f@-: 
Hieraus folgt aber, da /(0)=0 ist, 


fa) = -f f oas- [2 sage, 


Die gesuchte Meridianlinie wird somit durch die Gleichung 


w? 2 2 a I 
Y =z? oder = 1.54 
dargestellt und ist daher eine Parabel, welche die Achse des Ge- 
fäßes als Achse hat. 


Grundregeln zur Berechnung unbestimmter Integrale. 


433. Einfachste Grundregeln. — Durch Umformung von 
Grundformeln der Differentialrechnung erhält man leicht die folgen- 
den Grundregeln der Integralrechnung: 

1. — Wenn n eine beliebige von (—1) verschiedene Konstante be- 
deutet, so gilt für jedes Intervall, in welchem das Zeichen x" überall 
eine Bedeutung hat, die Gleichung 


er, 
(1137) fe de=, y 


Die Zahl (— 1) mußte von den möglichen Werten des Expo- 
nenten ausgeschlossen werden, weil für diesen Wert von n auf 
der rechten Seite der Gleichung (1137) der Nenner 0 auftritt und 
diese Gleichung nicht mehr gilt. Ersatz hierfür wird durch die 
folgende zweite Regel geboten: 

2. — Bei Einschränkung der Veränderlichen x auf positive 
Werte gilt die Gleichung 
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(1138) f 1 dæ=lgx. 


Ist x nur negativer Werte Me so ist ai x) reell und 


als(— x) _ 
dx = x Az T 


folglich 
(11383) f} dx =lg(— x). 


Dieses Ergebnis kann man mit dem vorigen zu der folgenden 
Regel zusammenfassen: 

Ist x in irgend einem die Null nicht enthaltenden Intervall 
frei veränderlich, so ist immer 


(1139) [z4e-1gR. 


Anmerkung. — Die unüberbrückbar scheinende Verschieden- 
heit der Formeln (1137) und (1138) verschwindet, wenn man statt 
der unbestimmten die entsprechenden bestimmten über ein und 
dasselbe Intervall zu erstreckenden Integrale ins Auge faßt. Ver- 
steht man nämlich unter a und b irgend zwei positive Zahlen, so 
ist einerseits für jeden von (—1) verschiedenen Wert von n 


b n+ı1__ "+1 
Dei 
2 m+ 


und andererseits für n ==— 1 


gri 
[,+=180-1ra. 


Zwischen den rechten Seiten dieser Gleichungen besteht aber 
in der Tat ein stetiger Übergang, denn es ist, wie man leicht 


] bestätigt, Br ty 
s n =a" 
„im kar =]gb— lga. 


Indem man a—1 setzt, erkennt man, daß man die Formel 
(1137) in eine stetig in (1138) übergehende Formel ee 


kann, indem man rechts die Integrationskonstante (— En 2) zufügt, 
wodurch man . ` 
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erhält. 
3. — Für jedes beliebige Intervall gilt die Gleichung 
(1140) r? de= 


und allgemeiner, wenn a eine beliebige Konstante bedeutet, die 
Gleichung 


N 
(1141) fa dæ = He a. 
4. — Für jedes beliebige Intervall gelten die Gleichungen 
(1142) fsinzax—=— cos 
und 
(1143) [eoszax— sin. 


5. — Für jedes beliebige Intervall gilt die Gleichung 
(1144) a =arcigx. 
w 


6. — Bei Einschränkung der Veränderlichen æ durch die Un- 
gleichung 


—1<r<1 
gilt die Gleichung 


dx 
1145 f = arcsin æ 
(1145) Mr B 


wo das Zeichen arcsin den Hauptwert bedeutet !). 


1) Geht man von der Gleichung 


darecosz _ 1 
dæ y TE 
aus, wo das Zeichen arccosz den Hauptwert bedeutet, so erhält man 
dx 


mn = == — AICCOST. 


Dieses Ergebnis ist aber von dem im Text angegebenen nur um eine 
A ; i u Gå 
Konstante verschieden. Denn ist p der zwischen Sa und — enthaltene 


Ss 
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Diesen Einzelergebnissen lassen sich noch einige einfache all- 
gemeine Regeln anreihen, und zwar zunächst die beiden folgenden 
Regeln, deren Richtigkeit ohne weiteres einleuchtet: 


7. — Ist fix) eine Funktion, welche ein unbestimmtes Inte- 
gral hat, und C eine beliebige Konstante, so hat das Produkt 
Cfa) ebenfalls ein unbestimmtes Integral, und es ist 


(1146) Jerwar- c f. fla)da.. 


8. — Sind fı(@), fs(x) Funktionen, welche unbestimmte Inte- 
grale haben, so hat die Summe |f,(&) + fa(@)] ebenfalls ein unbe- 
stümmtes Integral, und es ist 


(1147) f Tr) + f,(@)] dæ — firea J f ROLET 


Bei der praktischen Ausrechnung unbestimmter Integrale ist 
endlich zuweilen eine einfache Regel von Nutzen, die man ganz 
kurz folgendermaßen aussprechen kann: 

9. — Ist 


f fa)dz— Fa) 


und sind a, b Konstante, von denen die erste von Null ver- 
schieden ist, so ist 


(1148) [rax +b)de = 1 Fax + b). 


Ausführlicher heißt dies: Kennt man ein unbestimmtes Inte- 
gral F(x) einer gegebenen Funktion f(x), so kann man, wenn a 
eine von Null verschiedene und b eine beliebige Konstante be- 
deutet und unter æ jetzt eine Veränderliche von solcher Beschaffen- 
heit verstanden wird, daß die Summe (ax -+ b) stets zum Wert- 
Winkel, welcher die Gleichung sing=z erfüllt, also arcsing = g, so liegt 
die Differenz (5-») zwischen 0 und z, und da 

(3- =siny=x 
08 (5 o) p 


A E 
ist, so ist (5—9) der Hauptwert von arccosx, also 


7 . w 
— arc cosg = o — Yo arcsın t — zZ.» 
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bereich des Argumentes der Funktion f gehört, jedesmal auch sin 
unbestimmtes Integral der Funktion f(ax -+ b) angeben, nämlich 


eben die Funktion 1 Fax +b). Denn infolge der Annahme, daß 


die Funktion F ein unbestimmtes Integral der Funktion f sei, 
gilt die Gleichung 


Fax +b)=flax + b), 
also auch die Gleichung 


E F(az + b) |= fias + b), 


womit die Behauptung gleichbedeutend ist. 
434. Beispiele und Übungsaufgaben. — 


1) frae—22. 


3) Srrtae=$ 
4) fe +08 Naa 32’ +32’ — 12. 
5) [er+ sa}. erta =i er. 


6) Ala x m =—Ł4, 


00 sei wi 
8) Jerie eesti 


SA 3 


9) fVziz=fz x TNE -N 
10) LS 


4 
je 


11) [VsF T ‚(2 +2)" =, (52 +2) 


http://rcin.org.pl 


Nr. 434. Beispiele und Übungsaufgaben. 47 


12) Ta —— [6249 lt. 
13) Ser +. 


14) [Zares 3|.. 


18) [eos@2)d2—4 singa). 
19) finwt+adt=—} coslwt+ a). 


dæ d ; 
20) IE Z —1ı 2 =} a-arctg Z=} arctg. 


21) f er = 1 arctg(ax). 


d 1 bæ 
22) IE pr =. arctg = . 
[Aus 20) abzuleiten.) 


23) Is =f; dz == arctg(z + 3). 
2 + 6r+10 L+ (+3) 


24) f i dæ =f; dx — 1 arotg 223, 
42" — 202 + 34 9+(22—5)’ 6 


[Aus 20) abzuleiten.) 


d i 
25) i Ti Lar Fe 


26 — ge in Ž = arcsin Ž 
) m5 2 aa z'a. aresin Ž = arcsin Z. 


dæ 1 \ 
27) f AN u! $. arcsin Ta . 
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- 2r+ 8 


i er arcsin 3 
y5— 3r v3 VE z) 
zar csin — 


da — j R ol — 
J V3—12z—årF J V2_-@r+3) v2 
[Aus 26) abzuleiten.) 


435. Teilweise Integration. — Während die Differential- 
rechnung eine Regel liefert, um die Ableitung eines Produktes 
zweier differenzierbaren Funktionen durch die Ableitungen deı 
Faktoren auszudrücken, läßt sich in der Integralrechnung keine 
allgemeingültige Regel angeben, mittels deren die Berechnung 
des unbestimmten Integrales eines Produktes auf die Berechnung 
der unbestimmten Integrale seiner Faktoren zurückführbar wäre. 
Immerhin kann man einen gewissen Ersatz hierfür durch Um- 
kehrang der Formel für die Differentiation eines Produktes ge- 
winnen, und zwar in folgender Weise: Es seien «, v Funktionen 
des gleichen Argumentes x, die in ein und demselben Intervall 
differenzierbar und so beschaffen sind, daß jedes einzelne der 
Produkte wv’, wv ein unbestimmtes Integral hat. Dann folg für 
dieses Intervall aus der Gleichung 

er =uv + uv 
durch Umkehrung die Gleichung 


[uvas +| wvdr=uv 


[uvds—=uv— fu vda. 


Ist nun f(x) eine in einem Intervall differenzierbare Funktion 
mit stetiger Ableitung und „(x) eine in dem gleichem Intervall 
stetige Funktion, so kann man die zuvor benutzten Bezeichnungen 
dadurch abändern, daß man 


NG) und v fods 


setzt. Dann erhält man die Gleichung 


10) [fægædæ=ria) [az — | |f æ) fy) az) ax, 


oder 
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welche als die Formel für die teilweise oder partielle Inte- 
gration bezeichnet wird. 

Diese Formel führt die Berechnung des Integrales eines Pro- 
duktes /(x)p(x) darauf zurück, 

Erstens das Integral des zweiten Faktors (£x) zu finden und 
nachdem dies geschehen, 


? 


Zweitens das Integral desjenigen Produktes f’ (æ) f plx)jdæ zu 
ermitteln, welches die Ableitung f'(x) des ersten Faktors und das 
zuvor berechnete Integral J y(z)dx des zweiten Faktors zu Fak- 


toren hat. 


Aber da diese beiden neuen Aufgaben keineswegs immer 
leichter zu lösen sind wie die ursprüngliche, gewährt die Formel 
(1149) nur einen sehr beschränkten Nutzen. Immerhin lassen sich 
manche Aufgaben mit ihrer Hilfe lösen. Dies zeigen die folgenden 


Beispiele. — 1. — Das Integral des Produktes zcosz zu 
finden. 


Lösung: Die Gleichung (1149) liefert, wenn man 


Ta)=% und plx) = 008% 
setzt, 


[ze0s242—asine— sined« 
—=rsinz + 008%, 
womit das gesuchte Integral gefunden ist. 
ə. — Ähnlich wie eben findet man 
fesinzdx — — Z COSL + cosedxz 
= — 700820 + sing. 


3. — Auch die Integrale der Produkte 
©? cosx und æ? sing 
lassen sich durch teilweise Integration finden. Man erhält näm- 
] lich zunächst 


feroszar—arsinz—2 zsinzdx 
und sodann unter Benutzung des unter 2 erhaltenen Ergebnisses 


x? cosedz = zx? sing + 22 C0sx — 2sinz. 


v. Mangoldt, Einführung, II. 4 
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Ähnlich ergibt sich 
Sesinzde = — L? CoOsL + 2 [xcoszdz 
= — g?’ cosv + 2xsings + 2cosz. 


Wie man leicht einsieht, kann man auf dem betretenen Wege 
weiter fortschreitend alle Produkte von der Form 


x" COSL oder x” sing 


integrieren, wo n irgendeine ganze positive Zahl bedeutet. 

4. — An die Stelle des Argumentes x der trigonometrischen 
Funktionen sinx und cosx darf auch eine beliebige lineare Funktion 
von x treten, ohne daß die teilweise Integration ihre Anwendbar- 
keit verliert. Beispielsweise ergibt sich 


Sesin@2)de—— 200624 y fen@nde 


=— 4 2008(32)+4 sin (3x) 
und 


fè oosezds— > x” sin en x 
=4 g% "sin(22) +5 L zeos (2x) — yfeos@a)da 
= sin(22)+ 5 l 20822) — sin (22). 
5. — Genau ebenso wie die bisher behandelten Produkte können 
auch diejenigen Produkte integriert werden, die aus einer Potenz 


mit ganzem positivem Exponenten und einer Exponentialfunk- 
tion zusammengesetzt sind. Beispielsweise ist 


[rede ae fea =(æ— 1), 


EL ae —2 [zeide — (a — 227 +I)", 


` 


en Darm 
ey Ai 
D > 9 
BEE aee T 


1 -sr 
=—,92*"+62+2e er 
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Für das Gelingen der soeben unter 1—5 durchgeführten Be- 
rechnungen ist wesentlich, daß man die Potenz als ersten und die 
trigonometrische Funktion, beziehungsweise Exponentialfunktion 
als zweiten Faktor nimmt. Bei umgekehrter Stellung der Faktoren 
würde die teilweise Integration nicht auf einfachere, sondern auf 
verwickeltere Integrale führen. Nähme man z. B. bei dem unter 1 
behandelten Produkte die Funktion coss als ersten und die Ver- 
änderliche x als zweiten Faktor, so hätte man in der Gleichung 
(1149) 

fix) = cosg und ya)—=xr 


zu setzen und erhielte 
se x? ? A g 
J osz-edæ—=cose: Ia (— sine) 5 dx 
l 55 PREN NELE 
= 5220082 +5 | x®sinzdx. 


Damit wäre aber das verhältnismäßig einfache links stehende 
Integral, in welchem die trigonometrische Funktion cosæ nur mit 
der ersten Potenz von x multipliziert ist, auf das verwickeltere 


Integral Äh x?sinedx zurückgeführt, in welchem zu der trigono- 


metrischen Funktion sing das Quadrat von æ hinzutritt. 


Wenn ein mathematischer Ausdruck noch nicht die Form eines 
Produktes hat, so kann man ihn durch Hinzufügung des Faktors 1 
in ein Produkt verwandeln und dadurch für die Anwendung der 
teilweisen Integration vorbereiten. Ein Beispiel einer Aufgabe, 
bei der dieser einfache Kunstgriff zum Ziele führt, ist die Berech- 


nung des Integrales J lgxdx, wo unter © eine auf positive Werte 


beschränkte Veränderliche zu verstehen ist. Man erhält nämlich 
fiszaz= fige: t:dæ—lgs:s— |} ‚cd 
und hieraus schließlich 
( (1150) [1rar-xıg« —æx =x (lgx — 1). 


Zusatz. — Auch bestimmte Integrale lassen sich mit Hilfe 
«der Formel für die teilweise Integration umgestalten. Ist nämlich 
j fix) eine in einem abgeschlossenen Intervall (a - - - b) differenzier- 
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bare Funktion, deren Ableitung daselbst stetig ist, und g(x) eine 
in dem Intervall (a---b) stetige Funktion, so liefert die Gleichung 
(1149) bei Beschränkung der Veränderlichen = auf das Intervall 
(a---b) zunächst einen Ausdruck für das unbestimmte Integral des 
Produktes f{x)p(x). Nun ist aber das von a bis b erstreckte be- 
stimmte Integral dieses Produktes gleich der Differenz der speziellen 
Werte, welche das unbestimmte Integral für —=b und für 2a 
annimmt. Man erhält daher, indem man diese Differenz wirklich 
bildet, für das bestimmte Integral die Gleichung 


b b b > 
(1151) y: fæ)glæ)dæ—=| fix) giæ)dæ] = fi Ire) J glæde |da. 


Auf diese Formel sei deswegen besonders hingewiesen, damit 
nicht etwa die irrige Meinung entstehe, daß man zur Bildung des 


b 
bestimmten Integrales j; f(x) y(x)dx einfach nur an sämtliche auf 
a 


der rechten Seite der Gleichung (1149) vorkommenden Integrale 
die Grenzen a und b anzuschreiben hätte. 

436. Integration eines Quotienten. — Ebensowenig wie sich 
die Integration eines Produktes auf die seiner Faktoren zurück- 
führen läßt, ebensowenig ist es möglich, eine allgemeingültige 
Regel anzugeben, welche die Integration eines Bruches auf die 
seines Zählers und seines Nenners zurückführtee Man muß sich 
also auch hier damit begnügen, Regeln von beschränkter Anwend- 
barkeit anzugeben. 

Zunächst erhält man durch Umkehrung solcher Grundformeln 
der Differentialrechnung, bei denen das Endergebnis die Form eines 
Bruches hat, die schon in Nr. 433 angegebenen Gleichungen 


(1139) Jg: .de=Iglel, 
1144 ——dıe= t 
(1144) py Ar—arcigr, 
( — ; dx — arcsinz 
(1145) Fer 


und die beiden neuen Gleichungen 


(1152) $ I dæ=tgr, 
Cos 
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(1153) Nr -te= eig, 


bei denen man sich die Veränderliche x jedesmal auf ein Intervall 
eingeschränkt zu denken hat, welches keine Nullstelle des Nenners 
der unter dem Integralzeichen stehenden Funktion enthält. 

Ferner kann man durch Umkehrung der Formel für die 
Differentiation eines Quotienten die folgende allgemeine Regel 
gewinnen: 

Sind Z(x) und N(«) zwei in einem Intervall differenzierbare 
Funktionen, von denen die zweite daselbst nirgends gleich Null 
wird, so ist in diesem Intervall 


| Næ) Z' (x) — Zæ) N" (x) qy — Z) 
[N(Œ)]? N(æ) ` 


Aber da es nur ganz ausnahmsweise vorkommt, daß ein zu 


TZ'— ZN' 
integrierender Bruch gerade in der Form xi wi 2 


(1154) 


gegeben ist 


oder durch naheliegende Umgestaltungen auf diese Form gebracht 

werden kann, so hat die Formel (1154) nur geringe praktische 

Bedeutung. Wichtiger ist eine zweite allgemeine Regel, die sich 
_ folgendermaßen ergibt: Wenn f(x) eine in einem Intervall differenzier- 

bare und daselbst nicht verschwindende Funktion bedeutet, so ist 

alelfi@)] _ Fa) 
dx fa) $ 
also umgekehrt 
z (æ) ie 
(1155) J dæ=lg|/(æ)|. 


Das heißt in Worten: Das unbestimmte Integral eines Bruches 
kann für ein Intervall, in welchem der Nenner nicht verschwindet, 
jedesmal dann angegeben werden, wenn der Zähler gerade die Ab- 
leitung des Nenners ist, und ist dann gleich dem natürlichen 
Logarithmus des absoluten Wertes des Nenners. 

Beispielsweise folgt hieraus, da 


sins — sinz 


cosr cosx 


gesetzt werden kann, für jedes Intervall, welches kein ungerades 
Vielfaches von 5 enthält, 


(1156) ftsæaæx—=—isicosæl, 
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und ähnlich ergibt sich für jedes Intervall, welches kein ganz- 
zahliges Vielfaches von x enthält, 


(1157) [etsrar—1g|sinel. 


Als ein wichtiges Hilfsmittel zur Integration eines Bruches 
ist endlich die Zerspaltung des Nenners in Faktoren und 
nachfolgende Zerlegung des gegebenen Bruches in eine 
Summe einfacherer Brüche zu erwähnen. Handelt es sich z.B. 


um die Berechnung des Integrales 5 , 80 gelangt man folgender- 


maßen zum Ziel: Man setzt 
1—2’ = (1 +x) 0—72) 
und sucht nun zwei Konstante A, B so zu bestimmen, daß 


U RE RE: 
1-2 (+2) (>a) IFz "Ir 


wird. Dies ist in der Tat möglich. Die vorstehende Gleichung 
erhält nämlich durch Wegschaffung der Nenner die Form 
1=4 (1—2) + B +42) 
oder 
1= A + B-—(A— Bjz. 
Sie wird also erfüllt, sobald die Unbekannten A, B die beiden 


Gleichungen 
. A+B=1 
A—B=0 


befriedigen, und die Auflösung dieses Systems liefert für A und B 


die Werte 
A=} und B=}. 


So gelangt man zu der Gleichung 
1 2% ‚sd 


rare 1 Apr; var 


und erhält hieraus sofort 
2.) Sr rel +. 


1 


Ein zweites Beispiel ist das Integral JE dx. Auch 
T — 02 — í 
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dieses läßt sich in ähnlicher Weise berechnen: Man löst zunächst 
die quadratische Gleichung 
x —62—7=0 
auf, findet für deren Wurzeln die Werte 7 und (—1) und gelangt 
dadurch zu der Erkenntnis, daß der Nenner (æ? — 62 — 7) in das 
Produkt (x — 7) (x + 1) verwandelt werden kann. Nun macht man 
den Ansatz 
5z—3 _ 5e — 3 ERBE. B 
d—es—1 -NEFI zT zi 
erhält nach Wegschaffung der Nenner zur Bestimmung der un- 
bekannten Konstanten A, B die Gleichungen 


A -+ B=5 
A—1B=— 
und findet durch deren Auflösung 
A =4 5 B =Í. 


So ergibt sich 
Dr— 3 
Fe a e À 
und hieraus folgt 
5s — 3 s 
[Fra tete 1 +lglce+1. 


æ% — ôx 


Wie sich später herausstellen wird, kann man mit Hilfe des 
durch diese Beispiele erläuterten Kunstgriffes der Zerlegung in 
einfachere Brüche das unbestimmte Integral einer jeden gebroche- 
nen rationalen Funktion ermitteln. 


Beispiele und Übungsaufgaben. 


1) IR Het). 


PELLEN 222 
N sy lg(a + b'a’). 


r+ g 6x 2 HYE 
9 fs rd ece fa Ean er 


=> > Ig(32* +1)+ TE arctg (xV 3). 
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2c+3 \2 222+3j 
5 iS: 
5) dena Lok da— 32+ +7 ldz 


ey BT | 
=} 2 +42 +i lgs +3]. 


Der leitende Gedanke bei der Lösung dieser und der voran- 
gehenden Aufgabe besteht darin, daß man die zu integrierende 
unecht gebrochene rationale Funktion durch Ausführung der 
Division in die Summe einer ganzen und einer echt gebrochenen 
rationalen Funktion zerlegt und dadurch für die Integration vor- 
bereitet. Ähnlich hat man auch bei dem nachfolgenden Beispiel 
zu verfahren. 


9,3_n,? E 9 © 
6) ii ki TILES A E ny | dr 


3 +1 z&+1J 
Ser ige 
=5 r Ix+ lg gz? +1) + Ja arctg(x v3). 
7) ie a de 
=q tgx + 1glcosz|. 


8) I — d2—1g(e' +7), 


9) Era i s= Zap 
+. 


Anleitung: Beim Ansatz der Zerlegung des gegebenen Bruches 
in einfachere Brüche muß man dem quadratischen Faktor x? des 
Nenners zwei Brüche entsprechen lassen, nämlich einen Bruch 
mit dem Nenner x? und außerdem einen Bruch mit dem Nenner x. 


sing cosg 7 1 9) 
x=; lg(1 +s ; 
10) rs 2 EE g 
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437. Einführung einer neuen Veränderlichen. — Auch 
aus der Regel für die Differentiation einer mittelbaren Funktion 
läßt sich durch Umkehrung eine Formel der Integralrechnung ge- 
winnen, die in vielen Fällen gute Dienste leistet. Sind nämlich 
plx) und F(y) zwei Funktionen, von denen die erste in einem 
Intervall 3 und die zweite in einem Intervall Y differenzierbar ist, und 
ist zugleich jeder Wert, den g(x) in 3 anzunehmen vermag, in 
Y enthalten, so folgt aus der Gleichung 


El — Figg (r) 


durch Umkehrung die für das Intervall J geltende Gleichung 
SFrisens@de— Figa). 
Setzt man nunmehr 
For, aso F= fhd, 


so nimmt diese Gleichung folgende Form an: 


110) fF yde] fru ay] 
p y = g(x) 

Das Integral eines Produktes läßt sich also jedesmal dann 
ermitteln, wenn der eine Faktor eine mittelbare Funktion f|y(«)) 
und der andere Faktor die Ableitung (x) der inneren Funktion 
ist, vorausgesetzt, daß die äußere Funktion fly) ein unbestimmtes 
Integral hat und dieses letztere angegeben werden kann. 

Beispielsweise ist hiernach für beliebige Werte von x 


(1160) Fsinz’cosz aa —| fyray) =} sinz*, 


y= sin s 


fsinz’dæ— [sine -singaw 


= fa—oosa’)sinede—— | fu —y’)dy| 


y = cost 


(1161) 


= — Cosg + + cosg? , 


(1162) fe 200-3 f? 2zaz=3| feay) =e s 


y=r 
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(1163) i Ve Fatada=z| Hi Vuay] Ljep. 
y=za!+z? 
Ferner ist für —a<xz<a 


4) u. 1 —— 
(1164) [ve-#242-|- a Vvay| =F Va — z? 
y=a—ı" 


und für -1<z<1 
ada 1 — 2rdı 


ns ln 
1 


= 4 
[fa] =p] 
et y=1-e? 
=— V1- r. 


Die Formel (1159) umfaßt die in Nr. 433 unter 9 angegebene 
Regel als besonderen Fall. Denn bei den dortigen Voraussetzungen 
ist nach (1159) 


[fas +b)dx = ffar +b)jads — | fanas] 


yzac+b 


(1165) 


—1 Flax +b). 


Auch die Formel (1155) ist als spezieller Fall in der Formel 
(1159) enthalten. Denn nach (1159) ist für jedes Intervall, in 
welchem f(x) positiv und differenzierbar ist, 


Oaa 23 
TE dæ=]| f i dy| —1gfla) 
y =f) 
und für jedes Intervall, wo /(x) negativ und differenzierbar ist, 


ta OE P [fa EAN E. ER 
J fa) an= f iz=| f} dy lgl— fix)]. 


y=— fir) 


Für die durch die Gleichung (1159) ausgedrückte allgemeine 
Regel läßt sich noch eine zweite, oft noch bequemere Form an- 
geben. Falls nämlich die Funktion y = (x) in dem Intervall 3 bei 
wachsendem œ beständig zu- oder beständig abnimmt, so daß sie eine 
Umkehrung zuläßt, und æ= zly) die durch Umkehrung entstehende 


http://rcin.org.pl 


Nr. 437. Einführung einer neuen Veränderlichen, 59 


Funktion bedeutet, so kann man der Gleichung (1159), indem man 
dieselbe umgekehrt liest, zunächst die Gestalt 


Irwau-| ffiws] 


6 = z(y) 


geben, und wenn man nun noch erreichen will, daß die Integrations- 
veränderliche in dem links stehenden Integral, welches man jetzt 
als das ursprünglich gegebene ansieht, wieder durch & bezeichnet 
sei, so hat man nur nötig, den Buchstaben y durch den Buchstaben æ 
und zugleich den Buchstaben x durch irgendeinen anderen Buch- 
staben, etwa u, zu ersetzen. So erhält man die Gleichung 


[near [fewWigwWau| 
i 7 u=x(r) 
und gewinnt damit den folgenden wichtigen 


Lehrsatz: Wenn eine Funktion fix) in einem Intervall Y als 
Ableitung einer zweiten Funktion angesehen werden kann, so kann 


man das unbestimmte Integral J fiz)dx stets in mannigfach ver- 


schiedener Weise dadurch auf ein anderes unbestimmtes Integra 


zurückführen, daß man die Integrationsveränderliche durch eine 
passend gewählte Funktion einer neuen Veränderlichen ersetzt. 
Man braucht nämlich nur eine Funktion g(u)s o zu wählen, daß sie 
1. — in einem Intervall X differenzierbar ist, daß sie 
2. — in diesem Intervall bei wachsendem Argument beständig 
zu- oder beständig abnimmt und 
3. — das Intervall Y durchläuft, während u das Intervall 3 
durchläuft. 
Dann gilt für das Intervall Y die Gleichung 


(1166) Irwax- [rwwiswWau| , 
i u= zæ) 
wo (x) die aus der Funktion x= ø(u) durch Umkehrung ent- 
: stehende Funktion bedeutet. 
Besonders zu bemerken ist beim Gebrauch dieser Regel, daß 
i man nicht bloß in dem Ausdruck der Funktion f(Œx) die Veränder- 
liche x durch die Funktion g(w), sondern außerdem das Diffe- 
‚rential dx durch das Produkt y’(u)du zu ersetzen hat. 
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Beispielsweise kann man das Integral JE: da, wo x eine 


völlig freie Veränderliche bedeutet, dadurch nal daß man, 
unter u eine positive, aber sonst nicht weiter beschränkte Ver- 
; änderliche verstehend, 


z—1gu, also ud 
setzt. Man erhält dann 
e—1i u—11 
fia feriter] 
u= 07 


und kann nun das vorgelegte Integral wirklich berechnen. Denn 
durch Zerlegung in einfachere Brüche ia sich leicht 


u—1 1 
fia arm xt 
=?2lg(u + 1)— lgu, 
also 


e —1 x r vi 
(1167) FT +1) 


Ahnlich kann man das Integral F FRE zə mittels einer ge- 
© 
eigneten Umformung berechnen. Setzt man nämlich, unter ø einen 
zwischen I 5) und 5 enthaltenen Winkel verstehend, 


z=tgp, also py=arctgr, 
so wird 
Ve et o 
ap cosg 


Das vorgelegte Integral geht daher über in 
fos _49_— [cospdy=siny = — EP __, 
os g” Vi-+tgy 
und wenn man nun für tgy wieder x einsetzt, so erhält man 


, dx © 
rg Vir Vir” 


Wenn die Funktion fx) in einem abgeschlossenen Intervall 
(a---b) stetig ist, so läßt sich aus der Gleichung (1166) eine ent- 
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b 
$ f(x)dx ableiten, nämlich: 
a 


Hat man eine in einem abgeschlossenen Intervall («---ß) 
differenzierbare Funktion (u), deren Ableitung daselbst stetig ist,*) 
irgendwie so bestimmt, daß sie beständig zu- oder beständig ab- 
nehmend von dem Anfangswert a zu dem Endwert b übergeht, 
während u das Intervall («---8) in dem Sinne von a gegen 8 durch- 
läuft, so ist 


b >B 
(1169) j Ia)de— J figle (u)au. 


b 
Man muß also, um ein gegebenes bestimmtes Integral J fix)dx 
a 


durch Einführung einer neuen Integrationsveränderlichen umzu- 
formen, 2 

Erstens in der unter dem Integralzeichen stehenden Funktion 
die alte Integrationsveränderliche & durch die neue «u ausdrücken, 

Zweitens das Differential dæ durch das Produkt a2 .du er- 
setzen und 

Drittens die Integrationsgrenzen den Umständen entsprechend 
ändern. 

Zu genau dem gleichen Ergebnis führt, wie man leicht ein- 
sieht, auch die Formel (1159), wenn sie auf bestimmte Integrale 
angewandt wird. 

Endlich ist nachträglich leicht einzusehen, daß die Gleichung 
(1169) auch dann bestehen bleibt, wenn die Funktion (uw) eine 
endliche Anzahl von Malen vom Wachsen zum Abnehmen und 
umgekehrt übergeht, während u das Intervall (@---3) durchläuft, 
sobald sie nur dabei niemals aus dem Stetigkeitsbereich der Funk- 
tion f(x) heraustritt und alle übrigen Voraussetzungen erfüllt sind. 

Beispiel. Indem man 2—=sing setzt, erhält man 


1) Die Voraussetzung der Stetigkeit der Funktionen flx) und gu) läßt 
sich durch die weniger weitgehende Annahme ersetzen, daß die Funktion f(x) 
über das Intervall (a - - - b) und das Produkt f[øpl)] p (u) über das Intervall (æ - - - 2) 
integrierbar sei. Zum Beweise hat man nur nötig, auf die Erklärung eines 
bestimmten Integrales als Grenzwert einer Summe zurückzugehen und von 
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung Gebrauch zu machen. 
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1 2 
fv — g? de= fvi — sin p’ cosod o 
0 
QIT -/ uyapi Egna 


E E E 
0 


438, Gründe für die Schwierigkeit der Integralrechnung. 
— Obwohl in den vorangehenden Nummern die Ermittelung einer 
größeren Anzahl unbestimmter Integrale gelungen ist, hat das 
Gesamtergebnis doch etwas Unbefriedigendes. In der Differential- 
‘rechnung hatte sich ergeben, daß die Ableitung einer in ge- 
schlossener Form darstellbaren Funktion allemal wieder in ge- 
schlossener Form dargestellt werden kann. In der Integralrechnung 
hat sich dagegen ein entsprechendes Ergebnis durch die bisherigen 
Betrachtungen nicht gewinnen lassen. Man stößt vielmehr auf 
Schwierigkeiten, wenn man dieses Ziel auf ähnlichem Wege wie 
in der Differentialrechnung zu erreichen sucht. Allerdings gelingt 
es ziemlich leicht, die unbestimmten Integrale der Grundfunktionen 
x", €, a’, lgx, sing, cosx, tgx, etgx anzugeben. Diese Aufgabe 
wird ja durch die im vorangehenden nach und nach erhaltenen 
Gleichungen (1137)— (1143), (1150), (1156), (1157) gelöst. Und diesen 
Gleichungen lassen sich auch noch zwei weitere Gleichungen an- 
reihen, welche die Integrale der Hauptwerte der Funktionen 
arcsing und arctgx und damit natürlich auch die Integrale der 
Funktionen » 


arccosz—,, —aresinz und areegr— 3 — arctgx 
liefern. Man erhält nämlich durch teilweise Integration zunächst 


[aresinede— | aresinz-1dz 


—aresine-2— (— dx 
J Vi-r 
und dann mit Hilfe der Gleichung (1165) 
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(1171) Jaresinzd=—xaresine + vı =a, 
Und ähnlich findet sich zunächst 


[aretgede— aretgx-1dx 


= aretgx- 2 — aa 
und hieraus mit Hilfe der am Schluß der Nr. 436 bei den Bei- 
spielen unter 1) angegebenen Formel 


(1172) [aretgrar xaretgæ — i lg(1 + x°). 


Aber wenn man sich nunmehr der Integration solcher stetigen 
Funktionen zuwendet, die durch geschlossene Ausdrücke ver- 
wickelterer Art dargestellt werden, so sieht man sich bald ge- 
hemmt. Regeln, die den in der Differentialrechnung geltenden ent- 
sprechen, lassen sich nur noch für die Integration einer Summe, 
einer Differenz und eines Produktes einer veränderlichen Funktion 
mit einer Konstanten aufstellen, womit allerdings auch die Inte- 
gration aller ganzen rationalen Funktionen geleistet ist. Dagegen 
bieten sich bei der Betrachtung eines beliebigen Produktes, eines 
Quotienten und vollends einer mittelbaren Funktion nur vereinzelte 
Fälle dar, in denen die Integration ausführbar ist. Das Vorhanden- 
sein eines unbestimmten Integrales steht auch hier auf Grund des all- 
gemeinen Satzes fest, daß jede in einem Intervall stetige Funktion 
daselbst als Ableitung einer zweiten Funktion angesehen werden 
kann, aber schon bei einfachen Beispielen schlagen alle Versuche 
zur Ermittelung des unbestimmten Integrales fehl. Es fragt sich, 
ob dies nur darauf beruht, daß man den richtigen Weg zur Lösung 
bisher noch nicht gefunden hat, oder ob vielleicht eine innere, in 
der Natur der Sache begründete Unmöglichkeit vorliegt, so daß 
die Lösung auch in Zukunft niemals gelingen kann. 

Glücklicherweise ist diese Frage zurzeit keine schwebende 
mehr. Sie ist vielmehr endgültig in dem zuletzt erwähnten Sinne 
entschieden. Die neuere Entwickelung der Algebra und der 
Funktionentheorie hat nämlich die Mittel geliefert, für zahlreiche 
Klassen stetiger in geschlossener Form darstellbarer Funktionen 
in aller Strenge nachzuweisen, daß die Darstellung des unbestimm- 
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ten Integrales in geschlossener Form unmöglich ist, also niemals 
gelingen kann, wie weit auch die Wissenschaft fortschreiten mag.) 
Beispielsweise gehören bereits diejenigen Funktionen hierher, die 
durch die verhältnismäßig einfachen Ausdrücke 


1 

Vita 
dargestellt werden. Man muß deswegen die Grundaufgabe der 
Lehre von den unbestimmten Integralen anders fassen als die 
Grundaufgabe der Differentialrechnung. In der Differentialrechnung 
hatte es einen Sinn, die Entwickelung von Regeln zu verlangen, 
nach denen die Ableitung einer jeden in geschlossener Form dar- 
gestellten stetigen Funktion berechnet, d. h. wieder durch einen 
geschlossenen analytischen Ausdruck dargestellt werden kann. In 
der Integralrechnung muß man dagegen mit weniger zufrieden 


e” 
und — 
Pr 


1) Es ist das Verdienst von J. Liouville, auf diesem Gebiete Klarheit 
geschaffen zu haben. Die Ergebnisse seiner ausgedehnten hierzu angestellten 
Untersuchungen sind in folgenden Abhandlungen niedergelegt: 

1. — Sur la détermination des Integrales dont la valeur est algébrique, 
Journal de l’&cole royale polytechnique, Tome 14, Cahier 22, Paris 1833, 
Premier mémoire, Seite 124—148, Second mémoire, Seite 149—193. Beide 
Abhandlungen sind wieder abgedruckt in den Mémoires présentés par divers 
savants à académie royale des sciences de l’institut de France, Sciences 
mathématiques et physiques (Sér. 2), Tome 5, Paris 1838, Seite 76—102 und 
Seite 103—151. Ein von Lacroix, Navier und Poisson erstatteter Bericht 
über diese beiden Abhandlungen, der besonders klar erkennen läßt, welche 
große Bedeutung ihnen zur Zeit ihrer Veröffentlichung zukam, nebst einigen 
Zusätzen von Liouville, steht im Journal für die reine und angewandte 
Mathematik, herausgegeben von A. L. Crelle, Bd. 10, Berlin 1833, Seite 342 
bis 359. 

2. — Mémoire sur les Transcendantes Elliptiques de premiere et de 
seconde espèce, considérées comme fonctions de leur amplitude, Journal de 
école royale polytechnique, Tome 14, Cahier 23, Paris 1834, Seite 37—83. 

3. — Mémoire sur l'intégration d'une classe de fonctions transcendantes, 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von A, L. 
Crelle, Bd. 13, Berlin 1835, Seite 93—118. 

4. — Mémoire sur la classification des transcendantes et sur l’impossi- 
bilité d’exprimer les racines de certaines équations en fonction finie explicite 
des coefficients, Journal de mathématiques pures et appliquées, publié par 
J. Liouville, (Sér. 1), Tome 2, Paris 1837, Seite 56—104; Fortsetzung eben- 
daselbst, Tome 3, Paris 1838, Seite 523—546. 

Der Beweis der im Text ausgesprochenen Behauptungen findet sich in 
den unter 2 und 3 erwähnten Abhandlungen. 
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sein. Das Äußerste, was man vernünftigerweise fordern kann, ist 
die Angabe sicherer Kennzeichen zur Entscheidung der Frage, ob 
das unbestimmte Integral einer gegebenen Funktion in geschlossener 
Form darstellbar ist oder nicht. Aber da sich auch hierbei keine 
Vollständigkeit erreichen läßt, so muß man sich schließlich damit 
begnügen, die wichtigsten Arten von Funktionen auf- 
zuzählen, deren Integrale in geschlossener Form dar- 
stellbar sind, und für diese besonderen Arten Integrationsregeln 
anzugeben. Eine weitere Grundaufgabe besteht dann darin, zur 
zahlenmäßigen Berechnung bestimmter Integrale außer der Be- 
nutzung des unbestimmten Integrales noch andere Verfahrungs- 
weisen anzugeben, mittels deren man diese Berechnung in solchen 
Fällen, wo das unbestimmte Integral sich nicht in geschlossener 
Form darstellen läßt, wenigstens näherungsweise ausführen 
kann. 

Neuerdings sind außer den Logarithmen und den trigono- 
metrischen Funktionen auch manche Funktionen, die sich nicht 
in geschlossener Form darstellen lassen (elliptische Funktionen, 
Gaußsches Fehlerintegral, (sammafunktion, Besselsche Funktionen, 
Integrallogarithmus und andere mehr) wegen ihrer praktischen 
Wichtigkeit in Tafeln gebracht worden.!) Man kann daher ein 
unbestimmtes Integral auch dann als bekannt ansehen, wenn es 
gelungen ist, dasselbe auf eine dieser Funktionen zurückzuführen. 
Die vorhin erwähnte Aufgabe der Aufzählung wäre also noch 
mancher Erweiterung fähig. Hier kann sie jedoch nur in ihrer 
ursprünglichen engsten Fassung behandelt werden. 


Übersicht über die wichtigsten Arten von Funktionen, deren 
Integrale in geschlossener Form darstellbar sind. 


439. Begriff eines unbestimmten Integrales einer Funktion 
komplexen Argumentes. — Der Überblick über die zur Berech- 
nung unbestimmter Integrale anwendbaren Regeln wird wesentlich 
erleichtert, wenn man sich bei der Erklärung des Begriffes eines 
unbestimmten Integrales nicht, wie es im vorangehenden geschehen 
ist, auf die Betrachtung reellwertiger Funktionen reellen Argu- 


1) Solche Tafeln nebst eingehenden Literaturnachweisungen finden sich in 
E, Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, 
Leipzig und Berlin 1909. 
v. Mangoldt, Einführung, Ill. 5 
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mentes beschränkt, sondern den Integralbegriff auch auf komplexe 
Funktionen komplexen Argumentes ausdehnt. Dies geschieht durch 
die folgende 

Erklärung. Ist z eine komplexe Veränderliche, deren Wert- 
bereich aus einem Kontinuum besteht, und ist f(z) eine Funktion, 
die als Ableitung einer zweiten Funktion angesehen werden kann, 
so nennt man jede Funktion von z, deren Ableitung mit f(z) über- 
einstimmt, ein unbestimmtes Integral der Funktion f(2). 

Auch bei den gegenwärtigen Annahmen versteht man unter 


dem Zeichen J fiz)dz stets ein unbestimmtes Integral der Funk- 
tion f2). Auch jetzt ist also eine Gleichung von der Form 
[raae= re) 
jedesmal gleichbedeutend mit der Gleichung 
F'(e)= flg). 


Beispielsweise ist hiernach, wenn z eine völlig freie komplexe 
Veränderliche bedeutet, 
J z*dz = + 2* 


fe dz = č 


J sinzdz = — 0082 


feoszaz — sinz 


zedz—= č (z— 1) 
usw. 

Die Frage, wann eine Funktion komplexen Argumentes als 
Ableitung einer zweiten derartigen Funktion angesehen werden 
kann, wird in Nr. 480 beantwortet werden. 

Zwei verschiedene unbestimmte Integrale ein und derselben 
Funktion komplexen Argumentes können sich immer nur um eine 
Konstante unterscheiden. 

Ähnlich wie für Funktionen reellen Argumentes (vgl. Nr. 250 
und 430) gilt nämlich der folgende 

Hilfssatz: Ist eine Funktion f(z) eines komplexen Argu- 


’ 
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mentes z in einem Kontinuum Y differenzierbar und ist ihre Ab- 
leitung daselbst überall gleich Null, so ist die Funktion in B 
konstant. 

Beweis: Es sei 2, eine in ® liegende feste Stelle. Ferner 
seien 

z=r+iy; 2, =%, + iMh; 
fe) = u(x, y) + eve, y) 

diejenigen Gleichungen, welche sich durch Zerlegung der kom- 
plexen Zahlen z, z,, fi2) in ihre reellen und ihre imaginären Teile 
ergeben. Dann ist, wenn man sich um z, einen beliebigen Kreis 
beschrieben denkt, dessen Inneres ganz in ® liegt, für jede Stelle 
(x +A, Ya + %), die dem Innern dieses Kreises angehört, 


ua, th, Yy +k) = Ulta). 


Zunächst ist nämlich nach der in Nr. 329 angegebenen Aus- 
dehnung des Mittelwertsatzes 


u, H h, y + K) = UEY) 
+hu lat Oh, yyt Ok) + kufa th, yt ek), 


wo % eine zwischen 0 und 1 enthaltene Zahl bedeutet. Hier fallen 
aber der zweite und der dritte Summand der rechten Seite von 
selbst weg. Denn da die Stelle [x, + 9A +(y,+#k)i] in Y liegt, 
sind zugleich mit der Ableitung fie, +#h+(y,+9h)il auch die 
partiellen Ableitungen u, (æ, + #h, y+ 9k), u, (£o + Oh, Yy + Fk) 
beide gleich Null. 

Ganz ebenso findet sich, daß auch 


UEA sj- h, Yo S k) =UR,, Ya) 


sein muß. Also ist die Funktion /(z2) im Innern des betrachteten 
Kreises konstant, und dasselbe gilt natürlich auch von jedem anderen 
Kreise, dessen Fläche ganz zu ® gehört. Nun ist es aber, wenn 
irgend zwei verschiedene Stellen 2,2, von ® gegeben sind, immer 
möglich, eine endliche Anzahl von Kreisen nacheinander so zu 
bestimmen, daß 

1. — das Innere jedes Kreises ganz zu Y gehört, 


2. — jeder nachfolgende Kreis mit dem nächstvorangehenden 
einen Flächenteil gemeinsam hat, 


5* 
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3. — der Punkt 2, im Innern des ersten und der Punkt 2 im 


Innern des letzten Kreises liegt.!) 

Folglich hat die Funktion /(2) an der Stelle z, den gleichen 
Wert wie an der Stelle z,, ist also in dem ganzen Kontinuum 
konstant. 

Nachdem so der Hilfssatz bewiesen ist, kann man sich von 
der Richtigkeit der unmittelbar vorher ausgesprochenen Behaup- 
tung ganz ebenso überzeugen wie bei Funktionen reellen Argu- 
mentes. 

440, Ausdehnung der Grundformeln der Integralrechnung. 
— Durch einen Rückblick auf die in den Nummern 433—437 ent- 
wickelten Regeln zur Berechnung unbestimmter Integrale über- 
zeugt man sich leicht, daß alle diese Regeln nebst ihren Beweisen 
bei ganz geringen Änderungen des Wortlautes auch dann aufrecht 
erhalten werden können, wenn die reelle Veränderliche & durch 
eine komplexe Veränderliche z ersetzt wird und die vorkommen- 
den unbestimmten Konstanten nicht bloß reelle, sondern auch 


1) Die Richtigkeit dieser Behauptung ist selbstverständlich, falls Y die 
ganze unendliche Ebene umfaßt, und läßt sich anderenfalls folgendermaßen 
in aller Strenge baweisen: Man denke sich die Punkte z,,2, durch einen 
ganz in B verlaufenden Weg | verbunden, was wegen des Zusammenhangs von 
B immer möglich ist, und denke sich diesen Weg durch zwei Gleichungen 

x= g(t); y = x(t) 
dargestellt, wo (f), y(t) durchweg stetige Funktionen des von einem endlichen 
Minimalwert a bis zu einem endlichen Maximalwert b frei veränderlichen 
Parameters £ bedeuten, Ferner denke man sich, was ebenfalls immer zulässig 
ist, eine positive Konstante ọ so bestimmt, daß das Innere eines jeden Kreises, 
der den Radius ọ hat und dessen Mittelpunkt auf [ liegt, ganz zu B gehört. 
Dann kann man, da die Funktionen g(t), y(t) für a<t<b gleichmäßig stetig 
sind, eine positive Konstante 7 so bestimmen, daß für je zwei dem Intervall 
(a-b) angehörende Zahlen ż,ť', die der Bedingung |t — t| < y genügen, immer 
sowohl 
lA — ot <p, als auch |z) — x(O < e 

ist, und kann hierauf eine feste, oberhalb 1 liegende ganze Zahl n so groß 
annehmen, daß ch ist. Teilt man sodann das Intervall (@---d) in 


n gleiche Teile und bestimmt man auf [ die den Teilpunkten entsprechenden 
Punkte P}, Past Pa—1; 80 bilden diejenigen Kreise vom Radius 9, die den 
Punkt z) und die Punkte P,,P,,--:P,_,, 2, als Mittelpunkte haben, in der 
Tat eine Kette von Kreisen von der verlangten Beschaffenheit. 
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imaginäre Werte haben dürfen. Es ist dies einfach eine Folge 
des Erhaltenbleibens der Regeln der Differentialrechnung. Natür- 
lich muß man sich die Veränderliche z überall da, wo Logarithmen, 
Potenzen mit nicht ganzzahligen Exponenten oder zyklometrische 
Funktionen in Frage kommen, auf ein passend gewähltes Konti- 
nuum eingeschränkt und die zur eindeutigen Erklärung jener 
Ausdrücke nötigen Nebenbedingungen so gewählt denken, daß alle 
diese Ausdrücke differenzierbare Funktionen von z darstellen. Da 
es zu weitläufig wäre, hierauf immer wieder und wieder auf- 
merksam zu machen, werden diese Annahmen im nachfolgenden 
mehrfach stillschweigend gemacht werden. 

441. Integration der rationalen Funktionen. — Das unbe- 
stimmte Integral einer ganzen rationalen Funktion g(z) kann 
immer ohne weiteres angegeben werden. Hat man nämlich die 
ganze rationale Funktion g(z) nach fallenden Potenzen von = ge- 
ordnet und dadurch die Gleichung 


DR TES “Are Pe > zur =R 
ge) = +42 tr a2 Hetal, 


erhalten, wo n eine ganze nicht negative Zahl und a,, 4j; Qz, 4, 
Konstante bedeuten, so ergibt sich sofort 


P $ Ay n M _n 2 m= > 
[aa t,2 al En en !L..+a,2. 

Handelt es sich zweitens um die Integration einer gebroche- 
nen rationalen Funktion, so hat man vor allen Dingen darauf zu 
achten, ob man es mit einer echt — oder einer unecht gebroche- 
nen Funktion (Nr. 159) zu tun hat. Von diesen beiden Fällen 
kann aber der zweite auf den ersten zurückgeführt werden, denn 

‚Jede unecht gebrochene rationale Funktion einer Veränder- 
lichen läßt sich in die Summe einer ganzen rationalen Funktion 
und einer echt gebrochenen rationalen Funktion zerlegen. 


Zur wirklichen Ausführung dieser Zerlegung hat man nämlich 
nur nötig, die gegebene unecht gebrochene rationale Funktion als 
9%) ; f < R 
EREN zweier ganzen rationalen Funktionen g(2), 
4s(2) darzustellen, diese nach fallenden Potenzen von z zu ordnen, 
und sodann den Zähler g,(z) nach dem gewöhnlichen Divisions- 
verfahren durch den Nenner g,(z) zu dividieren, bis man zu einem 
Reste gelangt, der von niedrigerem Grade ist als der Divisor. 


einen Quotienten 
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Ist dann g(z) der Quotient und r(z) der Rest, der sich bei dieser 
Division ergibt, so ist 


g E) =4e)9,E 2) E r(2) ? 
also 
+ 
Hiermit ist die gewünschte Zerlegung gefunden und zugleich die 
Integration der gegebenen unecht gebrochenen auf die Integration 
einer echt gebrochenen rationalen Funktion zurückgeführt. 

Was nun endlich diese letztere Aufgabe anbelangt, so gibt 
es manche Fälle, in denen sie sich ohne weiteres lösen läßt. Ins- 
besondere gehört hierher der Fall, daß die gegebene rationale 
Funktion die Form 


VA G 


A 
(z — a)“ 
hat, wo a und A beliebige reelle oder imaginäre Konstante be- 
deuten und « eine ganze positive Zahl bezeichnet. Denn für 
«>1 gilt die Gleichung 


(1173) fz a di= afe E a 4 1 


aie at 


und für e—1 ist 


1174) Si, Aue), 


wobei man sich die Abweichung der Differenz (z — a) durch ge- 
eignete Nebenbedingungen eindeutig bestimmt denken muß, und 
zwar so, daß sie eine stetige Funktion von 2 ist. 

Eine rationale Funktion einer Veränderlichen z heißt ein 
einfacher Bruch oder auch ein Partialbruch, wenn sie sich durch 


einen Ausdruck von der eben angegebenen Form FR ar darstellen 
läßt. Die Konstante A heißt dabei kurz der Zühler des einfachen 
Bruches. 

Der so erklärte Begriff eines einfachen Bruches ist deswegen 
wichtig, weil durch die Erledigung der Integration der einfachen 
Brüche auch ein Weg zur Integration aller anderen echt ge- 
brochenen rationalen Funktionen gebahnt wird. Es gilt nämlich 
der folgende 
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Lehrsatz: Jede echt gebrochene rationale Funktion einer 
Veränderlichen kann, wofern sie nicht selbst schon ein einfacher 
Bruch ist, in eine Summe von endlich vielen einfachen Brüchen 
aufgelöst werden. 

Beweis: Jede echt gebrochene rationale Funktion einer Ver- 
Ziz 
A 
tionalen Funktionen Z(z), N(z) darstellen, von denen die zweite 
höheren Grad hat als die erste. Dabei darf auch vorausgesetzt 
werden, daß die Funktionen Z(z) und N(z) keinen gemeinschaft- 
lichen Teiler, also auch keine gemeinschaftliche Nullstelle haben, 
da ein etwaiger gemeinschaftlicher Teiler stets nach dem bekannten 
Divisionsverfahren ermittelt und dann entfernt werden könnte. 

Bei dieser Darstellung sei nun a eine Wurzel der Gleichung 


N(e)—=0 


änderlichen z läßt sich als ein Quotient zweier ganzen ra- 


und « ihre Ordnungszahl. Dann ist 
Ne)—=(z — a)" g(2), 


wo g(z) eine für 2—a nicht verschwindende ganze rationale Funk- 
tion bedeutet. Ferner ist, wenn unter A, eine zunächst beliebige 
Konstante verstanden wird, 


Ze) Aut Te „2 AR) u: n. 4A  __Ze)— Auge) 


Ne =a" -age a (e-a)gk) ` 


Hier kann man nun aber den zuletzt erhaltenen Ausdruck 
durch passende Verfügung über die Konstante A, vereinfachen. 
Bestimmt man nämlich die Konstante A, so, daß 


Z(a) — A, gla)— 0 
wird, d. h., setzt man von jetzt an 
(1175) A,= 


so wird die ganze Funktion [Z(z2)— A,g(z)) durch die Differenz 
(z—.a) teilbar, und wenn Z,(z) den durch Ausführung der Divi- 
sion entstehenden Quotienten bedeutet, so ist 


Z(z) A Z (2) 


oder 
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zo __ 4 46) 


(1176 va 
EER Ne) (ea e—a" lglg)" 


Ist nun hier der zweite Teil der rechten Seite dauernd gleich 
Null, so ist die gegebene rationale Funktion selbst schon ein ein- 
facher Bruch. Anderenfalls ist in der Gleichung (1176) der zweite 
Teil der rechten Seite wenigstens insofern einfacher wie die linke 
Seite, als er einen Nenner von niedrigerem Grade hat. Zugleich 
ist dieser zweite Teil natürlich wieder echt gebrochen. 

Nunmehr kann man, wenn @a>1 und Z,(@) nicht durch 
(z—a)“”' teilbar ist, von dem Bruch — HO 

(z—a)j*— 1g(2) 
einfachen Bruch abtrennen, dessen Nenner eine Potenz von (2—4) 
ist, und zwar so, daß es entweder der Hinzufügung eines weiteren 
Summanden überhaupt nicht mehr bedarf, oder daß der hinzuzu- 
fügende Summand abermals einen Nenner von niedrigerem Grade 
hat. So kann man weiter fortfahren. Dabei gelangt man, falls 
die Gleichung N(z)=0 nur die eine Wurzel a hat, also g(z) eine 
Konstante ist, spätestens nach « Schritten zu einer Zerlegung des 


wieder einen 


Bruches ve in eine Summe 
As 
—a) 


a be Erg ae 


@—a) 
von einfachen Brüchen. Hat dagegen die Gleichung N(z2)—=0 außer 
der Wurzel a noch eine oder mehrere andere Wurzeln b, c.. so 
gelangt man, ebenfalls spätestens nach « Schritten, zu einem nicht 
dauernd verschwindenden Bruch, dessen Nenner den Faktor (2 — a) 
nicht mehr enthält, und kann dann von diesem zunächst einen 
oder mehrere einfache Brüche abtrennen, deren Nenner Potenzen 
von (2z —b) sind, dann einfache Brüche, die Potenzen von (z— c) 
zu Nennern haben, und so fort. Aber da die Gleichung N(z)= 0 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Wurzeln hat, so erreicht 
man notwendig nach einer endlichen Anzahl von Schritten einen 
Abschluß und erhält, wenn 


\@—1 


a, E AT 
die voneinander verschiedenen Wurzeln der Gleichung N(z)=0 und 
&, ß, Kt 


ihre Ordnungszahlen bedeuten, als Endergebnis eine Gleichung 
von der Form 
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Hi 

no p L ++ = 

are are ar. 

1177) = ar tz E 
r E VAO HER 

x nr E ne; a 


wo A,, Apt- Aa Bte L, Konstante bedeuten. Hiermit ist 


der Beweis des oben ausgesprochenen Lehrsatzes vollständig er- 
bracht. 

Wenn die Gleichung N(z)—0 mehrere verschiedene Wurzeln 
a, b, c, +-+- l hat, so sind verschiedene Anordnungen dieser Wurzeln 
Z (z) 
N (2) 
beschriebenen Weise nach und nach in eine Summe einfacher 
Brüche auflösen will, in verschiedener Weise zu Werke gehen, 
indem man z. B. das eine Mal mit der Abtrennung derjenigen 
einfachen Brüche beginnt, die der Wurzel a entsprechen, das andere 
Mal dagegen zuerst diejenigen Brüche abtrennt, die zu der Wurzel 
b gehören. Aber die Art, wie man die Zerlegung ausführt, hat 
auf das durch die Gleichung (1177) dargestellte Endergebnis keinen 
wesentlichen Einfluß. Es gilt vielmehr der Satz: 

Die Zerlegung einer echt gebrochenen rationalen Funktion in 
cine Summe von einfachen Brüchen ist, wenn man von Änderungen 
in der Reihenfolge dieser letzteren absieht, immer nur auf eine 
Weise möglich. 

Gäbe es nämlich außer der ie uns Gleichung (1177) dar- 


möglich. Man kann daher, wenn man den Bruch in der eben 


gestellten Zerlegung der Funktion noch eine zweite solche 
Zerlegung 

l(a) Ai 4, SER 
OB er t er ti haza 
B; B, ß 
a ET, 
a ie ae EN e 
Ei L 
| TEF AE ai ae =. 


wo auch A), Ay, L RR, bedeuten, so müßten die rechten 
Seiten der Gleichungen (1177) und (1178), also auch ihre Produkte 


http://rcin.org.pl 


74 Wichtigste in geschlossener Form integrierbare Funktionen. Nr. 41. 


mit (z — a)“, für jeden von a,b,---/ verschiedenen Wert von z mit- 
einander übereinstimmen. Es wäre also für jeden solchen Wert von z 


ra a E +A, E 
+(z—a) p” pr“ saf es ET at Sofea 2—1) 
EU RER +4, a)! 


eV. B’ L' È 
+(z—a) s iNi a ge KAN nt 1l- 
Läßt man nun z gegen a konvergieren, so erhält man A; = A}, 
kann, nachdem dies festgestellt, in den beiden miteinander zu ver- 


S 


A 
gleichenden Summen die Glieder 7E a , gegeneinandeı 


ae und — E 
heben, sodann ebenso zeigen, daß auch A,- =Á; sein muß, und so fort 
Diese Eindeutigkeit der Zerlegung einer echt gebrochenen 
rationalen Funktion in einfache Brüche hat die praktisch wichtige 
Folge, daß man sich bei der Bestimmung der Zähler dieser Brüche 
nicht an dasjenige Verfahren zu binden braucht, welches beim Be- 
weise der Zerlegbarkeit angegeben wurde, sondern statt dessen 
auch jedes beliebige anđere zum Ziele führende Verfahren an- 
wenden darf. Man kann beispielsweise für die Veränderliche < 
nacheinander so viele verschiedene spezielle Werte einsetzen, als 
Zähler zu bestimmen sind, und diese letzteren aus dem so sic} 
ergebenden System linearer Gleichungen berechnen. Oder ma 
kann in der die Zerlegung darstellenden Gleichung von der Forn 
(1177) sämtliche Nenner durch Multiplikation wegschaffen und danı 
die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von z auf beiden Seiter 
vergleichen, was wieder zu einem System linearer Gleichunger 
führt, aus dem sich die unbekannten Zähler bestimmen lassen. 
Beispiele. — 1. — Zur Zerlegung des Bruches 


32—97 +47 —34z+1 
(z — 27 (2+8 
in einfache Brüche hat man folgenden Ansatz zu machen 


3—9 +4 —34z+1 A A, A, 
2 + age PRET 
z— 2 e+ 3)’ e= 'e—2) 
B, B, 
FEF p tars 
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Setzt man nun für die Veränderliche z nacheinander die 
speziellen Werte 
—2, —1, 0, 1, 3 
ein, so erhält man zur Bestimmung der fünf unbekannten Zähler 
A, Ay, Ag, B,, Ba die Gleichungen 


205 1 1 1 i 
gg ad t4 ht B,+ B, 
17 1 1 1 1 
— 5 = gl tyl gA HB hB 
1 1 1 1 l 1 
-5=--z4+74-54s+7B: +52 
35 


a FE” A + Aji A, +B: +} B 
-$ Aik 4+ A+B +B. 


Entfernt man dagegen aus der zunächst angesetzten Gleichung 
sämtliche Nenner durch Multiplikation mit dem Faktor (z—2)° (2-+3)” 
und vergleicht man sodann die Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von z auf beiden Seiten, so erhält man die etwas leichter zu be- 
!handelnden Gleichungen 
3= As; + 2 2 
— 9ļ9= A, + 24,+ B,— 3B, 
4= A + 44, —114,— 6B,— 6B, 
—34—=64,— 34, —124,+12B,+28B, 
1=94A; — 184, + 364; —. 8B, — 24 B}. 
Beide Gleichungssysteme liefern für die Unbekannten überein- 
:stimmend die folgenden Werte: 


A=—-3; 4,=0; 4,=1; B=-—5; B=-2 

Man erhält daher schließlich 
32—97 +4 — Merl _ ER OO 
((1179) (— 2 (2+8 -2 ? 


5 2 


1 
3 


(+3? 2+3° 


2. — Um den Bruch PR in einfache Brüche zu zerlegen, 


lhat man zunächst 
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SEA LN E SENTEN 
EFI eto dpi 
A, 
Te ger 


zu setzen. Schafft man die Nenner weg, so erhält man 
1= A, —2iz—1) + Ale — iz” +2) 
+ Bile +2iz—1)+ B, (2° +42 +2+ i), 


und wenn man nun die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von < 
auf beiden Seiten vergleicht, so bekommt man die Gleichungen 


0= As, Ar B, 
N A,—iA,+ BıtiB, 
0=—2i4,+ 4, +2%B,+ B, 
1=— 4,—i4— B,+iB;. 
Die Auflösung derselben ergibt 
1 x A ii 
4,=-;; u=7i BiA, B=— Ti. 


Man erhält daher schließlich 


1 1 rd 1 1 


1 rN a. IS 
(1180) er teti tatti Ach SE 


=, 
pė 


Mit dem Nachweis der Zerlegbarkeit jeder echt gebrochenen 
rationalen Funktion einer Veränderlichen in einfache Brüche ist 
das letzte Hindernis beseitigt, welches der Integration der ratio- 
nalen Funktionen noch entgegenstand. Es ergibt sich also 
schließlich: 

Das unbestimmte Integral einer rationalen Funktion einer 
Veränderliehen kann stets in geschlossener Form dargestellt werden. 


Beispielsweise folgt aus der Gleichung (1179) 


I 9 +4 — 334z +1 


AN | egy 


Te Ta da ai 2lg( + 3) 


und aus der Gleichung (1180) 
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dz 1” +1 5 2 -+i 
Sot 1) set Test Arge 
N L | 
(1182 EFT z arcctgz (vgl. Nr. 399). 
1 z 1 
| =ar 9 3, ee 


Natürlich könnte die Konstante 7; welche in dem zuletzt 


erhaltenen Ausdruck vorkommt, auch mit der Integrationskonstan- 
ten vereinigt und daher weggelassen werden. 

Kunstgriffe zur möglichst schnellen Integration rationaler 
Funktionen werden in Nr. 444 bis 449 besprochen werden. 

42. Integration irrationaler algebraischer Funktionen. 
— Schon unter den irrationalen algebraischen Funktionen einer 
Veränderlichen finden sich neben solchen Funktionen, deren Inte- 
grale in geschlossener Form darstellbar sind, auch solche, bei 
denen dies nicht zutrifft. Die praktisch wichtigsten Arten von 
Ausdrücken, welche eine Veränderliche z enthalten und Funktionen 
von der ersteren Beschaffenheit darstellen, sind folgende: 

I. — Alle Ausdrücke, diesaus z und einer beliebig hohen 
Wurzel aus einer ganzen rationalen Funktion ersten Grades 
von z rational zusammengesetzt sind, d. h. die Form 


n 
Ri(z:VYaz+b) 

haben, wo das Funktionszeichen R eine rationale Funktion seiner 
beiden Argumente bezeichnet und n eine beliebige ganze positive 
Zahl und a und b Konstante bedeuten. 

II. — Alle Ausdrücke, die aus z und einer beliebig hohen 
Wurzel aus einem Quotienten zweier ganzen rationalen Funktionen 
ersten Grades von z rational zusammengesetzt sind, d. h. die Form 


R (z; ve» 
cz+ 
haben, wo R, n, a, b die gleiche Bedeutung haben wie zuvor und 


auch c und g Konstante bezeichnen. 


III. — Alle Ausdrücke. die aus z und einer Quadrat wurzel 
aus einer ganzen rationalen Funktion zweiten Grades von 2 rational 
zusammengesetzt sind, d. h. die Form 


l; Vaz ? H bz+e) 
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haben, wo das Funktionszeichen Æ wieder eine rationale Funktion 
seiner beiden Argumente bezeichnet und a, b, e Konstante bedeuten. 


IV. — Alle Ausdrücke, die aus z und zwei Quadratwurzeln 
aus ganzen rationalen Funktionen ersten Grades von z rational 
zusammengesetzt sind, d. h. die Form 


R(z;Vaz+b;Vez-+9g) 


haben, wo das Funktionszeichen Æ eine rationale Funktion seiner 
Argumente bezeichnet und a, b, c, g Konstante bedeuten. 


Zur wirklichen Berechnung des unbestimmten Integrales kann 
man bei den vier eben unterschiedenen Arten von Ausdrücken auf 
folgenden Wegen gelangen: 


Fall I. — Man führe an Stelle von z eine neue Veränder- 
liche w ein, indem man 


(1183) are ne PEN 
setzt. Dann wird 


~ — 4 ‚n 
az +b=u", 
also 
u" —b n n—1 


ae und dg =Z 
a 


dw, 
a 


folglich 
(1184) re; Var+ Has" [R(t 1 dw. 


Nun kommt aber rechts kein Wurzelzeichen mehr vor. Die 
unter dem Integralzeichen stehende Funktion von w ist vielmehr 
rational; denn der sie darstellende Ausdruck ist aus rationalen 
Funktionen durch eine endliche Anzahl von Anwendungen der 
vier elementaren Grundoperationen aufgebaut. Nach Nr. 441 kann 
man daher das unbestimmte Integral dieser Funktion durch einen 
geschlossenen analytischen Ausdruck darstellen, und wenn man in 


n £ 
diesen für w die Wurzel Vaz -+b einsetzt, so erhält man wieder 
einen geschlossenen analytischen Ausdruck. 


Fall II. — Man darf annehmen, daß der Quotient eu 
keine Konstante sei, und kann daher an Stelle von z eine neue 
Veränderliche w einführen, indem man 


http://rcin.org.pl 


Nr. 442. Integration irrationaler algebraischer Funktionen, 79 


(1185) yz =w 


setzt. Dann wird 


astha .n 
e2+9 í 
folglich 
N gu" —b E 
z= und dz=n(ag—bo)—; —dw, 
ew —ıa = a) 
also 


r(e dz 
(1186) J WIRTR 


—n(ag— de) [ni =? aP ehad A 


(ew* — a)? 


womit wieder die Integration der gegebenen Funktion auf die 
einer rationalen Funktion zurückgeführt ist. 

Fall III. — Sollte b? —4ac=0 sein, so wäre der Ausdruck 
(az” -+ bz- c¢) das Quadrat einer linearen Funktion von z, so daß 
sich die Quadratwurzel ohne weiteres beseitigen ließe. Daher 
bleibt nur der Fall zu erörtern, daß b®’—4ac+0 ist. In diesem 
Fall setze man für z eine gebrochene rationale Funktion einer 
neuen Veränderlichen w und suche diese Funktion so zu wählen, 
‚daß umgekehrt auch w in geschlossener Form durch z ausgedrückt 
werden kann und daß außerdem der unter dem Quadratwurzel- 
:zeichen stehende Ausdruck (a2”-+bz-+ ce) in das Quadrat einer 
rationalen Funktion von w übergeht. Ist dies gelungen, so kann 
man die Quadratwurzel ausziehen und hat die Integration der 
‚gegebenen Funktion auf die einer rationalen Funktion zurück- 
geführt. Dieses Ziel läßt sich nun auf verschiedene Weisen er- 
‚reichen, Insbesondere bieten sich die folgenden Möglichkeiten: 

A. — Man setze zunächst 


((1187) Vaz? +bze+c=Vaw—2), 


wo für Ya nach Belieben einer der möglichen Werte genommen 
werden kann, Dann wird 


(1188) w=2+ 7 Vaz+bz+e. 
a 


Ferner ist 
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az? +bz 4+ ce=a(w —2wz +2") 
oder 
bz + ce=aw — 2awz. 


Da jetzt die Glieder mit 2?” weggefallen sind, so ergibt sich 


aus dieser Gleichung 2 als rationale Funktion von w, nämlich 


au — e 


aea) s= isur 
Führt man nun diesen Ausdruck für z in die Gleichung (1187 
ein, so erhält man 


3 2 
(1190) Vorder Va +bw-+e 


2aw -+b 
Also wird auch Vaz+bz+e eine rationale Funktion 


von w. Da endlich 


(1191) dse—2a aw” hbe teg 
i (Qaw+ bf 


ist, so ergibt sich schließlich 
[Et Va? +bz+c)dz 
(1192) | 7 UREA r A 
=. Rh w’—c , yal + BE w+e 
Jaw+ b’ 2aw+b Caw+b? 2 


womit das vorgelegte Integral auf das einer rationalen Funktion 
zurückgeführt ist. Nach Ausrechnung dieses letzteren ist natürlich 
für w der durch die Gleichung (1188) gegebene Ausdruck ein- 
zusetzen. 

B. — Man setze zunächst 


(1195) Vaz +bz +e=wz— Ve, 


wo für Ve jeder der beiden möglichen Werte zulässig ist. Dann 
wird, wofern man sich den Wert 0 vom Wertbereich der Ver- 
änderlichen z ausgeschlossen denkt, 


(1194) „Ver tbste+Ve 


Ferner ist 
az? +bz+c—wz?—2Vewz-+.e. 
Aber wenn man hier die Konstante e auf beiden Seiten streicht 
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und dann durch z dividiert, so erhält man wieder eine Gleichung 
ersten Grades in bezug auf z, nämlich 
az+b=w’z—2Yyew. 
Die Auflösung dieser Gleichung liefert 
(1195) BE. 


uw" —a 


, 


und wenn man diesen Ausdruck für z in die rechte Seite der 
Gleichung (1193) einsetzt, so erhält man 


(1196) Vaz 4 +bz + 0— yew Gia iah di EA 
w' —G 
Da endlich 
(1197) dem 3 VW tie rayo; 
(w — a) 


ist, so ergibt sich schließlich 
R(z; Vaz +bz+c)dz 
H ofr Epe, Vew? tpwtave)vewtyowi aV edw, 


w° —a 1a) 


aag | 


womit wieder das erstrebte Ziel erreicht ist. 
C. — Man löse zunächst die quadratische Gleichung 


az’ +bz+c=0 
auf. Sind z, und z, die Wurzeln derselben, so ist immer 


az? +bz + e=a(z — 2) — 23). 
Ferner ist z, von 2, verschieden, weil sonst b? — 4ac= 0 sein 
1 2 


2 


müßte, was ja ausgeschlossen wurde. Also ist der Quotient ——! 


BR 


keine Konstante. Man darf daher 


(1199) — to 


2, 
"in 
Za 


1) Man könnte statt des Quotienten — auch den Quotienten - 
j= = 


die Rechnung einführen, Dem ersteren ist jedoch der Vorzug gegeben, damit 
man in gewissen praktisch vorkommenden und später noch genauer zu kenn- 
zeichnenden Fällen nur mit reellen Zahlen zu rechnen hat, = 

v. Mangoldt, Einführang, III. 6 
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setzen, wo w eine neue Veränderliche bedeutet, und erhält dann 


2 +z, u 
2 ET 
(1200) u 
also 
(1201) a OR 


a+ w) 
Ferner ist 


Vaz? bz +e=V =a VC— 21) (2a- — 3) 


1202 —z 

a =V iea -aV E, 

woraus mittels der Gleichungen (1199) und (1200) 

(1203) FESTE EET "m 
1 ETE w° 


folgt. Somit ergibt sich schließlich 


| R(z; V az? +bz + c)dz 
(1204) | ; taw? ya n e 
=, — [Re rn — a(z, — u ee TENEN aii, 
womit die zu lösende Re wieder auf die Integration einer 
rationalen Funktion zurückgeführt ist. 

Dieses dritte Verfahren kann auch als eine Zurückführung 
des Falles III auf den Fall II aufgefaßt werden. Denn durch 
die Umwandlung der Wurzel Vaz? +bz 4+ ¢ mittels der Gleichung 
(1202) wird der zu integrierende Ausdruck in einen anderen ver- 


wandelt, der den Voraussetzungen des Falles II entspricht. 
Fall IV. — Man führe an Stelle von z eine neue Veränder- 
liche w ein, indem man 
Vaz +b=w 
setzt. Dann wird 
az+b=uw*, 
also , 
EEN dze— 2" dw. 
a a 
Ferner wird 


cw +ag—be 
oz + g= te . 


http://rcin.org.pl 


Nr. 442. Integration irrationaler algebraischer Funktionen. 83 


Man erhält daher schließlich 
JRG: ;Vaz+ b; Vez +g)dz 
= fr >; wi -Vew +ag— be) wdw. 


Hiermit ist aber der Fall IV = den Fall III zurückgeführt. 

Beispiele zu den vorangehenden rein theoretischen Auseinander- 
setzungen und praktische Regeln zur möglichst bequemen Berech- 
nung von Integralen irrationaler Funktionen werden in Nr. 450—456 
angegeben werden. 

Den bisher aufgezählten Arten von Funktionen ließen sich 
noch manche andere Arten entwickelter irrationaler algebra- 
ischer Funktionen anreihen, deren Integrale ebenfalls in ge- 
schlossener Form darstellbar sind. Aber sobald in dem Aus- 
druck einer entwickelten algebraischen Funktion einer Veränder- 
lichen z eine Quadratwurzel aus einer ganzen rationalen Funktion 
dritten oder höheren Grades von z oder eine höhere Wurzel aus 
einer nicht linearen Funktion von z vorkommt, kann der Fall ein 
treten, daß es unmöglich ist, das unbestimmte Integral in geschlos- 
sener Form darzustellen. Insbesondere sind, wie schon J. Liou- 
ville in der auf S. 64 in der Fußnote unter 2 erwähnten Abhand- 
lung gezeigt hat, die sogenannten elliptischen Normalintegrale erster 
und zweiter Gattung, d. h. die Integrale 


F. dz - and K 2°dz 
Va-HA-r7) Va-Su—e)' 


wo k® eine von 1 verschiedene Konstante bedeutet, nicht in ge- 
schlossener Form darstellbar, und dasselbe gilt von den sogenannten 
an a E oy 


(1205) 


$ und e 
iicn lcci, 

sobald die Konstanten g», 9, so beschaffen sind, daß die Diffe- 
renz (9 —27g;) nicht gleich Null ist. 

Weitreichende Hilfsmittel zur Entscheidung der Frage, ob 
das unbestimmte Integral einer gegebenen algebraischen Funktion 
einer Veränderlichen in geschlossener Form darstellbar ist oder 
nicht, hat die Lehre von den elliptischen und den Abelschen 
Integralen geliefert. Aber auf diese Dinge kann hier nicht näher 
eingegangen werden. 

6* 
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443. Integration transzendenter Funktionen. — Zu den- 
jenigen transzendenten Funktionen eines Argumentes Z, deren 
unbestimmte Integrale in geschlossener Form darstellbar sind, ge- 
hören insbesondere 

I. — alle rationalen Funktionen von æ, d.h. alle Funk- 
tionen, welche sich durch Ausdrücke von der Form 


R(e‘) 
darstellen lassen, wo das Funktionszeichen Æ eine rationale Funk- 
tion seines Argumentes bezeichnet. 
Ist nämlich irgend eine rationale Funktion R(e) von e? ge- 
geben, so erhält man, indem man mittels der Gleichungen 
e=w; z=lgw 


eine neue Veränderliche w einführt, sofort 


(1206) f R(é)dz= f R(w) 4 dw 


und hat damit die Integration der gegebenen Funktion auf die 
einer rationalen Funktion zurückgeführt. 

Nach dem allgemeinen in Nr. 433 unter 9 angegebenen Satze 
ist dann natürlich auch jedes Integral von der Form 


R(e“°)dz, 
wo a eine beliebige von Null verschiedene Konstante bedeutet, 
durch einen geschlossenen Ausdruck darstellbar. 
Zu den gegenwärtig in Rede stehenden Funktionen gehören 
ferner 


II. — alle rationalen Funktionen von sinz und cosz 

d. h. alle Funktionen, die durch Ausdrücke von der Form 
R(sinz; cosz) 

darstellbar sind, wo das Funktionszeichen R eine rationale Funk- 

tion seiner beiden Argumente bedeutet. 

Der Beweis läßt sich auf verschiedenen Wegen erbringen. 
Man kann zunächst die eine der beiden Funktionen sinz, cosz 
gleich einer neuen Veränderlichen w setzen und erhält dann, wenn 
man etwa 

sinz =w 


setzt und die Wurzel Y1—w* passend bestimmt, 
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ar x . 
cs2=y1—w!; z=arcsinw; dz= —— 


also, wenn R(sinz; cosz) irgend einen Ausdruck von der ange- 
gebenen Art bedeutet, 


(1207) f Eisinz; cosż)dz = f Rew; yi-- u) i, 


Hier ist aber das rechts stehende Integral nach Nr. 442, III 
in geschlossener Form darstellbar, denn der unter dem Integral- 
zeichen stehende Ausdruck ist aus der Integrationsveränder- 
lichen w und einer einzigen Quadratwurzel aus einer ganzen 
Funktion zweiten Grades von « rational zusammengesetzt. 

Dieses Verfahren ist insbesondere dann zu empfehlen, wenn 
es sich darum handelt, eine Potenz von sinz oder cosz zu inte- 
grieren, die einen ganzen positiven ungeraden Exponenten hat. 
Ist nämlich » irgend eine ganze nicht negative Zahl, so erhält 
man, indem man sinz—w setzt, 


fes"+'ar-= f eosz®/"coszaz 


= fa — utaw 
= f [1—vu" +(3)w* zn w” |dw 


und kann nun die Integration ausführen. Indem man dies tut 
und dann für w wieder sinz einsetzt, bekommt man die Gleichung 


| feos" taz = sinz — 1 vsinz? + z(a)sinz" 
(1208) x 
art 
— + (lo 1) — sing 
Beispielsweise ist also 
(1209) Í cosz*dz = sinz—} 
Ähnlich findet man, indem man cosz =w setzt, 


[star f sin?)"sinzaz. 


=- [ü—us dw 
--/[ı — vw? + (2) el n'u” aw 


sinz’. 
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und erhält hieraus 


. 2v+1 1 8 1 y` 5 
sinz dz = — 0082 + —vcosz” — = | o | COSZ 
(1210) / 3 5 (2) 
v1 1 v 
N Er 
Beispielsweise ist hiernach 


(1211) fiin de—=— coss +3 cose?. 


Noch einfacher als auf dem eben beschriebenen Wege gelangt 
man manchmal zum Ziel, indem man von den Gleichungen (1072) 
KT __ „fi iz — iz 

sinz= =; wu=- Ta 


m y E A 
Gebrauch macht. Denn da e”"—=-- ist, so werden sinz und cos2 


e? 
vermöge dieser Gleichungen rationale Funktionen von e. Zu- 
gleich geht K(sinz; cosz) in einen Ausdruck über, der rational 
aus e” zusammengesetzt ist und daher nach der unter I ange- 
gebenen Regel integriert werden kann. 

Dieser Kunstgriff macht insbesondere eine schnelle Integration 
der Potenzen von sinz und cosz auch dann möglich, wenn die Expo- 
nenten ganze positive gerade Zahlen sind. Denn wenn man in einer 
Potenz von sinz oder cosz mit ganzem positivem Exponenten die 
trigonometrische Funktion durch e” ausdrückt, so kommt man 
stets auf eine der in Nr. 397 angegebenen Gleichungen, welche 
die Umkehrung der Moivreschen Formeln bilden. Bei allen diesen 
Gleichungen kann aber die rechte Seite ohne weiteres integriert 
werden. Insbesondere erhält man aus den Gleichungen (1077) 
und (1079) sofort 


1 
cos?” "az= f I sin(2v2) + = sin we 
(1212) J x en 


(+52) in [2 — 2)2] 2 (sn ( A z}, 

fsinz"az= Ber Fr IS — sin(2»2) — BEN nei 1)2] 
(1213) +. (o sin[2 (v — 2)z]— -+ 

| +, 2 sinea +(- (7) zl, 
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Beispielsweise ist also 
(1214) feos” dz = f4 [cos(22) + 1]dz = z [sin(22) + 22], 


A Fi 7 ; 1 
(1215) feosztaz— | 3 sin) +4sin(22) +62], 


á 


(1216) [sinz*az = [3 -0s@2)+ 1jd2=— 1 [sin(22)— 22), 


(1217) fsi dz =pl? > sin(42) — dsin(22) + 6z]. 


Die Integrale J eosz”dz und [sinz’dz würden sich auch da- 
durch finden lassen, daß man teilweise Integration anwendet. Man 
erhält dann nämlich 

[eos=*az = J coszcoszdz = coszsinz + [ sinz’dz 
= sin Z 082 +j (1 —cosz°)dz, 
oder 
feosz*az— sinzeosz + z — [eos=*az. 


Hieraus folgt aber durch Auflösung in bezug auf die Unbe- 
kannte feosz*az sofort 


(12149) Jostdz=; (sinzcosz + 2), 


was mit der Gleichung (1214) gleichwertig ist. 


Eine ganz ähnliche Rechnung liefert die mit (1216) gleich- 
wertige Gleichung 


x 1 
(12168) fsintaz= 3 (— sinzcosz +2). 


Selbstverständlich kann man mit Hilfe der Umkehrung der 
Moivreschen Formeln auch die Integrale solcher Potenzen von 
sinz und cosz berechnen, deren Exponenten ungerade sind. Auf 
diesem Wege erhält man aus den Gleichungen (1078) und (1080) 
die von den Gleichungen (1208) und (1210) nur in der äußeren 
Form abweichenden Gleichungen 
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TA 


a208) =- | gp pr sinl» + 12) + rl ı eine — ie 


== z-s (37 Jana» 92 ++ (sine), 


| fsa” taz 


we 
aa = =s í 


1 


gypi Csr +1)2]— (Fr )eost2»—1)2] 


Fi 


2’+1 ’ 
4: il c )eoslar— 32] et ug cose}. 


Insbesondere ergeben sich jetzt für »—=1 die mit dem Glei- 
chungen (1209) und (1211) gleichwertigen Gleichungen 


(12098) foszaz = 1 [3 sin (32) + 3sinz] - 
(12118) Sünra-4|; cos(32) — 3cosz]. 


Ein drittes zur Integration rationaler Funktionen von sinz 
und cosz dienliches Verfahren, welches sich deswegen empfiehlt, 
weil es ganz direkt zum Ziele führt und bei reellwertigen Funk- 
tionen ohne Benutzung des Imaginären auskommt, besteht darin, 
daß man die Tangente des halben Argumentes als neue Veränder- 
liche einführt. Setzt man nämlich 


tg -—u ; 
so wird 
: 2w r E 
sinz =- 75 cosz = ; 
1+% 1+w 
2dw 
z=2arctgw; dz= a 
also 
(1218) [keinz; eos | R( 2” r= KET, 
5 Lw’ 1+w)/1+w 


womit die Zurückführung des zu behandelnden En auf das 
einer rationalen Funktion geleistet ist. 
Beispielsweise erhält man 
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fë Jits dw KR dw 
cosg 1— u LH’ 1— uw 
= 1e: ier +,,)dw 


ite®_] 1+1g5 
j] z 
E 


Diesem Ergebnis kann man schließlich noch eine einfachere 
Form geben. Da nämlich tg 7 —1 ist, kann man 


7 m z 
ee E 
1—tg $ 1—tg{ 185 


setzen und erhält dann 
dz 2 


Neben den vorangehenden allgemeinen Regeln leisten natürlich 
auch besondere Kunstgriffe manchmal gute Dienste. So kann man 
z. B, wenn n irgend eine ganze oberhalb 2 liegende Zahl be- 
deutet, die Integrale der n-ten Potenzen von tgz und ctgz am 
leichtesten dadurch berechnen, daß man sie auf Integrale niedrigerer 
Potenzen von tgz und ctgz zurückführt. Man hat nämlich 


fie das fer ze dz 
cos2 


| = 482 


und wenn man nun bedenkt, daß ~ ist, so erhält man 


[wre tg”? Bern 


und hieraus 
D n 1 n— 3 i — 
(1220) fiez de=-—tg2 '— f tgz" tdg. 
Ähnlich ist 
[sa 


1 — dns —2 dcetgz = 
= f ctg" dz=— f ctg?" pr Fr dz— f ctg?" dz, 


sinz z 
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also 


(1221) [eea.-—, 5 i etgz"""— | ctge" Ae 


Durch fortgesetzte Anwendung dieser Formeln kommt man 
aber schließlich bei ungeradem n auf eines der aus den Gleichungen 
(1156) und (1157) bekannten Integrale 


ftszd2=—1g00sz; fetgzdz—=ìgsinz 


und bei geradem n auf eines der Integrale 


. 4 82° 
(1222) fie? az= [= cE dz=tgz—z, 


cosz 


(1223) fee: dz= [deseg e. 

Formeln von der Art der Gleichungen (1220) und (1221), welche 
eine Reihe von mathematischen Ausdrücken ähnlicher Art so mit- 
einander verbinden, daß man jeden nachfolgenden Ausdruck be- 
rechnen kann, sobald man die vorangehenden kennt, werden viel- 
fach als Rekursionsformeln bezeichnet (Rekursion = Zurück- 
führung des verwickelteren auf die einfacheren Fälle). 


Ein in vielen Fällen wirksames Mittel zur Auffindung von 
Integralen transzendenter Funktionen besteht in der Anwendung 
der teilweisen Integration. Wie sich mit seiner Hilfe zeigen läßt, 
gehören zu denjenigen Funktionen, deren Integrale in geschlosse- 
ner Form darstellbar sind, 


III. — alle Produkte von der Form 


gee” 
wo g(2) eine ganze rationale Funktion und a eine beliebige 
von Null verschiedene!) Konstante bedeutet. 


Ist nämlich g(z) vom nullten Grade, d. h. gleich einer Kon- 
stanten c, so bereitet die Integration überhaupt keine Schwierig- 
keit, denn man findet ohne weiteres 


e > 
fer «=: er: 
a 


1) Für a—=0 ist die Richtigkeit der Behauptung selbstverständlich. 
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Ist dagegen g(z) von höherem Grade, so erhält man durch 
teilweise Integration 


az 1 az 1 ‚ az 
[se de =z g(@)e + fro! dz 


und hat damit das zu berechnende Integral auf ein anderes Inte- 
gral von der gleichen Form zurückgeführt, in welchem der Grad 
des ganzen rationalen Faktors um eine Einheit niedriger ist. Dieses 
Integral kann dann, falls g’() auch noch von höherem als dem 
nullten Grade ist, ebenso behandelt werden, und auf diese Weise 
fortfahrend kommt man nach einer endlichen Anzahl von Schritten 


zu einem Integral von der schon oben betrachteten Form $ ce’’dz, 


wo e eine Konstante bedeutet. 
Ganz ebenso erledigen sich 


IV. — alle Produkte von der Form 
9%)sin (az) und 4(2) eos (az), 


wo wieder g(z) eine ganze rationale Funktion und «a eine 
von Null verschiedene Konstante bedeutet. 
Man hat nämlich 


fse) sin(az)dz = — 1 gle)cos(az) -H 4 fdeos(az)dz 
und 


f se)eostaz)dz = 1 g(z)sin (az) — 4 [sio)sin(az)dz 2 


kann also die Integrale der betrachteten Produkte durch (nötigen- 
falls wiederholte) Anwendung der teilweisen Integration auf die 
Integrale 


"i sin(az)dz = — + cos(az) und feosazjaz =} sin (a2) 


zurückführen. 
Ferner gehören hierher 


V. — die Produkte 


e“* sin (bz) und e“*cos(bz), 


wo a und b zwei beliebige von Null verschiedene!) Kon- 
stante bedeuten. 


1) Ist eine der Konstanten a, b gleich Null, so ist die Richtigkeit der 
Behauptung wieder selbstverständlich. 
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Durch teilweise Integration erhält man nämlich zunächst 
fe sin(bz)dz = — S e"*cos(bz) + 5 e cos(bz)dz, 


und wenn man nun das rechts stehende Integral wieder durch 
teilweise Integration umformt, so ergibt sich 


li sin (dz)dz = ma e7 cos(bz) + F e7 sin (b2) 


2 
s e” sin(bz)dz. 


Hiermit ist man zwar wjeder auf das ursprünglich vorgelegte 
Integral gekommen, aber wenn nicht gerade 


1, dh &@+b=0 


ist, was ja bei reellen von Null verschiedenen Werten von a und 
b niemals vorkommen kann, so hat man eine Gleichung ge- 
wonnen, in der das zu bestimmende Integral als Un- 
bekannte auftritt, und erhält durch Auflösung dieser Glei- 
chung 


(1224) f e:sin(bz)ds— d ine — beota 
a rE H 


Ähnlich findet man 


fe cos(bz)dz =- e? sin (bz) — 5 e'"sin(bz)dz 


2 
=} e" sin (bz) + S e"? cos (b2) — sfe #cos(bz)dz., 
also, wenn wieder a? +b? 40 ist, 


D az az bsi bz bz 
(1225) f: cos(bz)dz = e ns y 


Zu den Gleichungen (1224) und (1225) kann man auch noch 

auf einem anderen Wege gelangen, nämlich dadurch, daß man für 
ib 

sin(bz) und cos(bz) beziehentlich die Ausdrücke = 9; d 


ibz —ibz 
S H - einsetzt. Man erhält dann 
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1 i a) 
e *sin(bz) = z; [e ect dz „(a KOs] 


(1226) 
e # cos (b2) =F [Ct + de-i] 
und kommt nun, wenn (a? +b?), also auch (a-+:2b) und (a— ib) 
von Null verschieden ist, durch einfache Rechnungen wieder auf 
die Gleichungen (1224) und (1225) zurück. Zugleich gestattet 
dieses zweite Verfahren die Erledigung des Ausnahmefalles. Ist 
nämlich 
a@ +b = 0, also b=+ ia 
so ist 
e“sin (bz) = e° sin (+ iaz)= + e7 sin (iaz) 
und 
e"? cos (be) = e*” cos(+ iaz) = e"? cos(iaz). 


Ferner ist nach den Gleichungen (1226) 
e“ sin (i a2) = 1 =e”; e*cos(iaz) =} (1 +e’, 


also 


fe sin(tiaz)de= + lee") 
e cos(+iazjdz =} z+- ee) 
== Aa" Fr ar go 


Zu denjenigen Funktionen, deren Integrale durch teilweise 
Integration gefunden werden können, gehören ferner 


VI. — die Produkte 
sin (a7z)sin (bz); sin(az)cos(bz); cos(az)cos (b2), 
wo a und b beliebige von Null verschiedene Konstante 


bedeuten, die so beschaffen sind, daß (a —b?) ebenfalls 
von Null verschieden ist.) 


In der Tat ist ja 
[sin (az) sin (b2)d2— — 2% | sin(a2)cos (bz) +5 —- | cos(az)cos(bz)dz 


= —4 sin(az)cos(b2) + F cos (az) sin (b2) + nf sin@s)sin@a)az 


1) Ist eine der Konstanten a, b gleich Null, so ist die Richtigkeit der 
Behauptung selbstverständlich. Ist a=+b, so folgt sie aus dem unter II 
gewonnenen Ergebnis. 
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9 £g g 


woraus leicht 
(1227) [sin ae)sin®a)az 4 bsin(a2)cos(b2) — acos (az)sin (bz) 


= 


folgt. Ganz ähnlich findet sich 
(1228) [sine cos(bz)dz = ON Be Lat 


a -r b? ? 
(1229) fosa cos(bz)dz — @ein(arjeosibz) — beostaa)ein2), 


Ein anderes Verfahren besteht darin, daß man die zu inte- 
grierenden Produkte zunächst in zweigliedrige Ausdrücke ver- 
wandelt mittels der Formeln 


sin (az)sin (bz) = z cos[(a — b) z] — + cos|(a + b)z] 


sin (az)cos (b2) =—- ! sin! (a+b)z] ya 3 sin [(a — b)z] 


cos (az)cos (bz) = > 


cos[(a +5b)2]) +5 5 cos[(a —b)2]. 
Man erhält dann sofort 


(12278) [sin@ssin (bz)dz 


wir 
I) sin[(a — b)2] — Ta zn 5 sin[(a + b)z], 
(12283) een 
= cos[(a + 5)2] — 305 cos[(a — b) 2], 


2a L b) — b) 


(12293) fosu ET 


= yo sin[(@a + b)2]+ E y Pla —b)2]. 


Die Übereinstimmung dieser Gleichungen mit den Gleichungen 
(1227) bis (4229). läßt sich durch ganz einfache Rechnungen nach- 
weisen. 

Den unter V. und VI. behandelten Funktionsarten kann man 
noch eine allgemeinere Art von Funktionen anreihen, bei denen 
man durch teilweise Integration ebenfalls dazu gelangen kann, 
das unbestimmte Integral in geschlossener Form darzustellen. Sie 
umfaßt 


http://rcin.org.pl 


Nr. 443. Integration transzendenter Funktionen. 95 


VII. — alle Produkte von den Formen 


gle)e" sin(bz);  g(e)e"" cos (bz) 
g(z)sin (a7z)sin (bz); g(@)sin(@z)cos(b2); g(#)cos(az)cos(bz), 


wo g(z) eine beliebige ganze rationale Funktion und a 
und 5 beliebige Konstante bedeuten. 

Man kann nämlich die vorkommenden trigonometrischen Funk- 
tionen durch Exponentialfunktionen ausdrücken und kommt dann 
auf Integrale der unter III behandelten Art. Ein hiervon nur 
unwesentlich verschiedenes Verfahren besteht darin, daß man das 
zu berechnende Integral durch teilweise Integration auf andere 
Integrale der hier in Rede stehenden Art zurückführt, in denen 
g9(2) an die Stelle von g(z) getreten, also der Grad des ganzen 
rationalen Faktors um eine Einheit niedriger ist, und die dann 
noch zu berechnenden Integrale erforderlichenfalls ebenso be- 
handelt. 

Zu den hier aufzuzählenden Arten von Funktionen gehören 
endlich auch manche Produkte eines Logarithmus oder einer zyklo- 
metrischen Funktion mit einer rationalen Funktion. Aber bei der- 
artigen Produkten darf man die rationale Funktion nicht ganz 
nach Belieben annehmen. Das Integral des Produktes ist viel- 
mehr im allgemeinen nur dann in geschlossener Form darstellbar, 
wenn der rationale Faktor die Ableitung einer zweiten 
rationalen Funktion ist, so daß alle diejenigen gebrochenen 
rationalen Funktionen auszuschließen sind, deren Integration auf 
Logarithmen führt. Hiernach kann man den bisher aufgezählten 
Funktionsarten, indem man unter F(z) jedesmal eine beliebige 
rationale Funktion versteht, noch weiter anreihen 

VIII. — alle Produkte von der Form 


lg: er 4 


IX. — alle Produkte von der Form 


ad R(z) 


arctg? ra, 


X. — alle Produkte von der Form 
aresinz arte) & 


Durch teilweise Integration erhält man nämlich 
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fisz iro dz—=1gz- R(z) — f Roae 
foretz LON. 24 z= arctgz-R(2) -f5 3 R(e)dz 


[aresin: * PO ge=aresinz-R@) (Rear, 


kommt also in den Fällen VIIL und IX auf das Integra! 
einer rationalen Funktion und im Fall X auf das Integral eines 
Ausdruckes, welcher zu den in Nr. 442 unter III behandelter 
Ausdrücken gehört. 

Ganz ähnliche Überlegungen zeigen, daß man die Funktions- 
arten VIII, IX, X noch in verschiedener Weise erweitern könnte 

So könnte man an die Stelle von R(2) in den Fällen VIII 
und IX auch einen Ausdruck treten lassen, der zu einer der in 
Nr. 442 unter I bis IV erwähnten Arten gehört. Und im FallX 
könnte F(z) durch einen Ausdruck ersetzt werden, der aus z und 


yY1-—z? rational zusammengesetzt ist. Ferner könnte man, wenn 
A R = = 2 
man als zweiten Faktor einen Ausdruck von der Form (@) bei- 


behält, im Fall VIXI die Funktion lgz durch den Tai 
und im Fall IX die Funktion arctgz durch den Arcustangens 
einer beliebigen rationalen Funktion ersetzen, oder auch einer 
irrationalen Funktion, die zu einer der in Nr. 442 erwähnten Arten 
gehört. Das Integral des Produktes würde dann immer noch in 
geschlossener Form darstellbar bleiben, ja dies würde in manchen 
Fällen auch dann noch gelten, wenn sich eine solche Änderung 
der transzendenten Funktion mit einer der zuvor erwähnten Ande- 
rungen des algebraischen Faktors verbände. 

Natürlich ist die vorstehende Aufzählung transzendenter Funk- 
tionen keineswegs erschöpfend, sondern umfaßt nur die einfachsten 
und praktisch wichtigsten Fälle. 


Zur Technik des Integrierens. 
A. Zur Integration der rationalen Funktionen. 


444. Einfache Nullstellen des Nenners. — Wenn es sich darum 
handelt, eine echt gebrochene rationale Funktion, die in der Form 


eines Quotienten á vi 


N(z) dargestellt ist, in einfache Brüche zu zerlegen, so lassen sich 


zweier ganzen rationalen Funktionen Z(), 
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die Zähler derjenigen Partialbrüche, die zu einfachen Nullstellen 
des Nenners gehören, besonders leicht berechnen. Denn ist a 
eine einfache Wurzel der Gleichung N(2)=0 und ist der ihr 


entsprechende einfache Bruch, so ist immer 


rs — Z(a) 
(1230) A= N(a)' 

Da nämlich a eine einfache Wurzel der Gleichung NMz2)=0 
sein soll, so ist 


(1231) N(e)=(2—a)g(2), 
wo g(z) eine für z—a nicht verschwindende ganze rationale’ Funk- 
tion bedeutet. Ferner ist nach Gleichung (1175) 
EEE 4 
g(a) 


Nun folgt aber aus (1231) durch Differentiation 


N'e) =g) + e —a)g e) 
und hieraus für z—a 
N’(a)—y(a), 
womit die Gleichung (1230) bewiesen ist. 
Hiernach kann die Zerlegung der echt gebrochenen Funktion 


vn ) in Partialbrüche in dem Falle, daß die Nullstellen des Nenners 


sämtlich einfach sind, sofort vollständig angegeben werden. Sind 

nämlich in diesem Falle a, b,--- / die einzelnen Nullstellen, also 
N(= C(e —a)(z— b) :-- (e—), 

wo C eine Konstante bedeutet, so ist 


Ze) Za) 1 ze) 1 zu 1 


(1232) Ne) N(a)z—a + N’) 2—0 RR NW)2—1' 


x " Aac+B : 
445. Das Integral / Shan dx. — In den praktisch 


vorkommenden Fällen der Integration einer gebrochenen rationalen 

Funktion einer Veränderlichen ist regelmäßig die Integrations- 

veränderliche auf reelle Werte beschränkt und die zu integrierende 

Funktion als ein Quotient zweier ganzen rationalen Funktionen 

darstellbar, deren Koeffizienten sämtlich reell sind. Ist 

nun hierbei der Nenner nur vom ersten Grade, so bedarf es zur Aus- 
v. Mangoldt, Einführung, III, T 
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führung der Integratien keines besonderen Kunstgriffes. Dagegen ist 
es nicht überflüssig, in dem nächst einfachen Falle, daß der Nenner 
vom zweiten Grade ist, die allgemeinen Integrationsregeln der 
Nr. 41 durch einige Vorschriften darüber zu ergänzen, wie man 
für das gesuchte Integral am einfachsten einen Ausdruck ge- 
winnen kann, der für reelle Werte der Integrationsveränderlichen 
ebenfalls reell ist. Zugleich empfiehlt es sich, die hierzu dienen- 
den Formeln ein für allemal gebrauchsfertig zusammenzustellen. 
Dabei genügt es natürlich, nur echt gebrochene rationale Funk- 
tionen ins Auge zu fassen. Für diesen Fall liefern nun die ein- 
fachsten Grundregeln der Integralrechnung sofort die folgenden 
Formeln, in denen unter r eine reelle Konstante und unter £ eine 
reelle Veränderliche zu verstehen und für den vorkommenden 
®Arcustangens der Hauptwert und für den vorkommenden Loga- 
rithmus der reelle Wert zu nehmen ist: 


t 
(1233) Sata- 1 arctg Š sy 
dt 1 
(1234) f TE 
dt 1 t—r 
(1286) FAT Er ; 


Alle anderen Integrale der gegenwärtig in Rede stehenden 
Art sind am einfachsten dadurch zu berechnen, daß man sie auf 
die vorstehenden speziellen Integrale zurückführt, was jedesmal 
dadurch geschehen kann, daß man eine passend gewählte lineare 
Funktion der ursprünglichen Integrationsveränderlichen v als neue 
Veränderliche einführt. Sind nämlich a, b, e irgend drei Kon- 
stante, von denen die erste von Null verschieden ist, so ist immer 


f. a Fi Ns dadz 
Ja®+ba+e )Rax+b"— (b — ae) 
Hieraus folgt aber, wenn 


2az + b=t 
gesetzt wird, 


BAR... ge, f a 
arp br+pe t — (b’—4ac) ` 
Nun empfiehlt es sich, wenn a, b, e reell sind, drei verschie- 
dene Fälle zu unterscheiden, je nachdem (b? — 4ac) negativ, gleich 
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Null, oder positiv ist, oder anders ausgedrückt, je nachdem die 
Gleichung az” +bx-+c—=0 zwei konjugiert imaginäre Wurzeln, eine 
reelle Doppelwurzel, oder zwei verschiedene reelle Wurzeln hat. 
Man gelangt dann mit Hilfe der Gleichungen (1233) bis (1235) zu- 
nächst zu folgenden, bei reellem æ ebenfalls reellwertigen Er- 
gebnissen: 


1. — Ist 
b’—4ac<0, 
so ist 
j3 læ 2 2ax+b 
1236 J ae — arctg et d_ 
(t320) J ax*+bæ+e V4ac— Minen 
wo das Zeichen arctg den Hauptwert bedeutet. 
2. — Ist 
b —4ac= 0, 
so ist 
; LE ne 
(1237) Jaz Taai 
8. — Ist 
b —4ac>0, 
so ist A 
(1238) f; de __ 1 [ax +5-VB—4ae 
ax’ +bæ+e YVb—4ac [zax +b+V—4a 


Nunmehr kann man auch für das allgemeinere Integral 


ja Cati .de, 

ax +bc-+e 

wo auch A und B reelle Konstante bedeuten, ein Berechnungs- 
verfahren angeben, welches ohne Zuhilfenahme des Imaginären 
auskommt. Außer dem eben erledigten Falle, daß der Zähler des 
unter dem Integralzeichen stehenden Bruches gleich 1 ist, gibt es 
nämlich noch einen anderen, in welchem die Integration ebenfalls 
keine Schwierigkeit bereitet. Es ist dies der Fall, daß der Zähler 
mit der Ableitung des Nenners übereinstimmt. Denn dann gilt, 
wenn auch x auf reelle Werte beschränkt ist, so lange der Nenner 
von Null verschieden bleibt, die Gleichung 


(1239) f get n -dæ=lglaz’ +b + c. 


a 


Auf das hiermit gewonnene und das durch die Gleichungen (1236) 
7* 
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bis (1238) gegebene Integral kann aber das obige allgemeine Inte- 
gral zurückgeführt werden. Denn naheliegende Umformungen er- 
geben die Gleichung à 


J Athi er 2ax +b da+ (Be) da 
ax +-br+ ec 2a ar+br-+e \ a ar pbr- r4 e 


oder 
sena 


(1240) | ax? +bæ+e Eth o 
|= fjas" +be+c+[B- J 3 


2a) ax’ +bxc+c' 
Natürlich hat man bei der Anwendung dieser Gleichung wieder 
darauf zu achten, ob (b’—4ac) negativ, gleich Null, oder positiv 
ist, und dementsprechend zur Berechnung des rechts vorkommenden ' 
Integrales bald die eine, bald die andere der Gleichungen (1236) 
bis (1238) zu benutzen. 


446. Das Integral $ AF, 
gral 


Aere — dx. — Auch das Inte- 
+bx +e)” 


_As+B_ 

(aa? +bx+e)" 
wo n einen ganzen oberhalb 1 liegenden Exponenten bedeutet und 
a, b, c, A, B beliebige Konstante bezeichnen, von denen die erste 
von Null verschieden ist, kann am leichtesten dadurch berechnet 
werden, daß man dasselbe auf einfachere Integrale zurückführt. 
Zunächst ergibt sich nämlich durch Überlegungen ähnlicher Art 
wie bei der Herleitung der Gleichung (1240) die Gleichung 


Ax+B 
(ax +b + e)" 


A Baz+b f Ab Ji 
an ac+ de+(B-5 al, dx 


(ax? + bx +e)” (az +be +e)" 
oder 
BB! aati dx= — — 4 . er rt. 
aam f wear‘ 2(n—1)a (ax? + bete)" ! 
f Ab dx, 
BE 
FL Sa ) (ax? +ba+e)"' 


so daß man nur noch das rechts vorkommende Integral zu be- 
trachten braucht. Bei diesem liegt es nun nahe, die Zurückführung 
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auf das‘nächst einfachere Integral Yo =, Zu versuchen. 
(as + 2 Sa N 


durch die man ja schließlich auf das keine Schwierigkeit mehr 
bietende Integral fz Er EG kommen würde. Zu diesem Zweck 
verhilft aber in der Tat der Ansatz 


RE Per, ey Pz- +0 ; } A dæ cfm 
(1242) [ri D (aa° Hbase)” i ej lar + brp e)"1? 
wo P, Q, R passend zu bestimmende Konstante bedeuten. Die 
Gleichung (1242) ist nämlich gleichwertig mit der aus ihr durch 
Differentiation und nachfolgende Multiplikation mit dem Faktor 
(ax? + bæ + e)” entstehenden Gleichung 

1= —(n—1)\(Px+Q)@2ax+b)+(P+KR)lar +bx-+e), 
èo 
und sé besteht für beliebige Werte von æ, sobald die Kon- 
stant Q, R die aus der Vergleichung gleichhoher Potenzen 
von orgehenden Bedingungen 
— (2n — 3) P + R=0 
— (n — 2)bP—2(n — 1)aQ +b R =0 
cP— (n—1)bQ + cR=1 
< 
befriegi Diese Gleichungen lassen sich aber stets durch ein 
und in System von Werten der Unbekannten P, Q, R er- 
fülle Setzt man nämlich in den beiden letzten Gleichungen für 


R dee dch die erste Gleichung gelieferten Wert (2n—3)P, so 
erhä ngh nach naheliegenden Vereinfachungen 


= bP—2aQ=0 
2eP— bQ= 


TEMATÈE 
owego Warga 


„u 


1 
n—i 
und bekommt hieraus durch Auflösung sofort 
= 2a Li nz 
 (n—1)(dae— b) ’ ea (n—1) (tae — b°) ` 


Somit ergibt sich schließlich die Rekursionsformel 


f dx 1 Lac+b 
(1243) (ax? +dx2 +0)" Ber (ax? + bæ +0"! 
a En—3)a dæ 


in—i(tac—b) ) (ax +bw+ o)" 7? 
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womit ein gangbarer Weg zur allmählichen Zurückführung des 


links stehenden Integrales auf das bekannte Integral | — N 


+br-e 
gefunden ist, und zwar ein Weg, der bei reellen Werten der 
Konstanten a, b, e und der Integrationsveränderlichen æ ohne Be- 
nutzung des Imaginären auskommt. Beispielsweise ergibt sich 
aus (1243) sofort 


(1182 a) EEE 5 r a + 5 arctgz, 
übereinstimmend mit der Gleichung (1182). 

447. Vermeidung des Imaginären. — Wenn die teilerfremden 
ganzen rationalen Funktionen Z(z), N(z) lauter reelle Koeffizienten 
haben, aber die Wurzeln der Gleichung N(z)—=0 nicht alle reell 
sind, so erhält man für das unbestimmte Integral des bei reellem 

(2) 
(2) 
Nr. 441 angegebene Berechnungsverfahren eine Summe, in deren 


Gliedern imaginäre Konstante auftreten. Allerdings sind die- 
jenigen Glieder, bei welchen dies zutrifft, notwendig paarweise 
konjugiert, sobald man z auf reelle von den Nullstellen des Nenners 
verschiedene Werte einschränkt und diejenigen Nebenbedingungen, 
welche zur eindeutigen Erklärung der etwa vorkommenden Loga- 
rithmen dienen, passend wählt. Denn je zwei konjugiert imaginäre 
Wurzeln der Gleichung N(z2)—0 haben die gleiche Ordnungszahl 
(Nr. 402), und bei der Bestimmung der Zähler derjenigen Partial- 
brüche, die zu zwei solchen Wurzeln gehören, sowie bei der Inte- 
gration dieser Brüche hat man jedesmal für die eine Wurzel genau 
dieselben Rechnungen durchzuführen wie für die andere, nur mit 
den konjugierten Zahlen, und erhält daher konjugierte Ergebnisse. 
Es ist somit immer möglich, denjenigen Ausdruck, der sich für 


Werte von z ebenfalls reellwertigen Bruches m durch das in 


das Integral [re ae 3) dz zunächst ergibt, durch geeignete Zusammen- 


fassungen in einen a Ausdruck umzuwandeln, der keine ima- 
ginären Konstanten mehr enthält. Gleichwohl erscheint die Be- 
nutzung des Imaginären bei der Integration einer reellwertigen 
Funktion einer reellen Veränderlichen als ein Umweg, der, wenn 
irgend möglich, vermieden werden sollte. Deswegen möge jetzt 
noch kurz auseinandergesetzt werden, wie man dieser letzteren 
Forderung ganz allgemein entsprechen kann. Dabei soll aber 
die Integrationsveränderliche, um ihre Einschränkung auf reelle 
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Werte auch äußerlich hervortreten zu lassen, wieder durch æ be- 
zeichnet und die Betrachtung auf den Fall eingeschränkt werden, 
daß der Grad der ganzen rationalen Funktion Z(x) niedriger ist 
als der der ganzen rationalen Funktion M(x). Unter diesen Vor- 
aussetzungen seien nun 


(r+iQ) und (p-ig) 
zwei konjugiert imaginäre Wurzeln der Gleichung N(z)—0. Wenn 
dann die gemeinsame Ordnungszahl dieser beiden Wurzeln gleich 
Eins ist, so entsprechen ihnen in der Partialbruchzerlegung des 
Z(E) 


Bruches N(@) zwei Brüche von den Formen 


P+iQ 


z—p—iq 


hr 
v—p+iq ’ 
wo P und Q reelle Konstante bedeuten, die nicht beide gleich 
Null sind. Die Zusammenfassung dieser Brüche liefert aber die 
Gleichung 


und 


Pig 


- P—iQ 9f — P) — Qa 
2—p—iq 


Fan @—p’+gq 


führt also auf einen Bruch, dessen Nenner zwar vom zweiten Grade 
ist, dessen Integral jedoch nach den in Nr. 445 angegebenen Regeln 
sofort in reeller Form dargestellt werden kann. Denn mit Hilfe 
der Gleichungen (1240) und (1233) ergibt sich 
a Pa—m—0q 2,2 z—p 
7. ER ui EA o - — f 
(1244) IE a: rel, dx= Plg[(e—p)" +g°)—2Qaretg a 
Ist dagegen zweitens die gemeinsame Ordnungszahl der Wur- 
zeln (p + iq) und (p— iq) größer als Eins, so kommen in der Par- 
tialbruchzerlegung des Bruches RR auch Paare von Brüchen vor, 
“welche die Formen 
P+iQ P—iQ 
(x—p— iq)" (x —p + iq)" 
haben, wo %k eine ganze oberhalb 1 liegende Zahl bezeichnet und 
P, Q wieder reelle Konstante bedeuten, die nicht beide gleich Null 
sind. Faßt man nun zwei derartige Brüche zusammen, so erhält 
man einen Bruch von der Form 
ad) ES 
lep + 4’ 
wo g(x) eine ganze rationale Funktion bedeutet, deren Grad höch- 


und 
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stens gleich k ist und deren Koeffizienten sämtlich reelle Werte 
haben. Ein derartiger Bruch kann aber, sobald der Grad von 
g(x) größer als 1 ist, auf einfachere Brüche zurückgeführt werden. 
Dividiert man nämlich g(æ) durch [(e — p)” + q”), bis man zu einem 
Reste vom ersten oder vom nullten Grade gelangt, so erhält man 
eine Gleichung von der Form 


ga) =p Ae —p’+g’)+Ar+B 


biaa gla) Ars+4B 
le—p’+g" [ep + i3 (e—p’+g%' 
wo A und B Konstante bezeichnen und g, (x) wieder eine ganze 
rationale Funktion bedeutet. Ist deren Grad noch größer als 1, 
so kann man dasselbe Verfahren auf den ersten Teil der rechten 
Seite noch einmal anwenden, usf. 

Auf diese Weise gelingt es schließlich, die Summe aller Par- 
tialbrüche, welche dem Wurzelpaare (p+ iq) entsprechen, in eine 
Summe von Brüchen umzuwandeln, von denen jeder einzelne eine 
lineare Funktion von x als Zähler und eine Potenz des Aus- 
druckes [(@—p)’-++q°] als Nenner hat. Nachdem dies einmal fest- 
Z(x 
Fe 
. zum Zweck der Integration die Einführung imaginärer Konstanten 

dadurch umgehen, daß man statt der gewöhnlichen Partialbruch- 
zerlegung sofort einen Ansatz macht, welcher dem eben gewonnenen 
Ergebnis entspricht. Ist 


(1245) N(a) = C(e - a)“ --- (e — p) +g] 


oder 


gestellt, kann man natürlich bei der Umformung des Bruches 


diejenige Gleichung; welche sich durch die Zerlegung der Funktion 
N(x) in ihre voneinander verschiedenen reellwertigen Faktoren 
ersten oder zweiten Grades ergibt, so lautet dieser Ansatz 


za) ___ A 4, h Aa 

Na) (æ—a" acai tra 
BE Bet |, Bath)... Bit 
e= +] lep ti (=p +i 


wo 4,, As, ae Aus rt Pi; Qi, P;, Qa, Een Po: Qu .- reelle Kon- 
stante bedeuten. Und da eine solche Darstellung des Bruches 
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Ne) immer möglich ist, aber, wie man auch jetzt leicht nach- 


weisen kann, nur auf eine Weise!), so kann man zur Bestimmung 
der erwähnten Konstanten wieder jedes beliebige zum Ziel führende 
Verfahren benutzen. Insbesondere kann man die Konstanten auf 
mannigfach verschiedene Weise durch Auflösung eines Systems 
linearer Gleichungen ermitteln. Nachdem sie gefunden, bereitet 
die Integration keine Schwierigkeit mehr. Denn die Gleichungen 
(1240) und a liefern sofort 


PR Br 7 | 
(1247) Ve: en = „de =; Palge — p? + 4°) 
Qu + Pup 

SH 


und das Integral eines jeden Bruches, der eine höhere als die erste 
Potenz einer Summe zweier Quadrate als Nenner hat, kann auf 
ein Integral der eben betrachteten Form zurückgeführt werden 
mittels der aus (1241) und (1243) fließenden Formeln 


Pe a ng 1 
Je rO i C EEr 


+ OHP er 


arctg Aa p 


(1248) 


und 


da Tr 1 r— p 
(1249) J le— p+)" 2(00— 1) [e — p + > 


| 4 2n—3 ef 
2(n—1)g’) [e p) ET 
448. Trennung des algebraischen und des transzendenten 
Teiles. — Denkt man sich die echt gebrochene rationale Funktion 
va unter den der Gleichung (1177) zu Grunde liegenden Voraus- 
setzungen gemäß dieser Gleichung in eine Summe von Partial- 


1) Wenn man sich die durch die Gleichung (1245) dargestellte Zer- 
legung des Nenners N(x) in seine reellwertigen Faktoren ersten oder zweiten 
Grades gegeben denkt, so kann man die Möglichkeit und die Eindeutigkeit 
Zi) 
NG) 
auch ohne Zuhilfenahme des Imaginären beweisen. Näheres hierüber findet 
sich in O. Stolz, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung, Erster 
Teil, Leipzig 1893, S. 298—300. 


der Darstellung des Bruches durch eine Gleichung von der Form (1246) 
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brüchen zerlegt, so führt nur die Integration derjenigen Partial- 
brüche, deren Nenner vom ersten Grade sind, auf transzendente 
Funktionen. Die Integrale aller übrigen Partialbrüche sind da- 
gegen wieder rational, und zwar echte Brüche, in deren Nennern 
nach Gleichung (1173) keine höheren Potenzen der Differenzen 
(z — a), (z — b), - - - (2—J) auftreten als die Potenzen 


Be en rl 
Demgemäß kann man, wenn zur Abkürzung 
(1250) lema "ld... N '—= Ne) 


gesetzt wird, die Summe der rationalen Integrale in einen einzigen 
Bruch von der Form 

9,2) 

T(e) 
zusammenfassen, wo g,(2) eine ganze rationale Funktion von 
niedrigerem Grade als T(z) bedeutet. Die Summe aller derjenigen 
Partialbrüche, welche rationale Integrale liefern, ist dann nichts 


1 


weiter als die Ableitung des Bruches g) erscheint also in der 


Ne)’ 
Form 
d 9,2) 
dz T(z) ' 
Setzt man ferner zur Abkürzung 
(1251) («—a)e—b)-.-(«-d=gl), 


so lassen sich diejenigen Partialbrüche, deren Integrale transzen- 
dent sind, zu einem einzigen Bruche zusammenziehen von der 
Form 

7G 

q (2) ° 
wo auch 95(2) eine ganze rationale Funktion bedeutet, und zwar 
eine Funktion, deren Grad niedriger ist als der Grad von g(2). 

So ergibt sich für die ursprünglich gegebene Funktion die 

Darstellung 
25 Ze) Ana me) 
(1252) N(2) d2 N2) ' ale) 
und für das gesuchte Integral die Gleichung 


(1253) f Aa ae 0 + Sa’ n a 
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Hiermit ist ein neues Verfahren zur Integration einer echt 
va 
Verfahren, welches den Vorzug hat, daß man bei seiner Anwen- 
dung den algebraischen Teil des Integrales auch ohne vorherige 
Auflösung der Gleichung N(z)=0 finden kann. Die Funktion 
Iz) ist nämlich nichts weiter als der größte gemeinschaftliche 
Teiler der Funktion N(z) und ihrer Ableitung N’(z) in derjenigen 
Form, bei welcher die höchste vorkommende Potenz von z den 
Koeffizienten 1 hat. Dieser größte gemeinschaftliche Teiler kann 
aber nach bekanntem Verfahren durch eine endliche Anzahl von 
Divisionen ermittelt werden. Nachdem er gefunden, ergibt eine 
weitere Division die Funktion g(z), da diese bis auf einen kon- 
N(e) 
T(2) 
q(2) berechnet, so kann man für g (£) und g(2) zwei ganze ratio- 
nale Funktionen, deren Grade je um eine Einheit niedriger sind 
als die Grade von 7Xz) und g(2), zunächst mit unbestimmten Koef- 
fizienten ansetzen und dann diese Koeffizienten in mannigfach ver- 
schiedener Weise aus einem System linearer Gleichungen so be- 
stimmen, daß die Gleichung (1252) für beliebige Werte von z er- 
füllt wird. Dies Verfahren führt stets zum Ziel, da die Dar- 
Az) 
N(z) 
der rechten Seite der Gleichung (1252) immer möglich ist, und 
zwar, wie man auch jetzt leicht zeigen kann, jedesmal nur auf 
eine einzige Weise. 

Sind die Koeffizienten der Funktionen Z(2), N(z) sämtlich 
reell, so erfordert die Bestimmung der Funktionen Te), g£), gE), 
95(2) nur Rechnungen mit reellen Zahlen. Ferner kann man, so- 
bald die Zerlegung der Funktion y(z) in ihre reellwertigen Fak- 
toren ersten oder zweiten Grades bekannt ist, auch für das Inte- 


gebrochenen rationalen Funktion x.) gewonnen, und zwar ein 


stanten Faktor mit dem Quotienten übereinstimmt. Ist auch 


stellung des Quotienten y; durch einen Ausdruck von der Form 


gral IE: u. Nr nach den in Nr. 447 gemachten Ausführungen ver- 


N leicht einen geschlossenen nur reelle Konstante ent- 
haltenden Ausdruck finden, und zwar ist hierzu nicht einmal nötig, 
daß man die Koeffizienten der Funktion 9,(5) zuvor berechnet 
habe. In der Gleichung (1252) kann man nämlich statt des echten 


Bruches un gleich eine Summe von Brüchen ansetzen, welche die 


Form 
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-_, er die Form Eere i 

clia @—-p) +9 
haben und den reellwertigen Faktoren ersten und zweiten Grades 
in der gegebenen Zerlegung der Funktion q(2) entsprechen, und 
hierauf statt der Koefüzienten von g,(z) sofort die in den Zählern 
dieser Brüche auftretenden Konstanten A, P, Q zusammen mit den 
Koeffizienten von g,(z) aus einem geeigneten System linearer 
Gleichungen ermitteln. 

449. Besondere Kunstgriffe. — In manchen Fällen kann man 
bei der Integration einer gebrochenen rationalen Funktion durch 
besondere Kunstgriffe, namentlich durch zweckmäßige Einführung 
einer neuen Veränderlichen beträchtliche Abkürzungen der Rech- 
nung erzielen. So erhält man z. B. das anscheinend nur durch 


7 
längere Rechnung bestimmbare Integral f = ‚dx sehr leicht 
ER 
wenn man mittels der Gleichung 
4 
x =u 


eine neue Veränderliche « einführt. Denn dann ergibt sich sofort 
a’ 1[f u 1 1 
JE 3 de=i fyt =7 w—5l8(2 +u) 
=} r —_ +1g(2 +t). 


Ähnlich ist das Integral / el 

a(t +32) 
zu berechnen, daß man den unter dem Integralzeichen stehenden 
Bruch zunächst durch Multiplikation seines Zählers und Nenners 
mit xë erweitert und dann für xë eine neue Veränderliche v ein- 
führt. Denn so ergibt sich 


(el. =;f dv 
J s(& +3) J (4+3) 6) v(d4+8r) 


1 E! 3 haty 1 v 
=; [G44 ee TY a re EET 


am einfachsten dadurch 


6 
1 lg T 
24 94.137 


B. Zur Integration der irrationalen algebraischen Funktionen. 
450. Vergleichung verschiedener Verfahrungsweisen. — 
Wenn eine irrationale algebraische Funktion einer Veränderlichen + 
zu der in Nr. 442 unter III erwähnten Art gehört, wenn sie sich 
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also durch einen Ausdruck darstellen läßt, der aus der Veränder- 
lichen z und der Quadratwurzel aus einer ganzen rationalen Funk- 
tion zweiten Grades von z rational zusammengesetzt ist, so kann 
man ihr unbestimmtes Integral auf verschiedenen Wegen ermitteln. 
Insbesondere ist jede der drei in Nr. 442 angegebenen Berechnungs- 
weisen immer anwendbar. Aber je nach dem benutzten Verfahren 
kann die Berechnung bald einfacher, bald umständlicher sein. Des- 
wegen ist es zweckmäßig, auch noch die Frage zu erörtern, wie 
man am kürzesten zum Ziel gelangen kann. Dabei genügt es aber, 
sich auf den Fall zu beschränken, daß der Ausdruck, welcher die 
zu integrierende Funktion darstellt, nur reelle Konstante enthält, 
daß ferner die Integrationsveränderliche auf einen nur reelle Werte 
umfassenden Bereich eingeschränkt und daß endlich auch die vor- 
kommende Quadratwurzel in diesem Bereich überall reell ist. Denn 
praktisch kommt kaum ein anderer Fall in Betracht. Zum Hin- 
weis auf diese Einschränkungen möge die Integrationsveränder- 
liche fortan nicht mehr durch z, sondern durch æ bezeichnet werden. 

Unter den eben erwähnten Voraussetzungen ist nun immer 
mindestens eine der in Nr. 442 unter III, A, B, C angegebenen 
Berechnungsweisen wenigstens insofern bequem, als sie ohne Be- 
nutzung des Imaginären zum Ziele führt. Ist nämlich 


ax? +bx-+e, 


wo jetzt a, b, e reelle Konstante bedeuten, diejenige Funktion 
zweiten Grades, welche in dem zu betrachtenden Ausdruck unter 
dem Quadratwurzelzeichen steht, so kommt man ohne Einführung 
imaginärer Zahlen aus, wenn man, 

falls a positiv ist, das Verfahren A, und 

falls e positiv oder gleich Null ist, das Verfahren B anwendet. 
Natürlich können die beiden eben gemachten Annahmen auch 
gleichzeitig erfüllt sein, und dann ist jedes der Verfahren A, B 
anwendbar. Ferner kann sich mit dem Umstand, daß a positiv 
oder daß e nicht negativ ist, auch noch der andere verbinden, daß 
die Gleichung 


(1254) ax? +be+c—0 
reelle Wurzeln hat, und dann steht auch noch das Verfahren C 
entweder unverändert oder mit geringfügigen Änderungen zur Ver- 
fügung. . 

Hiernach bleibt nur noch der Fall zu erörtern, daß a und e 
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beide negativ sind. Dann hat aber die Gleichung (1254) sicher 
zwei verschiedene reelle Wurzeln. Zunächst ist nämlich der Fall 
einer einzigen doppelt zählenden reellen Wurzel deswegen aus- 
geschlossen, weil dann überhaupt keine Irrationalität vorläge. 
Aber auch der Fall, daß die erwähnte Gleichung gar keine reelle 
Wurzel hätte, ist nicht möglich. Denn dann hätte die in ebenen 
Parallelkoordinaten x, y durch die Gleichung 


y=az +b e 


dargestellte Parabel mit der z-Achse keinen Schnittpunkt gemein, 
verliefe also, da y bei hinreichend großem absoluten Werte von 4 
negativ ist, ganz unterhalb der x-Achse, so daß die Wurzel 
Vaz?:-+bx-+ ce beständig imaginär wäre, entgegen der ursprüng- 
lich gemachten Voraussetzung. Somit ist im vorliegenden Falle 
sicher das Verfahren © benutzbar, und zwar genau in der in 
Nr. 442 angegebenen Form. Denn da die Wurzel Vaz? +be + c 
nur dann reell ist, wenn x nicht unterhalb der kleineren Wurzel x, 
und nicht oberhalb der größeren Wurzel x, der Gleichung (1254) 
liegt, so wird die nach Nr. 442, III, C durch die Gleichung 


RE, 
(11992) k =v 


einzuführende neue Integrationsveränderliche v für alle zulässigen 
Werte von x reell. 


Die eben beschriebenen Wege führen indessen trotz der Ver- 
meidung des Imaginären nicht immer am einfachsten zum Ziel. 
Hielte man sich z. B. zam Zweck der Ermittelung des bereits in 
Nr. 433 unter 6 gewonnenen Integrales 


de  arcsing 
ji vVi—r 
an die vorangehenden Regeln, so hätte man die Wahl zwischen 


zwei Verfahrungsweisen. Man könnte nämlich 


Erstens gemäß Nr. 442, III, B, nachdem man den Wert 0 
vom Wertbereich der Veränderlichen æ vorläufig ausgeschlossen hat, 


_N-FH+1 


Yı-z=ur—1, also u x 


setzen und bekäme dann 
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1— z? =w r — 2ucr+1 


—xz=u x — 2u 


PEA 
w +i 

aa ig 

ig tn!: de—=—2 du. 
vi-2 “+1 (W +1)’ 
Hieraus erhielte man 

dx du 

=— = —? = — arctg u 

Vi=yp er g 

-— arg En 


wo unter dem Zeichen arctg der zwischen 0 und x enthaltene 
Wert verstanden werden kann, so daß die rechte Seite auch für 
2z=( stetig ist. Man käme also gar nicht einmal ohne weiteres 
zu dem oben angegebenen einfachen Ergebnis, sondern zu einer 
scheinbar davon verschiedenen Funktion. Aber natürlich läßt sich 
zeigen, daß der Unterschied nur eine Konstante ist. Setzt man 


nämlich, unter einen nicht außerhalb des Intervalles (- 5 ... z) 
liegenden Winkel verstehend, 
x= sinp, 
so wird 
2cos g’ 
cce E Er $- 
sing sin Le cos m 
eg $= tg 5-9) 
also 
yı =r +1 7 p 
— 2arctg E E =—2(ġļ—$)=9—z 


= arcsin g — x. 


Falls man, was auch angängig wäre, statt des zunächst ge- 
machten Ansatzes den anderen Ansatz 
vı N 
a 


vIi-e=uc+1, also u= 


machte, so erhielte man durch eine ganz ähnliche Rechnung zu- 
nächst 
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www 
ea 
vi =g 2 


wo jetzt unter dem Zeichen arctg der Hauptwert verstanden 
werden kann, und bekäme dann, indem man wieder 2— sing setzt, 


ge k š g” 
Vi-a—1_cp9-1__ ar ni N 
5 sing 2sin £ cos £ 2 E Vi 
also schließlich 
Te j 
— Yaratg AE — ei 


Zweitens könnte man gemäß Nr. 442, III, C 


+1 > _ vi 
yiz z=, also a 72 


setzen und erhielte dann 


7 qe ofaa Fr 2arctgv 
ni 


= g’ 


= 2arctg 


wo unter dem Zeichen arctg der Hauptwert verstanden werden 
kann. Auch jetzt käme man also nicht ohne weiteres zu dem ein- 
fachen Endergebnis arcsinz, sondern erhielte dieses erst durch 
Umrechnung, und zwar auch nur bis auf eine Konstante. Setzt 
man nämlich wieder v= sing, so wird 


p ~ 
s+i _ Vize ae (+$) 
ea y itne er T 1 A 
2 


2arctg / FE =2(4 + 2-94 Zarcsine+z. 


Diese und andere ähnliche Erfahrungen machen es wünschens- 
wert, außer den bisher erwähnten Verfahrungsweisen noch einige 
weitere Regeln und Kunstgriffe anzugeben. Dabei besteht der 
erste Schritt in dem Nachweis, daß man alle Integrale der gegen 
wärtig in Rede stehenden Art auf drei Arten von Grundintegralen 
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zurückführen kann, und daran schließen sich dann Angaben dar- 
über, wie sich diese Grundintegrale am einfachsten berechnen lassen. 

451. Zurückführung auf Grundintegrale. — Unter der Vor- 
aussetzung, daß a, b, ce reelle Konstante bedeuten, welche die Be- 
dingungen a+0 und b»’—4uc+0 erfüllen, daß es ferner ein Inter- 
yall gebe, in welchem die Funktion (ax? +bx-+e) nie negativ 
wird, und daß die Veränderliche & auf ein solches Intervall be- 
schränkt sei, möge im nächstfolgenden zur Abkürzung 


ax? +bzr+c=X 


gesetzt werden. Wenn dann ein nur reelle Konstante enthalten- 
der, aus æ und V X rational zusammengesetzter Ausdruck A (x, V X) 
gegeben ist, so ist es immer, und zwar ohne Zuhilfenahme ima- 
ginärer Zahlen, möglich, eine Gleichung von e Form 


(1255) A(z, V X) =R, (£) + R, (£) TE 


herzustellen, wo R, (x) und R, (x) rationale Funktionen von x be- 
deuten. Falls nämlich der Ausdruck A(x, yV X) nicht schon von 
vorn herein die gleiche Form hat wie die rechte Seite der Glei- 
chung (1255), so kann man ihm nach Nr. 159 zunächst die Form 
eines Quotienten geben, dessen Zähler und Nenner aus z und V ¥ 
ganz und rational zusammengesetzt sind. Ferner kann man, nach- 
dem dies geschehen, jede vorkommende gerade Potenz von V X 
in eine ganze rationale Funktion von = und jede ungerade Potenz 
von V X in das Produkt einer ganzen rationalen Funktion von x 
mit yX verwandeln. Indem man dies tut und dann Zusammen- 
gehöriges vereinigt, erhält man einen Quotienten von der Form 
MENVZ. wo M, N, P, Q ganze rationale Funktionen von x 
P+QYX 

bedeuten. Nach Multiplikation des Zählers und Nenners mit der 
Differenz (P— QV X) und einfachen Umformungen ergibt sich 


sodann 
— XENO NP—MQ X, 
A(z,VX) RE Er Fx “VX 


und hieraus erhält man eine Gleichung von der Form (1255) r 
fach dadurch, daß man die Wurzel V X durch den Quotienten A 


ersetzt und zugleich für die rationalen Funktionen 
v. Mangoldt, Einfübrang, III. 8 
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MP—NQX 


NOR ioh EMDE 
P*— Q0 X P*— Q0 X 
die abkürzenden Bezeichnungen Æ, (Œ) und R(x) einführt. 


Nun kann man das Integral i R,(æ)dx nach früheren Regeln 


berechnen. Ferner kann man von der rationalen Funktion R, (x), 
wenn nötig, einen ganzen rationalen Bestandteil abtrennen und die 
übrig bleibende echt gebrochene Funktion nach Gleichung (1246) 


zerlegen. Die Berechnung des Integrales f A(x, V X) kommt so- 


mit schließlich hinaus auf die Berechnung einer endlichen Anzahl 
von Integralen von den Formen 


E dx: $ dar e fz Az+B 
VEN (—k“ VX?’ up t yE" 


wo g(&) eine ganze rationale Funktion, x, A ganze positive Ex- 
ponenten und k, A, B, p, q reelle Konstante bedeuten, von denen 
die letzte von Null verschieden ist. 
452. Das Integral J; _9@) __ dx. — Einer der ein- 
Va: ax? + Date 
fachsten Fälle, a 15 bei der Ermittelung eines Integrales von 


der Form Ir — dx darbieten können, besteht darin, daß 
a T= 


die im Zähler stehende ganze rationale Funktion g(x) den kon- 
stanten Wert 1 hat. Es handelt sich dann um das Integral 


aü a! 
Jir 
wo a,b,c nach wie vor reelle, den Bedingungen a4} 0 und b —4ac+0 
genügende Konstante bedeuten. Die Berechnung gerade dieses 
Integrales ist deswegen von besonderer Wichtigkeit, weil sie für 
manches Weitere die Grundlage abgibt. Bei ihrer Ausführung 
empfiehlt es sich, zwei verschiedene Fälle zu unterscheiden, je 
nachdem a positiv oder negativ ist. 
Fall I. Es sei a>0. 
Dann führt das in Nr. 442 unter III, A angegebene Verfahren 
am einfachsten zum Ziel. Setzt man nämlich 
Een I TB = 1 au 
Vaz? bz +c=Valu— zs), also u=r+—-Vart+bx-+e, 
a 
so erhält man aus Gleichung (1192) sofort 
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f dx =) 2au+b ‚au +bu-+e 
— = 20 AFIT —— du 
Var +bsto IE +bu+e) (2au + b) 
d 1 
ec re -7 lg 2au-+b 
= ve lgl2ac-+b+2VaVaz!: +bx+e 
=: Air Vazt Fbx+e le(2Va). 
Da man nun hier die Konstante —-1g(2Va) mit der Inte- 


ya 
grationskonstanten vereinigen, also auch weglassen darf, so kann 
man das Endergebnis auch so schreiben: 


256 2ax+b EEEa A 
ao ha PEF ET g 2Va tTYax+bx+e 
(für a >0)- 


Insbesondere ist hiernach, wenn & eine beliebige von Null ver- 
schiedene Konstante bedeutet, 


(1257) Tara —1g|x Væta. 


Fall II. Es sei a<0. 
Dann ist es am zweckmäßigsten, das zu berechnende Integral 


auf das Integral 
— —aresinv 
as = 


zurückzuführen. Das ist in ER Weise möglich: Man hat 


ax? +br+e=-— 2 ;(— ac— abz— a’x?) 


A NT, 


Nun ist in allen praktisch vorkommenden Fällen 
b’—4ac>0, 
weil es sonst überhaupt kein Intervall gäbe, in welchem die Wurzel 


Vax?+bx-+e reell ist. Man kann daher der zuvor gewonnenen 
Gleichung auch die Gestalt geben 


at ++ Zee (Aut 


8*+ 
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und erhält dann sofort 


2 dx A 2y—a -f vdr 
Jhon Ve se VIE aa 


ye — 4a 
2 
Der aresin er +2 
V —4ac 5" — 4ac 
also schließlich 
1 2ax+b_ 
e ——=—aresin — 
| Ve Y-a Voè— sac 
(1258) PRE an ae 
| yv-a Vo — tac 
(für a <0), 


wo unter dem Zeichen arcsin der Hauptwert verstanden werden 
kann. 


Insbesondere ergibt sich, wenn a eine positive Konstante be- 
deutet, übereinstimmend mit der borait in Nr. 434 unter 26) ge- 
fundenen Gleichung 


(1259) (ns 2 


a’ — x“ 

Ein zweiter praktisch wichtiger Fall, in dem sich die Be- 

I) ___ dx ohne 
ax’ + bzx +e 
Schwierigkeiten durchführen läßt, besteht darin, daß die im Zähler 
stehende ganze rationale Funktion g(x) mit der Ableitung (2a= + b) 
der unter dem Würzelzeichen stehenden Funktion übereinstimmt. 
Dann erhält man nämlich mit Hilfe der Formel (1159) für die 
Umformung eines Integrales durch Einführung einer neuen Ver- 
änderlichen, indem man wie früher 


ax +bx+c=X 


rechnung eines Integrales von der Form J: y: 


setzt, sofort 


lax +b 
Var +br+c TX 
oder 
(1260) zad to ge=2 V ay F brio: 


Var? + bx+e +e 
Insbesondere ist 
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$ dæ AT ERE); 
1261 _ 2 Vx’ +u 
( Væta? 
und 
(1262) an NEE 


5 Va 
Von den beiden bisher erledigten Fällen abgesehen ist das 
À a taata, 

Integral eines Ausdruckes yon der Form = a ER ci 

n eine ganze positive Zahl und a,, a,, »--a, Konstante bedeuten 

und «,+0 ist, am einfachsten dadurch zu berechnen, daß man 

unter Einführung von (n +1) vorläufig unbekannten Konstanten 
da, Ajs t Aa: B die Gleichung 


I n T, E a O ra 
li 1 = Be. 2 


Vast +bæ+ce 
(1263) =(4, 2"! + ATHAN aat Hobe 
dx 
Vax? +bæ+e 
ansetzt und dann die Konstanten Ap, 4;, +A 1, B so bestimmt, 
daß diese Gleichung für alle Werte von & richtig wird. Man 
überzeugt sich leicht, daß dies immer möglich ist. Denn durch 
Differentiation beider Seiten, Wegschaffung der Nenner und nach- 
folgende Koeffizientenvergleichung erhält man ein System linearer 
Gleichungen, von denen die erste die Konstante A, eindeutig be- 
stimmt, sodann die zweite die Konstante A,, und so fort, bis 


schließlich die letzte Gleichung auch die Konstante B liefert. 
Insbesondere ergibt sich auf diese Weise 


æd l _/—s — b dx 
1264 - => yarr+br+c—; bi = u „ine 
\ ) ren % 2a Y aa tbr Fo 
und 


dæ $” 3b — à- 
ZZ —3l@-3)Vaz +bxz+e 
(1265) Var +bre-+0 


453. Das Integral f Var? -+bæ + cæ. — Zu den Inte- 


gralen, die mit Hilfe der bisherigen Entwickelungen berechnet 
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werden können, gehört auch das praktisch wichtige Integral 


$ Vax? +bx-+cdx. Wandelt man nämlich dieses Integral gemäß 


der in Nr. 451 angegebenen Regel zunächst in ers Be tirto jz 
ax” +br-+e 
um, so lehrt die Nr. 452, daß man berechtigt ist, 


Var: +2 + ede 
=(d4 r+ A) Va tbate+ f 4 
vs“ u +br FEF e 
zu setzen, wo A,, A,, B Konstante bedeuten. 
Die Differentiation beider Seiten dieser Gleichung liefert so- 


dann nach Wegschaffung des rechts noch auftretenden Nenners 
die Gleichung 


aa’ +ba+c—Alaa +b2+)+ (dr +A,)(ae+5)+B, 
ax +5 


aus der sich durch Koeffizientenvergleichung nach einfachen 
Zwischenrechnungen 


1 b 4ae— 
hey. ep de 


ergibt. Man erhält also schließlich 


| [Var +bæ + cde— l (z + za) Vax’+be+ec 


(1266) | „tue 


Se Towa. 


Insbesondere ergibt sich hieraus mit Hilfe der Formeln (1257) 
und (1259) 
(287) [Vg adx leye ta +l alge + Veal 
und 


(1268) [ve Aa dæ Va’ ar za? *aresin Z. 


454. Das Integral ie dp: — , — Die am Schluß 
— k)” Var r TEF 4 di 


der Nr. 451 an zweiter Stelle erwähnten Integrale von der Form 


d 
” __—__— lassen sich am einfachsten berechnen, wenn 
kV az’ ACH 
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man zunächst an Stelle von v eine neue Veränderliche « einführt, 
indem man 


2 au 
z=k+-, also umgekehrt u=-—., 
setzt. Man erhält dann nach einfacher Zwischenrechnung 
dx u*— tidu 
1269 da O ee 
( ) Ferse VAu+Buta 


wobei man 
A=al’+bk+c; B=2ak+b 
zu setzen hat. 

Ist nun Erstens A+0, so ist das zu berechnende Integral 
durch die Gleichung (1269) auf ein Integral der in Nr. 452 be- 
trachteten Art zurückgeführt. 

Ist dagegen Zweitens A=0, d. h. % eine Wurzel der Glei- 
chung az’ +bx-+c—=0, so hat man es nur noch mit dem ver- 
hältnismäßig einfachen Integral $ w u 


yBu+a 


B=2ak +b sicher von Null verschieden, weil sonst Æ eine Doppel- 
wurzel der eben erwähnten Gleichung wäre, also überhaupt keine 
Irrationalität vorläge. Folglich darf man an Stelle von u aber- 
mals eine neue Veränderliche v dadurch einführen, daß man 


zu tun. Hier ist nun 


v —a 


VBu+a=v, also u=- 


setzt. Man erhält dann 


" u*— tdu 2 f 2 z=) 
- = — I((v—a dv 
J vVBu+a DB”, ( j 
kann rechts die Potenz (v’ — «a)*""dv nach dem binomischen Lehr- 
satz entwickeln und dann die einzelnen Glieder ohne weiteres 


integrieren. Besonders bemerkenswert ist hierbei, daß sich für 
dx 


das Integral | -——— ==, falls ak +bk+c—=0 ist, 
J @—k)* Var +bz+e 
eine algebraische Funktion von x ergibt. 


455. Das Integral $ et FREE 

(ax? +bæ + e)* Vax? +bx+e 
Bei der Berechnung derjenigen Integrale, welche zu der am Schluß 
der Nr. 451 an dritter Stelle erwähnten Gattung gehören, hat man 
zwei wesentlich verschiedene Fälle zu unterscheiden, je nachdem 


dx. — 
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die außerhalb des Wurzelzeichens stehende Funktion zweiten 
Grades [(@ — p)? + q°] abgesehen von einem konstanten Faktor mit 
der unter dem Wurzelzeichen stehenden Funktion (ax? +bx-+ ec) 
übereinstimmt oder nicht. Der erste Fall ist der einfachere und 
möge daher zunächst behandelt werden. Man hat es dabei mit 
einem Integrale 


li Az+B er}, 
(a +bx-+ e) Var. er 


zu tun, wo A eine ganze positive Zahl und A und B Konstante 
bedeuten. Zur Berechnung dieses Integrales kann man sich nun 
der in Nr. 446 angegebenen Gleichungen (1241) und (1243) bedienen. 
Diese Gleichungen gelten nämlich nicht nur, wenn n eine ganze 
oberhalb 1 liegende Zahl bedeutet, sondern bleiben, wie man durch 
Differentiation beider Seiten leicht erkennt, auch für beliebige 
nicht ganzzahlige Werte von n bestehen. Man darf daher den 


u 
Exponenten n durch die Summe (2 +75) ersetzen und erhält dann 
aus (1241), wenn man wieder zur Abkürzung 


ax? +bz+c—=X 


[Es ar- Er er S 
| KEYA ~ (2—1)a gk 


HaT 


Ähnlich ergibt sich aus (1243) die Rekursionsformel 


setzt, 


(1270) 


a 2 > 2ax +b 
| re CEN O] x-y 
© 8(àå—l1)a J 
(22 —1)(tac— b’) TAF 
Damit ist ein gangbarer Weg zur schrittweisen Berechnung 
des in Rede stehenden Integrales gewonnen. Insbesondere findet 
sich für 2=1 


(1271) 


a 2 Zato 
(1272) 
ax? E HET: a —4ac— Var- +bx c 
+ + 
und 
adx 2 bæx+ 2c 
(1273) er Sau. 
Var? +bæ+e ac—b” Vaa? tõste 
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Aus den Gleichungen (1270), (1271) und (1272) folgt ferner 
Az+B d 
nn mn PH 
aa” +bx + eV az’ +br+e 
für jeden ganzen positiven Wert von A algebraisch ist. 
Zusatz. — Aus der Gleichung (1271) geht wieder eine rich- 
tige Gleichung hervor, wenn man, unter A nach wie vor eine ganze 
positive Zahl verstehend, A mit (— 2) vertauscht. Man erhält so 


ganz allgemein, daß das Integral a Fer 


X Pe aioi 2  @ar+b)xXr! 
VX (22 +1) (tac — b°) yX 
8A +1)a gita 


@A+N)Aac— 3) VX 


(22 +1)(tac— b’) 
8(à +1)a 
Gleichung umgekehrt liest, 


| f X’ Väx 
(1274) 


Saz +b m (22+1)(tac—b?) <a i a 
= iatha VI+, S(2+1)a fx Vaag, 


Diese Gleichung liefert für A—0 eine Bestätigung der in 
Nr. 453 auf anderem Wege gewonnenen Gleichung (1266) und gibt 
für jeden ganzen positiven Wert von 2 ein sehr bequemes Mittel, 
um das Integral for Hbr +o Var +bx +cdx durch all- 


dæ 


oder, wenn man mit multipliziert und dann die 


mähliche Zurückführung desselben auf das Integral / —- 
Var +bx-+e 
zu berechnen. Insbesondere findet sich für A=1 


Sys +02 + ias 
ETES TI eV ax? +bze+cdx 
se 


Sa (a ax? +bx-+ en  YazıFbe+e 
sh ray, dx 
128° Ver+br+te 


TA æ+ B 
456. Das Integral $ = de. — 
[æ — p)? i lV ac’ t + = +c 
Wenn man ein Integral von der in der Überschrift dieser Nummer 


http://rcin.org.pl 


122 Zur Technik des Integrierens, Nr. 456. 


angegebenen Form zu berechnen hat, bei welchem der Quotient 
ar +bate 
(.—p)’+g' 
an Stelle von x dadurch eine neue Veränderliche & einzuführen, 
daß man 


keine Konstante ist, so empfiehlt es sich, zunächst 


x—p—$ 
setzt. Man kommt dann, wenn man nach Ausführung der Umwand- 
lung die Integrationsveränderliche wieder durch x und die Koeffizien- 
ten der unter dem W urzelzeichen stehenden Funktion zweiten Grades 
wieder durch a, b, e bezeichnet und endlich für (Ap + B) wieder 
B schreibt, auf ein Integral von der etwas einfacheren Form 


Az+B 
=ü 
yi CET Dy Var +br+e i 
wo q und a nach wie vor von Null verschiedene Konstante be- 
deuten und der Quotient hlete keine Konstante ist. 
q 
Ist nun bei einem Integral dieser Art 2>1, so kann man 
dasselbe stets auf ein Integral von der gleichen Form zurück- 
führen, in welchem der Exponent 4 den Wert 1 hat. Zunächst 
kann man nämlich, falls 2A—2 ist, vier Konstante C, D, E, F so 
bestimmen, daß 


(Ar + B)dx 
(1276) NE Var toso 
_ (Ox+D)V ar- +bz+e 4 „More 
THa +94) Var’ UFER 


wird. Denn hierzu ist, wie man sich leicht ke nur nötig, 
daß die folgenden vier Gleichungen bestehen: 


b 


ua 3 —aD +E =( 
(ce +2a9)C —5bD +F=0 

(1277) 9 
Zb C+ ag’ —2) DHE =A 


c0  +zdg’D + F=B. 


Diese haben aber stets eine und nur eine Lösung. Denn durch 
Elimination von E und F erhält man die Gleichungen 
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2b’ + 2a —)D =A 
—2(ag?— c) C+ 2b? D=B, 
und bei diesen ist die aus den Koeffizienten der Unbekannten zu- 
sammengesetzte Determinante 


| 2bq” 2(aq? h A 24) 
200 20 | +@r tg] 


(1278) 


sicher von ah verschieden. Sonst wäre nämlich b=0 und 

c=agq", also ax? + bx +e=a(æ* + g’),entgegen der Voraussetzung, 

daß der Quotient az e keine Konstante sein soll. Folglich 
+4 


gibt es ein und nur ein Paar von Werten C, D, welches die 
Gleichungen (1278) befriedigt, und dann natürlich auch ein 
und nur ein Paar von Werten E, F, die zusammen mit C und D 
den Gleichungen (1277) genügen. 

Etwas verwickelter ist der Fall, daß A>2 ist. Doch kommt 
man dann, indem man fünf vorläufig unbekannte Konstante 
C, D, E, F, G einführt, durch den folgenden Ansatz zum Ziel: 


f F da — (Cr+D)V aa’ +be+e 
1279) |) (« As +bzte +)" 


& = +F)de_ A _ Gdr x 
(a? +9) iVar 4 EEEE EET i E E 
Für das Bestehen dieser Gleichung ist nämlich nur er- 


forderlich, daß die unbekannten Konstanten die folgenden Glei- 
chungen erfüllen: 


—2(à2— 2)al +0=0 

— (220 — (22—3)aD+ E ze 

22 —3)e + 2ag?]C —(22—3)bD +F+ 1 G—0 
Sbg’C + lag’ —2a—DeD-+g’E =4 
cg’ +50 D + F+g'G=B. 


Dieses System von Gleichungen hat aber ebenfalls eine und 
nur eine Lösung. Denn setzt man den durch die erste Gleichung 
gegebenen Wert von Œ in die dritte und die fünfte Gleichung ein 
und eliminiert man sodann Æ aus der zweiten und vierten und 
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F aus der dritten und fünften Gleichung, so erhält man für C 
und D die Gleichungen 


2(2—1)bg 0 +2 — 1) —)D=A 
—2(2— 1) (agd —)PC+ 2(2—1)bg D= B 


und kann dann ganz ähnlich weiter schliessen wie im vorigen Fall 
Indem man die Rekursionsformel (1279), wenn nötig, wieder- 
holt anwendet und erforderlichenfalls auch noch die Gleichung 
(1276) hinzuzieht, erhält man schließlich eine Gleichung von der 
Form 
a An 
(+) Van! Honte"” 
21-8 tiA 
(1280) >= Ta - ge re 
(è +4) 


Ac+B' m 

u Peer ee BR 
WO Cos Eys°** gay, A, B' Konstante bedeuten. Natürlich kann 
man die Rechnung auch dadurch abkürzen, daß man gleich von 
vornherein eine Gleichung dieser Art ansetzt und dann die vor- 
läufig unbekannten Konstanten c), €, *** Cg, _.,4', B' so bestimmt, 
daß der gemachte Ansatz richtig wird. Hierzu ist weiter nichts 
erforderlich als die Auflösung eines Systems linearer Gleichungen, 
welches sich durch Differentiation, Wegschaffung der Nenner und 
Koeffizientenvergleichung ergibt und lösbar ist, da ja die Form 
des Ansatzes durch die vorangehenden Betrachtungen ihre Recht- 

fertigung erhalten hat. 

Die weitere Behandlung des nun noch zu berechnenden Inte- 


grales ij; Pie gre -dæ wird, falls b von Null verschie- 
(g) Var +br-+e 

den ist, wesentlich erleichtert, wenn man das Integral zunächst 
auf ein anderes Integral von der gleichen Form zurückführt, in 
welchem die erste Potenz der Integrationsveränderlichen unter 
dem Wurzelzeichen nicht mehr vorkommt. Dies läßt sich stets 
dadurch erreichen, daß man, unter u eine neue Veränderliche und 
unter æ, 8 voneinander verschiedene Konstante verstehend, 


aute Br nr; 
ge also u=— Ze 
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setzt. Wie man durch Ausrechnung findet, braucht man nämlich 
die Konstanten «, 8 nur so zu bestimmen, daß 


PTN EL und Af=— gl’ 


wird, was stets reelle Werte für « und 8 ergibt. So kommt man, 
wenn man die Integrationsveränderliche wieder durch x bezeich- 
net, auf ein Integral von der Form 


4,7+3B, 
l? 2 r) Vard de, 
(è r) V a He, 


wo A,, B,,r,a,, c, Konstante bedeuten und r, a,, c, und (c, — 4; r°) 
von Null verschieden sind. Spaltet man nun dieses Integral in 
dæ 


æde 
A 3 DUAD sAr rad 
fe -4 7°) Va. -+ Ti if (a° 4- r°) Vaz Få 


so läßt sich der erste Teil sofort in ein leicht zu berechnendes 
Integral einer rationalen Funktion verwandeln, wenn man an Stelle 
von x mittels der Gleichung 


Var +o =t 
eine neue Veränderliche ? einführt. Ferner stimmt der zweite 


Teil bis auf einen konstanten Faktor stets mit einem der drei 
folgenden Integrale überein: 


j Se er +’ 
"D |o az =% r3 


wo s jedesmal eine positive Konstante bedeutet und im Fall I) 
auch s von |r| verschieden sein muß. 

Von diesen Integralen läßt sich nun das erste nach dem in 
Nr. 442 unter III, A angegebenen Verfahren berechnen, und zwar 
findet man auf diesem Wege unter Heranziehung der Ergebnisse 
der Nr. 445, falls r?<s? ist, 


u z Tiot RER 
) J (è+ r) V — e 


: dx +r'’+2Vr +8 
1281 Í. t re 
) (+r)Vz’+s a _r ER ur _r 


und, falls r? >? ist, 
be en E E OOE 


GHV Vra s x er, De +r PIRES EFN 
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Ein noch einfacherer Weg besteht darin, daß man 
s=stgp (-3<9<%4) 
setzt. Man erhält dann 
_ [ù cospdo cospdg 
Jermer [tapira SFHR Bar 


und findet, falls r’<s? ist, 


zVs®—r 


Va F E] 


„ arctg- 


== - dx —— 
(1283) Ss“ Dar —r? 
und, falls r*œ8° ist, 


(1284 f ei Nr pE 1 prati +8 +2Vr =s 
er (+r)Vx+s 2rV 1? — 8 rVa?+s +s ER 2 = 


Elementare Umrechnungen zeigen, daß diese neuen Ergebnisse 
sich von den vorigen nur um Konstante unterscheiden. Zunächst 
ist nämlich, wie man leicht bestätigt, bis auf ein ganzzahliges 
Vielfaches von x 


a + r? + Vrt sV 8 — 
arc — = arctg — = am arctg ——— 
A rV -=r rV + an 
Ferner ist 


z? + sV x’ + s + — rVr’ ps 
=g + Ve +S)+rlr—Vr—®) 
s s 
Te Ve+s—z aj r+Vr—-# 


FAR: BE ; EV are A. 
TER N Ve+s+z2Vr—s) 


Ganz ähnlich läßt sich die Summe (@’+2V a” +s +r’ 
+rVr—s) umformen, und indem man dies tut, erhält man 


x ?+aVa’- +8 pr ı_ıVr- ig TARP rV ++ +35 Pyer- —s 
Ve ag: +r 21, Vr- ny ANE re EE — s 


=E, 
l a 
ar 


Bei dem Integral II) ist gleichfalls das in Nr. 442 unter 2 A 
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angegebene Verfahren ohne Schwierigkeit anwendbar, und zwar 
führt dasselbe zu der Gleichung 


x dæ | 
erar= 
1 


(1285) 


Fer en +r en +s F 
Setzt man dagegen 


s=- (<9<}) 


cos p 
oder 


s=- (0<p<$) 


cosp 
je nachdem x auf Werte beschränkt ist, die oberhalb s, oder auf 


Werte, die unterhalb (— s) liegen, so erhält man im einen wie im 
anderen Falle nach einfachen Zwischenrechnungen 


en l 
NER +°) Va? =. 
1 LETS +rV æ — ed 
erVere zVr! +8 Vai 


und kann dann in ähnlicher Weise wie zuvor zeigen, daß die 
rechten Seiten der Gleichungen (1285) und (1286) sich nur um eine 
Konstante unterscheiden. 
Bei dem Integral III) endlich ist es am einfachsten, 
z= ssin p -4 <9<%) 


zu setzen. Man erhält a zunächst 


be +r’) YF _. 3" [Tue sing pe 


und wenn man nunmehr 


(1286) 


tgp =v 
setzt, so ergibt sich 


nn en ELES 
SE Ver 


und hieraus schließlich 
1 aV rè. 4 s} 
287) i = ——Arch == 
(x R EF m =g BR er 
Hiermit sind alle die Fälle erledigt, die sich bei der Berech- 
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nung der in Nr. 451 unterschiedenen Grundintegrale darbieten 
können. 

Natürlich kann man in manchen Fällen mehrere der im voran- 
gehenden getrennt behandelten Umwandlungen zusammenziehen 
und dadurch insbesondere zu einer schnellen Scheidung des alge- 
braischen und des transzendenten Teiles gelangen. Näheres hier- 
über findet sich in O. Stolz, Grundzüge der Differential- und 
Integralrechnung, 1. Teil, Leipzig 1893, S. 314ff. und 326ff. 

Endlich sei noch darauf hingewiesen, daß S. Aronhold im 
Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 61, Berlin 
1863, S. 95—145, zur Integration vor irrationalen Funktionen der 
im vorangehenden behandelten Art ein sehr bemerkenswertes Ver- 
fahren angegeben hat, welches auf ganz anderen Grundgedanken 
beruht wie die im vorangehenden durchgeführten Betrachtungen 
und andere hier nicht zur Verfügung stehende Hilfsmittel (Integra- 
tion vollständiger Differentiale von Funktionen von mehreren Ver- 
änderlichen und Invariantentheorie) benutzt. 


Integration unendlicher Reihen. 


457. Hinreichende Bedingungen der gliedweisen Inte- 
grierbarkeit. — Die so häufig vorkommende Darstellung einer 
Funktion durch eine unendliche Reihe gibt Anlaß zu folgender 
Frage: Wenn eine unendliche Reihe 

u(x); Wo; Ua); -, 
deren Glieder reellwertige Funktionen ein und derselben reellen 
Veränderlichen æ sind, in einem abgeschlossenen Intervall (a---b) 
überall konvergiert und jedes einzelne Glied der Reihe über dieses 
Intervall integrierbar ist, stellt dann auch die Summe U(x) der be- 
trachteten Reihe eine über das Intervall (a---b) integrierbare Funk- 
tion dar, bilden ferner die von a bis b erstreckten Integrale der 
Funktionen u,(&), Uz(&), tz(&),--- wieder eine konvergente Reihe, und 


b 
stimmt, wenn dies alles zutrifft, das Integral j. Ulx)dx mit der 
a 


Summe 


b b b 
l) u,(x)dx +f ua(z)dx +f Ulr)dc += 
a a a 


überein ? 
Sind alle diese Fragen zu bejahen, so sagt man kurz, das 
von a bis b erstreckte Integral der gegebenen Reihe könne durch 
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gliedweise Integration gefunden werden oder die Reihe sei von 
a bis b gliedweise integrierbar. Aber dieser Fall ist nicht der 
einzig mögliche. Auch hier zeigt sich vielmehr, daß man die 
Eigenschaften solcher Summen, die nur endlich viele Glieder haben, 
nicht ohne weiteres auf unendliche Reihen übertragen darf. Ist 
nämlich eine Reihe 


ww; Wlan; WR); 


von der soeben beschriebenen Art gegeben, so braucht ihre Summe 
U(x) überhaupt nicht über das Intervall (a---b) integrierbar zu 
sein. Ferner braucht die Reihe der von a bis b erstreckten Inte- 
grale der einzelnen Glieder nicht zu konvergieren !), und selbst 
wenn sie konvergiert und überdies die Summe U(x) über das 
Intervall (a---b) integrierbar ist, braucht die Summe 


b b "b 
J u(x) dæ +f u,(z)da +f u(z)dc+:-- 
a a a 


"b 
nicht mit dem Integral J Ux)dx übereinzustimmen. 
a 


Es möge genügen, hier auf ein Beispiel für diesen letzteren 
Fall näher einzugehen. Ein solches Prag für ein die Null ent- 
haltendes Intervall, etwa das Intervall (0---1), die schon in Nr. 298 
zu anderem Zwecke angeführte beständig ea Reihe 


2 
ar 


rn ar? -x AEL aae k 
, 


DOTTI ev e Ta Ixe 
Hier ist nämlich für jeden ganzen positiven Wert von n 


ul) + ugla) + H ul) = nee na 
folglich ; 


1) Beispiele solcher Fälle liefern für jedes die Null enthaltende Inter- 
vall, etwa das Intervall (0---1), die Reihen 


Er ee BE a S 
1i+a” Ipar ST ai 1+32° 1-+22° 
und 
2lg2. x Blg3rr _ 21g2-x 4lg4-x __31g3-x 


1+40°° 100 E T 1+162° 1492 


Weitere Beispiele gibt E. W. Hobson, The theory of functions of a real 
variable and the theory of Fourier’s series, Cambridge 1907, Nr. er S. 547 ff. 
v. Mangoldt, Einführung, II. 
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1 1 1 
Y uade f wadet f u,(a)dx 
0 0 0 
i na? 1 _na® f 1 1 a 
=j nge da—|— ze |-3-+: ; 
0 0 


Die links stehende Summe strebt also bei unbegrenzt wachsen- 
dem n dem Grenzwert 2 zu. Das heißt aber in anderen Worten: 


Die Reihe der von 0 bis 1 erstreckten Integrale der einzelnen 
Glieder konvergiert, und es ist ’ 


1 1 1 
f u,(a)da +f ulv) dx +f us(z)dæ +- =5. 
0 0 0 
Andererseits ist aber 
U(x) = lim [u (x) + ugl) + + u, (2) = lim (nxe”" 0, 
folglich auch 
1 
y Udr—b 
(1 


1 
und nicht etwa f Uisjds=}. 
k 2 


Der Grund dieser Erscheinung wird klar, wenn man sich 
überlegt, in welcher Weise sich das geometrische Bild der Funk- 


. — h x * . 
18x? tion y=nze in einem 
Y, y=18 xë 18x y 


rechtwinkeligen ebenen Koor- 
dinatensystem bei unbegrenzt 
wachsendem n der Geraden 
y=0 nähert. In Fig. 13 ist 
dieses Bild für n—2 und für 
n=18 näherungsweise richtig 
gezeichnet. Wie schon in Nr. 
298 erwähnt, hat die Funktion 


nxe ”” in dem Intervall (0-1) 
den Maximalwert Vz und er- 


reicht denselben für x= 


sae 
y?r 


Fig. 13. Der Gipfel ihres geometrischen 
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Bildes steigt also bei wachsendem n immer höher und ver- 
mag sich dabei über jede gegebene Grenze zu erheben. Zu- 
gleich kommt er aber auch der Ördinatenachse unbegrenzt nahe. 
Hat man zwischen 0 und 1 irgendeine feste Zahl x, nach Be- 
lieben angenommen, so rückt der Gipfel schließlich immer auf die 
linke Seite der Geraden x= x), und trotz seines Aufsteigens ist 


doch jedesmal lim (nn) =0. Gleichwohl bewirkt die Er- 


hebung des Gipfels, daß sich der Inhalt des Flächenstückes 
zwischen dem Intervall (0---1) der Abszissenachse und der Linie 


y=nxe "7 nicht dem Grenzwert 0, sondern dem Grenzwert $ 
nähert. 

Die eben erörterte und andere Eigentümlichkeiten werden 
Jedoch ausgeschlossen, wenn man voraussetzt, daß die gegebene 
Reihe in dem betrachteten Intervall gleichmäßig (Nr. 297) kon- 
vergiert, denn dann gilt der folgende 


Lehrsatz: Wenn eine unendliche Reihe 
ul); Ulm); WR) ++, 


deren @lieder reellwertige Funktionen ein und derselben reellen 
Veränderlichen x sind, in einem abgeschlossenen Intervall (a---b) 
gleichmäßig konvergiert und jedes einzelne Glied der Reihe über 
dieses Intervall integrierbar ist, so ist auch die Summe U(x) der 
Reihe über das Intervall (a---b) integrierbar. Ferner konvergiert 
die Reihe der von a bis b erstreckten Integrale der einzelnen 
Glieder, und es ist 


b b b +b 
(1288) f U@æ)dæ—= | udet | u(ædæ+ | u(æjdæ+ 


also gliedweise Integration zulässig. 
Zum Beweise werde für jeden ganzen positiven Wert von k 
u(x) + u(x) +--+ ule) = U, (2) 
und 
tr y1 (2) + Upr2l®) T Ukya (2) += Ræ) 
gesetzt. Ferner sei das Intervall (@---b) in eine beliebige An- 
zahl n von Teilen zerlegt, und es seien 


d,, Ôo, d;, ir: di 
9% 
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die Längen dieser Teilintervalle und für 2—=1,2,:-n jedesmal 
Sia Sear Tra 
die größten Schwankungen (Nr. 420) der Funktionen U(x), U,(), 
R,(&) für das Teilintervall von der Länge d,. Dann ist 
Doh 8,0 Hi Niah 
i=1 i=1 i=1 


Nun kann man nach willkürlicher Annahme einer beliebig 
kleinen positiven Konstanten £ infolge der gleichmäßigen Konver- 
genz der gegebenen Reihe zunächst die Zahl Æ so groß annehmen, 
daß für jeden dem Intervall (a---b) angehörenden Wert von x 


Kl < Ber) 


ist. Dann ist für jede gegebene Teilung des Intervalles (a---b) 
und für jeden bei derselben zulässigen Wert von 2 


Tha S al’ 


>) Sgp TU 


i=1 


also 


Ferner kann man, da jede der Funktionen u, (&), u,(®), =- u,(@), 
also auch die Summe U,(x) über das Intervall (a---b) integrierbar 
ist (Nr. 425, 4), die Anzahl n und die Längen d,, d 


ps ee dp, 80 
wählen, daß 


AMAA 
2st 
wird. Dann ist aber 


I8,<5+3=8 

i=1 
womit der Beweis für die Integrierbarkeit der Summe U(x) er- 
bracht ist. Hieraus folgt, daß auch die Funktion Z,(@)—U(x)— U,(®) 


für jeden möglichen Wert von k über das Intervall (a---b) inte- 
griert werden kann, und zugleich ergibt sich die Gleichung 


[@as-[Voar-[ Rear 
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Nun kann man aber nach willkürlicher Annahme einer be- 
liebig kleinen positiven Konstanten e wegen der gleichmäßigen 
Konvergenz eine positive Konstänte K so bestimmen, daß für 
jeden dem Intervall (a---b) angehörenden Wert von æ 


‚R,e)| = |b z a| 


wird, sobald % oberhalb K liegt. Ist dies geschehen, so ist für 
k>K auch 


*b 
f Ra)de <e. 
a 
Folglich nähert sich die Summe 


b b b *b 
J u (z)dx +f u,()dx + +] u@dz— | U,(e)da 
a a a a 


b 

bei unbegrenzt wachsendem :k dem Grenzwert f U({x)dx. Das 
a 

heißt aber in anderen Worten: Die Reihe 


“h b h 
J ul(a)da; N w(a)de; f. ula)de; 
a a a 


h 
konvergiert, wie behauptet wurde, und hat das Integral J U(x)dx 
a 


zur Summe. 

Nach Nr. 301 ist insbesondere jede Potenzreihe mit reellen 
Koeffizienten in jedem abgeschlossenen Teile ihres Konvergenz- 
bereiches gleichmäßig konvergent. Daher kann das über einen 
abgeschlossenen Teil des Konvergenzbereiches einer solchen Potenz- 
reihe erstreckte Integral ihrer Summe stets durch gliedweise Inte- 
gration gefunden werden. 

458. Potenzreihen für arcsin% und arctgæ. — Wenn man 
die Hauptwerte der Funktionen arcsinz und arctgx mit Hilfe 
des Satzes von Maclaurin durch Potenzreihen von æ darzustellen 
versucht, so kommt man aus dem Grunde auf Schwierigkeiten, 
weil sich für die höheren Ableitungen dieser Funktionen keine 
einfachen Ausdrücke ergeben. Dagegen kommt man ohne jedes 
Hindernis zum Ziel, wenn man von dem Endergebnis der vorigen 
Nummer Gebrauch macht. Für jeden zwischen (—1) und 1 ent- 
haltenen Wert von x gilt nämlich, wofern das Zeichen arcsinz 
den Hauptwert bedeutet, die Gleichung 
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© ds 
Age 

Ähnlich ist, wenn auch Ber arctgx der Hauptwert ver- 
standen wird, für jeden Wert von æ 


arctga= | © T 
I+E 


Nun ist für —1<&<C1 nach Nr. 293, G]. (629) 


arcsinx = 


a = 5 


= A) er I 4 5,6 Er 
ee Ir 


Hieraus folgt aber, wenn auch x absolut genommen kleiner 
als 1 ist, durch Integration über das Intervall (0---x) 


(1289) aresine—ac+,!, er nn : wpe 


und 
3 5 t 
(1290) arctge=x— $ En S = 7 ee, 


Die beiden so erhaltenen Reihen sind auch noch für =+1 
konvergent. Für die zweite Reihe ist dies ohne weiteres ersicht- 
lich, aber auch für die erste läßt es sich beweisen, allerdings 
nicht mittels der in Nr. 290 angegebenen einfachsten hinreichenden 
Bedingung der Konvergenz, wohl aber, wenn man gewisse feinere 
Kennzeichen der Konvergenz zu Hilfe nimmt, deren Erörterung 
jedoch hier zu weit führen würde. Da ferner die beiden Seiten 
der Gleichung (1289) und ebenso auch der Gleichung (1290) sowohl 
für —1 als für &——1 stetig sind, so bleiben die Gleichungen 
(1289) und (1290) auch noch für +1 richtig. 

459. Berechnung der Zahl x. — Mit Hilfe der Gleichung 
(1290) kann man die Zahl x verhältnismäßig leicht auf eine größere 
Anzahl von Dezimalen berechnen. Doch bedarf es dazu noch 
einiger besonderen Kunstgriffe. Setzt man nämlich 2—1, so er- 


hält man zwar für arctg1— die schon von J. Gregory (1638 
bis. 1675) und G. W. Leibniz (1646—1716) gefundene!) Gleichung 


1) Näheres bei M. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathe- 
matik, Bd. 3, Kapitel 86, Leipzig, 1. Aufl. 1894, S. 71, 2, Aufl. 1901, S. 75. 
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uå 1 1 1 
NE N 


aber hier konvergiert die rechts stehende Reihe so langsam, daß 
sie sich nicht zur genaueren Berechnung eignet. Diese Schwierig- 
keit läßt sich jedoch vermeiden, wenn man sich den Winkel T 


aus mehreren Teilen zusammengesetzt denkt, deren Tangenten 
echt gebrochene rationale Zahlen sind. Dies ist auf mannigfach 
verschiedene Weisen möglich. Ist nämlich « irgendeine positive 


unterhalb 7 liegende Zahl und = — «, so ist 


n 
Er Fer 


irtgiige l+tga š 

Man kann also tg« einem beliebigen rationalen echten Bruche 
gleichsetzen und erhält dann auch für tg einen rationalen echten 
Bruch. Setzt man insbesondere tg« — 2 ‚so kann man den Winkel « 
bequem aus der Gleichung 


berechnen. Zugleich wird 
2 
gd=z- 
Nun ist zwar auch dieser Bruch noch zu groß, als daß sich 


sein Arkustangens sofort berechnen ließe; aber man kann auf dem 
betretenen Wege weiter fortschreiten. Setzt man nämlich, unter « 


den oben berechneten Wert arctg + verstehend, 


B=ea+y 
so erhält man 
Re E 
tgr =tg@- =r r =i 
img N" 
Setzt man nunmehr 
Tæma + Ö, 
so bekommt man 
7 1 
177 8 9 
w=-gy—- )=-- = 
EEE 
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und wenn man endlich noch 


d=a-+te 
setzt, so findet sich 
9 1 
gt = —— 
339 
1+4°7 j 


Damit ist man bei einer Zahl angelangt, deren Arkustangens 
sich schnell berechnen läßt. Alles zusammengefaßt, bekommt man 
schließlich 


n 1 1 
gm taretg g — arctg 555 


1 1 1 1 h 
(129)} = G-star +) 


dk | 1 1 
(83 a tz Tot ne \ 


Nach dieser Formel ist die Zahl x von dem englischen Astro- 
nomen J. Machin um 1706 bis auf 100 Dezimalen') und von 
W. Shanks 1873 sogar bis auf 707 Dezimalen ?) berechnet worden. 


460. Hinreichende Bedingung der gliedweisen Differenzier- 
barkeit. — Wenn eine unendliche Reihe 
09) uw); Wa; wa; ++, 
deren Glieder Funktionen ein und derselben Veränderlichen v 
sind, in einem Intervall 3 konvergiert und jedes einzelne Glied 
der Reihe in diesem Intervall differenzierbar ist, so Kann es 
sein, daß die in dem Intervall 3 durch die Summe der Reihe (1) 
dargestellte Funktion U(x) daselbst überall differenzierbar ist, dal 
ferner die aus den Ableitungen der einzelnen Glieder gebildete 
Reihe 


(II) ua); Uax); Use); 


1) Näheres bei M. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathe- 
matik, Bd.3, Kapitel 97, Leipzig, 1. Aufl. 1894, S. 350, 2. Aufl. 1901, S. 367, 
und bei A. von Braunmühl, Vorlesungen über Geschichte der Trigono- 
metrie, 2. Teil, Leipzig 1903, 8.80, sowie bei Th. Vahlen, Konstruktionen 
und Approximationen, Leipzig und Berlin 1911, S. 277. In diesen letzteren 
Werken finden sich auch eingehende Angaben über andere ältere und neuere 
Berechnungen der Zahl x. 

2) Proceedings of the Royal Society of London, Bd. 21, 1873, S. 318; Be- 
richtigung Bd, 22, 1874, S. 45. 
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ebenfalls in 3 konvergiert und daß ihre Summe mit der Ableitung 
U’(&) der Summe U(x) übereinstimmt. Trifft dies alles zu, so sagt 
man kurz, die Reihe (I) sei in 3 gliedweise differenzierbar. Aber 
neben diesem praktisch wichtigsten Falle sind noch andere Fälle 
möglich, z. B. daß die Reihe (Il) in 3 nicht überall oder sogar 
nirgends konvergiert'), oder daß die Funktion U(x) in 3 nicht 
überall oder sogar nirgends differenzierbar ist?).. Deswegen ist 
es wichtig, wenigstens eine Bedingung zu kennen, unter der man 
sich darauf verlassen kann, daß der zuerst erwähnte Hauptfall 
vorliegt. Eine solche Bedingung liefert der folgende 


Lehrsatz: Wenn die Glieder einer unendlichen Reihe 
a) u,(®); uala); u(x); 
Funktionen ein und derselben Veränderlichen æ sind, wenn ferner 


alle diese Funktionen in ein und demselben Intervall 3 stetige Ab- 
leitungen haben und die aus den letzteren gebildete Reihe 

(I1) wa; Wa; ua); 

in 3 gleichmäßig konvergiert, so ist die Reihe (I), sofern sie an 
irgend einer dem Intervall X angehörenden Stelle a konvergiert, in 
diesem Intervall überall konvergent und ihre Summe U(x) eine 
daselbst differenzierbare Funktion, deren Ableitung dureh glied- 


weise Differentiation gebildet werden kann. Es gilt also dann in 
3 die Gleichung 


U’ (x)= u, (æ) + uale) + ugle) +. 
1) Ein derartiges Verhalten zeigt die Reihe 
sinr; 4 sin (2x); + sin(32); 


Diese Reihe ist nämlich, wie aus den Anfangsgründen der Lehre von den 
Fourierschen Reihen folgt, für jeden Wert von w konvergent und hat für 
0<xr<nr die Summe 15 . Die Summe der Reihe stellt also eine zwi- 
schen 0 und x überall differenzierbare Funktion dar, Trotzdem ist die aus 
den Ableitungen der einzelnen Glieder bestehende Reihe 

cos; cos(2.r); cos(3 x); 
für keinen Wert von æ konvergent. 

2) Einen Beleg für diese Möglichkeit liefert das von K. Weierstrass 
angegebene erste Beispiel einer stetigen nirgends differenzierbaren Funktion, 
welches im Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 79, 1875, 
5, 29, und in K. Weierstrass, Mathematische Werke, Bd. 2, Berlin 1895, 
. 71, veröffentlicht wurde. Vgl. Bd. 2, S. 56, Fußnote 1. 


m g 
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Beweis: Nach Einschränkung der Veränderlichen x auf das 
Intervall 3 sei zur Abkürzung 


wlx) + usla) + Us) +- —= Va) 
gesetzt. Dann ist V(&) eine in dem Intervall (a---x) stetige Funk- 


tion, deren Integral durch gliedweise Integration berechnet werden 
kann, d. h. es ist 


Joas H f CIAT Í Ved 
oder 
[u (x) — u,(a)]) + [uz(®) — uala)] + [ua (£) — usla) +: | Vle)as. 


Addiert man nun beiderseits die Summe U(a) der nach Voraus- 
setzung Konvergenten Reihe 


u,(a); us(a); Usla); e =s 


so erkennt man, daß die Reihe (I) in 3 konvergiert, und erhält 
zugleich für ihre Summe U(x) die Gleichung 


Ula) = u(x) + Ua) + ul) + -= r LO +Ula). 


Daraus folgt aber sofort, daß U(x) in 3 difterenzierbar und 
daß daselbst überall 
U'(x) = V(x) = u(x) + uale) + usle) +- 
ist, wie behauptet wurde. !) Insbesondere ist, wie schon in Nr.303 
auf anderem Wege gezeigt wurde, jede als Summe einer konver- 
genten Potenzreihe dargestellte Funktion im Innern des Konver- 


genzbereiches differenzierbar und kann daselbst dadurch differen- 
ziert werden, daß man die einzelnen Glieder differenziert. 


1) Andere hinreichende Bedingungen für die gliedweise Differenzierbar- 
keit haben U. Dini, Grundlagen für eine Theorie der Funktionen einer ver- 
änderlichen reellen Größe, deutsch von J. Lüroth und A. Schepp, Leipzig 
1892, § 100—106, S. 150ff. und W. F. Osgood, American Journal of Mathe- 
matics, Vol. 19, 1897, S. 188, und Bulletin of the American mathematical so- 
ciety, 2. Series, Vol. 3, 1897, S. 79, angegeben. 
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Siebzehnter Abschnitt. 


Anwendungen einfacher Integrale. 


461. Inhaltsbereehnung durch Zerlegung in Streifen. — 
Wenn es sich darum handelt, den Inhalt eines krummlinig be- 
grenzten ebenen Bereiches zu ermitteln, so empfiehlt es sich im 
allgemeinen, zunächst zu versuchen, den gegebenen Bereich nach 
Zugrundelegung eines rechtwinkeligen Koordinatensystems, so wie 
es die Figuren 14 und 15 andeuten, durch Addition und Subtrak- 
tion aus einer endlichen Anzahl von Bereichen der in Nr. 419 er- 
wähnten Art zusammenzusetzen und dann diejenigen Integrale zu 
berechnen, welche die Inhalte dieser Bereiche darstellen. Dieses 
Verfahren kann treffend als Inhaltsberechnung durch Zerlegung 
in Streifen bezeichnet werden. Für die Anwendbarkeit dieses 


El ihi M 


Fig. 14. Fig. 15 


Verfahrens braucht es kein Hindernis zu bilden, wenn eines der 
in Betracht kommenden krummen Linienstücke in dem angenom- 
menen System rechtwinkeliger Koordinaten x, y nicht ohne weiteres 
durch eine Gleichung von der Form y= f(x) darstellbar, sondern 
statt dessen durch eine Parameterdarstellung gegeben ist. Denn 
es gilt der folgende 

Lehrsatz: In einem System rechtwinkeliger Koordinaten 
xæ, y sei ein nirgends unterhalb der »-Achse verlaufendes Linien- 
stück | durch zwei Gleichungen 


=); y-ıl 
gegeben, wobei der Parameter t von einem endlichen Anfangswert 


a bis zu einem endlichen Endwert B stetig zuzunehmen hat und 
pt), xt) zwei in dem Intervall (a---8) stetige Funktionen be- 


aryc 


ur 
GABINET Re z 
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deuten, von denen die erste daselbst eine stetige Ableitung hat 
und sich bei wachsendem t beständig in gleichem Sinne ändert. 
Dann wird der Inhalt J desjenigen Bereiches, den das von einem 
beweglichen Punkte P von | auf die x-Achse herabgelassene Lot 
überstreicht, wenn der zu P gehörende Parameterwert von « bis 8 
zunimmt, durch die Gleichung 


(1292) J= |" g'(t)dt 


gegeben, vorausgesetzt, daß man dem erwähnten Bereich einen 
positiven oder negativen Inhalt beilegt, je nachdem die Funktion 
p(t) bei wachsendem t zu- oder abnimmt. 

Bei den gemachten Annahmen kann man nämlich, nachdem 
man die Veränderliche x auf das Intervall mit den Grenzen p(«)= a 
und g(#)—b eingeschränkt hat, den Parameter ? als eine durch 
die Gleichung 

x= g(t) 
in Verbindung mit der Ungleichung «< t< bestimmte Funktion 
von x ansehen, ganz einerlei, ob diese Funktion in geschlossener 
Form darstellbar ist oder nicht. Denkt man sich dann diese 
Funktion an Stelle von ? in die Gleichung y= z(t) eingesetzt, so 
geht y in eine Funktion f(x) von x über, und es ist 


J= f Near. 


Nun kann man aber das rechts stehende Integral dadurch 
umformen, daß man an Stelle von æ den Parameter £ als neue 
Integrationsveränderliche einführt, und erhält dadurch die zu be- 
weisende Gleichung (1292). 

Beispielsweise ergibt sich hieraus für den Inhalt J des Be- 
reiches, welcher von dem durch die Gleichungen 

z=r(t— sind); y=r(1— cost) 
in Verbindung mit der Ungleichung 0<1<2x dargestellten Zy- 
kloidenbogen (vgl. Nr. 343, 4) und der z-Achse begrenzt wird, 
die Gleichung 


er 2n z 
J=r (1— cost) dt 
0 


an 
| (1 — 2cost + cos)dt—=3ar” 
vo 
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462. Inhaltsberechnung durch Zerlegung in Sektoren. — 
Stellen sich dem in der vorigen Nummer angegebenen Verfahren 
der Inhaltsberechnung irgendwelche Schwierigkeiten entgegen, so 
kann man manchmal zum Ziel gelangen, indem man sich eines 
zweiten Verfahrens bedient, welches sich durch die Bezeichnung 
Inhaltsberechnung durch Zerlegung in Sektoren kennzeichnen 
läßt. Dieses zweite Verfahren besteht darin, daß man den ge- 
gebenen Bereich durch Addition und Subtraktion aus Bereichen 
zusammenzusetzen sucht, von denen jeder einzelne durch zwei 


Fig. 16. 


von einem Punkt O (Fig. 16) ausgehende Strecken und ein ihre 
Endpunkte A, B verbindendes einfaches Linienstück begrenzt ist. 
Seine Grundlage bildet der folgende 

Lehrsatz: Es seien a, B irgend zwei den Bedingungen 


a<ß und B—a<2%xr 
genügende Konstante und flp) eine für das abgeschlossene Inter- 
vall (aß) erklärte und daselbst nirgends negative Funktion. 
Ferner sei (Fig. 16) in der Ebene eines Systems ebener Polar- 
koordinaten ọ, p eine Punktmenge durch die Gleichung 


ef) 
gegeben, und ein zugehöriger Bereich Y durch die Festsetzung ab- 
gegrenzt, daß er diejenigen, aber auch nur diejenigen Punkte ent- 
halten soll, für welche die Abweichung œ nicht außerhalb der 
Grenzen a und B und zugleich der Leitstrahl nicht außerhalb der 
Grenzen 0 und o9—f(y) liegt. Wenn dann die Funktion flg) über 
das Intervall (@---8) integrierbar ist, so hat der Bereich B einen 
bestimmten Flächeninhalt J und dieser wird durch die Gleichung 
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ı f? 2 uke 2 
(1293) J=} f Bay} f roay 
& & 
gegeben. 
Beweis: Man denke sich das Intervall (@---3) in eine be- 
liebige Anzahl n von Teilen zerlegt, deren Längen der Reihe 
nach d,, d,, + d, heißen mögen, denke sich auch den Bereich ® 


durch Halbstrahlen, welche vom Nullpunkt ausgehen, in der ent- 
sprechenden Weise geteilt und verstehe unter 


Ir Jar `t In 
die unteren und unter 
Go Gayea G 


n 


die oberen Grenzen der Funktion (ø) für die einzelnen Teilinter- 
valle. Ferner denke man sich für 2—1, 2, --- n jedesmal mit den 
Radien g, und G, um den Nullpunkt zwei Kreisbogen beschrieben. 
welche zusammen mit den Halbstrahlen, die den A-ten Teil des 
Bereiches Y begrenzen, zwei Sektoren bilden, von denen der eine 
in diesem Teil enthalten ist und der andere ihn umschließt. Dann 
hat die Summe der eingeschlossenen Kreissektoren den Inhalt 


DIR und die der umschließenden den Inhalt >> G,J,. Zw 
i=1 i=1 
gleich bildet die erstere eine in dem Bereich 8 enthaltene, 
die zweite eine ihn umschließende Fläche. Ferner kann man, 
da die Funktion f(p), also nach Nr. 425 auch die Funktion 
(f(p)® über das Intervall («---?) integrierbar ist, nach willkür- 
licher Annahme einer bsliebig kleinen positiven Konstanten £ 
durch passende Wahl der Anzahl n und der Längen d,, d,, =- d, 


n 
stets erreichen, daß der Unterschied der Summen 3D Gô, und 
>17 


n 
1 s ; : 
TO 9,6, kleiner als z wird. Konstruiert man sodann, was immer 
a1 
möglich ist, einen von einer endlichen Anzahl gerader Strecken 
begrenzten Bereich 3,, der von der inneren Sektorensumme ein- 
geschlossen wird und dessen Inhalt sich von dem ihrigen um 


weniger als $ unterscheidet, sowie ein die äußere Sektorensumme 
umschließendes Vieleck ®,, dessen Inhalt von dem ihrigen eben- 
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falls um weniger als $ abweicht, so erhält man zwei geradlinig 


begrenzte Bereiche, deren Inhalte sich um weniger als è unter- 
scheiden und von denen der eine von dem Bereich ® eingeschlossen 
ist, während der andere ihn umschließt. Damit ist der Beweis 
erbracht, daß dem Bereich 8 wirklich ein Flächeninhalt zukommt, 
und zugleich folgt aus dem vorangehenden, daß dieser Inhalt durch 


ê 
den Ausdruck £ $ (fip))”dy dargestellt wird. 
“Ja 


Von der Einschränkung, daß ?—«<{2x sein soll, kann man 
sich nachträglich leicht befreien. Das gewonnene Ergebnis bleibt 
nämlich auch für ?—«>2x bestehen, wenn man sich die Ebene, 
so wie es Fig. 17 andeutet, von dem Bereich Y stellenweise mehr- 


Fig. 17. 


fach überdeckt denkt und dann bei der Inhaltsberechnung alle 
mehrfach überdeckten Teile entsprechend oft in Anschlag bringt. 

Endlich kann auch die Forderung, daß «<£ sein soll, fallen 
gelassen werden, wenn man im entgegengesetzten Fall dem Be- 
reich Y einen negativen Inhalt zuschreibt. 

Aus dem im vorangehenden erhaltenen Satze folgt nun ohne 
viel Mühe noch ein anderer, der bei den Anwendungen oft be- 
quemer ist, weil er sich auf den Fall bezieht, daß man die zu 
betrachtende Figur auf rechtwinkelige Koordinaten bezogen 
hat. Dieser zweite Satz lautet folgendermaßen: 

In einer Ebene mit einem System rechtwinkeliger Koordinaten x, y 
(Fig. 18) sei ein einfaches Linienstück | dureh zwei Gleichungen 
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x= g(t); y—h(t) 
gegeben, in denen git) und h(t) Funktionen bedeuten, die in einem 
abgeschlossenen Intervall differenzierbar und deren Ableitungen 
daselbst stetig und so beschaffen sind, daß die Determinante 
Od AU) 

DO ga wo) 
nirgends gleich Null wird. Dann dreht sich der vom Koordinaten- 
anfang O nach dem beweglichen Punkte P mit den Koordinaten 
x= g(t), y = h(t) führende Leitstrahl, wenn t stetig von der unteren 
Grenze a des erwähnten. Intervalles bis zu dessen oberer Grenze b 
zunimmt, beständig im gleichen Sinne fortschreitend um einen end- 
liehen Winkel, und der Inhalt J des Bereiches B, den er dabei 
überstreicht, wird stets durch die @leichung 


b 
) 1f D rA 
(1294) A= JA a nola’ 


gegeben, wofern man nur 

1. — jeden etwa vorkommenden mehrfach überstrichenen Teil 
der Ebene auch entsprechend oft zählt und 

2. — in Übereinstimmung mit der am Schluß der Nr. 418 er- 
wähnten Erklärung den Inhalt des Bereiches B durch eine positive 
oder eine negative Zahl mißt, je nachdem sich der Leitstrahl OP 
bei wachsendem t im positiven oder im negativen Sinne dreht. 

Beweis: Da die Determinante D (t) in dem Intervall (a---b) 
nirgends verschwindet, werden auch die Funktionen g(¢), A(t) da- 
selbst niemals gleichzeitig gleich Null. Folglich ist auch der 
kleinste Wert, den die stetige Funktion VI)’ +148} in dem 
Intervall (a---b) erwirbt, von Null verschieden. Er heiße rọ. 
Ferner sei t irgendein fester, dem Intervall (a---b) angehörender 
Wert von ? und P, der entsprechende Punkt von [. Dann liegt 
der bewegliche Punkt P mit den Koordinaten g(f), A(t) sicher so- 
lange nicht auf der Verlängerung der Strecke O.P, über O hinaus, 
als der Abstand P,P kleiner als 2r, oder 


Bd — ge) + AORE Ar 
ist. Nun ist aber 
gu—gÄ)—lt—L)gle) und  Alt)—ht)=(t—t)k (r), 
wo z und z’ Mittelwerte zwischen #4 und ? bedeuten. Folglich 


http://rcin.org.pl 


Nr. 462. Inhaltsberechnung durch Zerlegung in Sektoren. 145 


wird die vorangehende Ungleichung stets erfüllt, wenn man zunächst 
eine Konstante M derart wählt, daß sie größer ist als jeder Wert, 
den |g(t)|, und auch größer als jeder Wert, den |%(f)] in dem Inter- 
vall (@---b) zu erwerben vermag, und sodann ź so nahe bei tọ an- 
nimmt, daß 


ny2 
M 


ist. Die in der letzteren Gleichung rechts stehende, von Null ver- 


2(t— i) M4r oder |t—-t|<- 


9 


schiedene Konstante ” ii : geht aber in der endlichen Differenz 


(b— a) nur eine endliche Anzahl von Malen auf. Daher kann 
man eine ganze positive Zahl k so bestimmen, daß 


(k—1) en <b—a<ı"V? 


ist, und hierauf die REN p des Leitstrahles OP für das 
ganze Intervall (a---b) eindeutig als Funktion des Parameters ż 
erklären, indem man folgende Festsetzungen trifft: 


1. — Nachdem für die Abweichung der zu dem Anfangswert a 
des Parameters £ gehörenden Anfangslage OA des Leitstrahles OP 
unter den möglichen Werten der Abweichung ein bestimmter Wert « 
ausgewählt ist, soll für jeden der Bedingung 


M 

genügenden Wert von ? für die Abweichung des Leitstrahles OP 

der zwischen (« — x) und (« + x) liegende Wert genommen werden. 
2. — Wenn k>1 ist und 9, denjenigen Wert der Abweichung 

r,V2 


bedeutet, der sich nach der vorigen Festsetzung für REN Er: 
ergibt, so soll, solange 


2 
d-+ nV ist rv? 


ist, für die Abweichung ø stets der zwischen (p; 2) und (p, + x) 
enthaltene Wert genommen werden. 


3. — Wenn k auch größer als 2 ist und ø, denjenigen Wert 
der Abweichung bedeutet, der sich nach der eben getroffenen Fest- 


2 
setzung für =a+2- a ergibt, so soll, solange 
v. Mangoldt, Einführung, = 10 
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a+2 DV ars we 


ist, für die Abweichung p der zwischen (Pa Si und (P + x) ent- 
haltene Wert genommen werden, und so fort. 

Die so erklärte Abweichung œ läßt sich kurz als diejenige 
bezeichnen, die aus dem Anfangswert « durch stetige Fortsetzung 
entsteht. Sie ist, wie man sofort einsieht, eine in dem Intervall (a. --b) 
überall stetige Funktion des Parameters /. Sie erfüllt ferner die 
Gleichungen 


(1295) Vig) "+ OF cosg = g(t) 
Vig? + AAF sing =h) 


und ist daher auch durchweg differenzierbar. Dies folgt nämlich, 
solange 9 keinem ganzzahligen Vielfachen von æ gleichkommt, 
aus der ersten Gleichung und, wenn ø mit einem solchen Viel- 
fachen zusammenfällt, aus der zweiten. Zugleich ergibt sich 


— Vie +O sait a Vigi Kun ee DT gl 


De cosg Ê yuo hio sing = k (t), 


Via + Al) 
woraus durch Multiplikation mit (— sing) und cosp und nach- 
folgende Addition 


Via? + [Ad = — — g (t)sinp + k (t)cosp 


folgt. Hieraus erhält man endlich, indem man für cosø und sinp 
die durch die Gleichungen (1295) gegebenen Werte einsetzt, 


de _ HOLK J— Uhl ) 


dt Bor + (0 


Nun steht hier im Zähler der rechten Seite gerade die Deter- 
minante D(t), von welcher vorausgesetzt wurde, daß sie in dem 
Intervall (@---b) dauernd von Null verschieden sei. Also kann 


auch die Ableitung niemals gleich Null werden und niemals 


ihr Vorzeichen wechseln. Der Leitstrahl OP dreht sich somit bei 
wachsendem ? beständig im gleichen Sinne, wie behauptet wurde, 
und kann dabei auch nur einen Winkel von endlicher Größe 
überstreichen, da ja die Abweichung p, wenn sie von dem Anfangs- 


(1296) 


http://rcin.org.pl 


Nr, 462. Inhaltsbereehnung durch Zerlegung in Sektoren. 147 


wert « nach dem oben beschriebenen Verfahren stetig fortgesetzt 
wird, für den Endwert b des Parameters t einen endlichen End- 
wert erwirbt. Dieser Endwert heiße 8. Dann ist nicht nur o 
eine in dem Intervall (a---b) differenzierbare Funktion von f, 
sondern auch umgekehrt £ eine in dem abgeschlossenen Intervall 
(a --- 8): differenzierbare Funktion von ø. Folglich kann auch die 
durch die Gleichung 


(1297) o =V igit? + [Ach 


gegebene Länge ọ des Leitstrahles OP als eine Funktion der Ab- 
weichung ø angesehen werden, und da diese Funktion stetig ist, 
so wird der gemäß der obigen Festsetzung als positiv oder negativ 
anzusehende Inhalt J des von dem Leitstrahl OP überstrichenen 
Bereiches Y durch den Ausdruck 


1/[P, 
7) odo 
[43 


dargestellt. Formt man nun das hier vorkommende Integral da- 
durch um, daß man statt der Integrationsveränderlichen 9 den 
Parameter ? als neue Integrationsveränderliche einführt, so erhält 
man bei Berücksichtigung der Gleichungen (1296) und (1297) nach 
einer von selbst sich darbietenden Vereinfachung 


De , z 
I, | WOKA —gOhNdt, 


womit die Behauptung bewiesen ist. 


Die hiermit gewonnene Formel für die Inhaltsberechnung 
durch Zerlegung in Sektoren bleibt sehr oft auch dann 
noch gültig, wenn die zu- 
nächst gemachten Voraus- 
setzungen nicht mehr in 
vollem Umfang erfüllt sind. 
Namentlich ist sie in den prak- 
tisch vorkommenden Fällen 
fast immer auch dann noch 
anwendbar, wenn die Deter- 
minante D(t) für eine end- 
liche Anzahl dem Intervall 
D/b=9, weil g(b)=h(b)=0 (a--.b) angehörender Stellen 

Fig. 19. gleich Null wird. Sind z. B. 
10* 
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alle bisher gemachten Voraussetzungen erfüllt mit der einzigen A us- 
nahme, daß D(b)=0 ist, und strebt zugleich der Halbstrahl OP, 
wie es z. B. in den durch die Figuren 19 und 20 angedeuteten 
Fällen zutrifft, einer Grenzlage zut), 
wenn £ wachsend dem Wert b un- 
begrenzt nahe rückt, so hat der von 
dem Leitstrahl OP überstrichene 
Bereich B immer, noch einen be- 
stimmten Inhalt, und dieser wird 
auch durch den angegebenen Aus- 
druck dargestellt. Der Leitstrahl 
OP dreht sich nämlich nach wie 
vor bei wachsendem £ beständig in 
demselben Sinne, und der von ihm 
überstrichene Bereich Y kann nach 
willkürlicher Annahme einer posi- 
tiven unterhalb (b— a) liegenden 
Fig. 20. Zahl n in die beiden den Intervallen 

(a---b— n) und (b—n---b) entspre- 

chenden Teile zerlegt werden. Von diesen hat aber der erste den 


O| Diij=o weil grl):hta=glb:hlb) A 


b—n 
Inhalt w i D(t)dt, der bei verschwindendem 7 dem Grenzwert 
"Ja 


b 
2 f D(t)dt zustrebt, während der zweite Teil in ein Dreieck von 
“Va 


vorgeschriebenem, beliebig kleinem Inhalt eingeschlossen werden 
kann, sobald nur y unter einer gewissen Grenze liegt. 

Genau Entsprechendes gilt, wenn nur insofern eine Abweichung 
von den früheren Voraussetzungen vorliegt, als D(a)=0 ist, dabei 
aber der Halbstrahl OP einer Grenzlage zustrebt, wenn der Para- 
meter ? abnehmend dem Wert a unbegrenzt nahe rückt. 

Endlich darf D(t) auch für eine endliche Anzahl im Innern 
des Intervalles (a---b) liegender Werte verschwinden, sobald nur 
alle übrigen Voraussetzungen erfüllt sind und der Halbstrahl OP 
jedesmal einer Grenzlage zustrebt, wenn ? zunehmend oder ab- 
nehmend in eine der zwischen a und b liegenden Nullstellen 


1) Der entgegengesetzte Fall wäre der, daß der Punkt P, wenn £ wachsend 
unendlich nahe an b heranrückt, längs einer Spirale mit unendlich vielen Win- 
dungen dem Nullpunkt unbegrenzt nahe kommt, und ist ohne praktische 
Bedeutung. 
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von D(t) übergeht. Um dies einzusehen, hat man nur nötig, das 
Intervall (@---b) in Teile zu zerlegen, welche jene Nullstellen als 
Grenzen haben. Wechselt die Determinante bei ihrem Nullwerden 
ihr Vorzeichen, so liefert die Formel natürlich diejenige algebraische 
Summe, die sich ergibt, wenn man (Fig. 21) die Inhalte der im 
positiven Sinne überstrichenen Flächenteile durch positive und 
die Inhalte der im negativen Sinne überstrichenen Flächenteile 
durch negative Zahlen mißt. 


Infolge der angegebenen Erweiterungen kann man mittels der 
gewonnenen Formel den Inhalt eines von einer einfachen ge- 


ona-ne- OBC=0ACR 
a 


ABCD=0BCD-0BAD 
Fig. 21. Fig. 22. 


schlossenen Linie umschlossenen Bereiches B (Fig. 22) sehr oft 
auch dann finden, wenn der Koordinatenanfang O nicht im Innern 
von 3 liegt, indem sich der Leitstrahl OP, wenn der Punkt P 
den Umfang von Y im positiven Sinne durchläuft, bald in positiver, 
bald in negativer Richtung dreht und die algebraische Summe der 
mit den richtigen Vorzeichen versehenen Inhalte der positiv und 
negativ überstrichenen Bereiche gerade den Inhalt des Bereiches Y 
ergibt. 


463. Beispiele und Übungsaufgaben. — 1. — In einer Ebene 
mit einem System rechtwinkeliger Koordinaten x, y sei eine Parabel 
vom Halbparameter p gegeben durch die Gleichung 


y=2pe. 


Man soll den Flächeninhalt J eines Segmentes berechnen, 
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welches von einem Bogen dieser Parabel und der seine Endpunkte 
verbindenden Sehne begrenzt wird, und zwar r 
I. — wenn die Sehne auf der Achse der Parabel senkrecht 
stelt (Fig. 23) und die Abszisse a ihres Schnittpunktes mit 
der Achse gegeben ist, 
II. — wenn die Sehne vom Scheitel O der Parabel ausgeht (Fig. 24) 


y 
aK 
V 


Fig. 28. j Fig. 24. 


und die Abszisse « des Punktes A gegeben ist, in welchem 
sie die Parabel zum zweitenmal schneidet, 

III. — wenn die Sehne zwei belie- 
bige Punkte A,, A, (Fig. 25) 
der Parabel verbindet unddie 
Koordinaten dieser Punkte 
gegeben sind. 

Lösungen: I. — Mittels der 
Inhaltsberechnung durch Zerlegung 
in Streifen erhält man sofort 


ra — 2 
7-2] Viprda—2V2p yat 
0 


oder, wenn man zur Abkürzung 
V2pa—b setzt, so daß b die halbe 
Länge der Sehne bedeutet, 


4 


TT. — Es sei A, der Fußpunkt des vom Anfang auf die Achse 
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der Parabel gefällten Lotes, und es werde zunächst vorausgesetzt, 
daß die Ordinate b des Punktes A positiv, also b= + Y2pa sei. 
Dann erhält man dadurch, daß man den Inhalt des Dreiecks 
OA ,A von dem Inhalt desjenigen Bereiches abzieht, der von dem 
Parabelbogen OA und den Strecken OA,, A,A begrenzt wird, 


ug 1 1 
J== — — == — 
z ab z ab gab. 


Zu demselben Ergebnis führt die Inhaltsberechnung durch 
Zerlegung in Sektoren. Denkt man sich nämlich die Parabel 
durch die beiden Gleichungen 


zul; y=rapt 
dargestellt, so wird das gegebene Segment von dem zu dem Para- 
meterwert ? gehörenden Leitstrahl überstrichen, wenn Z£ von 0 bis 
Va zunimmt, und zwar im negativen Sinne. Man erhält also 


9m ya 52 o 
=V TRAT Va’ =} ab 
u 
wie zuvor. 
Ist die Ordinate b negativ, so gibt der Ausdruck ab auch 


noch den Inhalt des Segmentes, wenn dieser als negativ ange- 
sehen wird. 

III. — Es seien a,, b, die Kordinaten des Punktes A, und 
ə, ba die Koordinaten des Punktes A,, und es werde zunächst 
vorausgesetzt, daß a,b, < daba sei. Dann erhält man, indem man 
sich den Inhalt des von der Sehne A,A, abgeschnittenen Seg- 
mentes durch Addition und Subtraktion aus den mit den richtigen 
Vorzeichen genommenen Inhalten der von den Sehnen OA, und 
OA, abgeschnittenen Segmente und des Dreiecks 0A,A, zu- 
sammengesetzt denkt, in allen Fällen die Gleichung 


J=} (da ba —4, b,) Sy + (a, ba Zu" a,b,) s 


Dieselbe Formel gilt auch noch, wenn a,b, >a,b, ist, wofern 
man dann den Inhalt des von der Sehne A, A, abgeschnittenen 
Segmentes als negativ ansieht. 

2, — Eine Parabel vom Halbparameter p (Fig. 26) ist auf 
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ein System von Polarkoordinaten ọ, 9 bezogen, dessen Anfang 
mit dem Brennpunkt F der Parabel zusammenfällt und dessen 
Achse nach dem Scheitel der Parabel hin 
gerichtet ist. Durch einen Bogen dieser 
Parabel und die nach seinen Endpunkten 
A, B führenden Leitstrahlen ist ein Sek- 
tor FAB begrenzt. Man soll den Flä- 
cheninhalt dieses Sektors finden, wenn 
die zwischen (— x) und x enthaltenen 
Werte «, # der Abweichungen der Punkte 
A, B gegeben sind. 

Lösung: In dem angenommenen Ko- 
ordinatensystem wird die gegebene Para- 
bel durch die Gleichung 


a: p 
0 TF coso 


Fig. 26. dargestellt. Hiervon überzeugt man sich 
leicht, wenn man die Parabel zunächst in 
einem System rechtwinkeliger Koordinaten æ, y mit dem Anfang 
S und der positiven Abszissenrichtung SF durch die Gleichung 
y’—2px darstellt, dann den Koordinatenanfang nach F verlegt, 
dann die Richtung der Abszissenachse umkehrt und endlich zu | 
den Polarkoordinaten 0, œ übergeht. Man erhält daher den Inhalt 
des erwähnten Sektors, wofern man sich denselben, je nachdem 
a<ß oder «> ist, durch eine positive oder eine negative Zahl 
J gemessen denkt, stets aus der Gleichung 


7 10), a 
fa j. (1 + cosg)? ap 


Setzt man nun zum Zweck der Ausrechnung dieses Integrales 
p 


tes = u, 
so bekommt man nach einfachen Zwischenrechnungen 
t ê 
AP ahg, i 2 
J=f (A-+u)du 
tg 


2 / ‚8 
Heß 54 (ee) 
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3. — Eine Ellipse hat die Halbachsen a, b. Man soll den 
Inhalt J der von ihr umschlossenen Fläche finden. 

Lösung: Da die Ellipse bei passender Wahl eines Systems 
rechtwinkeliger Koordinaten x, y durch die Gleichung 


a E E 
a * b” a 
also ihre obere Hälfte durch die Gleichung 
b 
Y= m Va? = x? 


dargestellt wird, erhält man durch Zerlegung in Streifen 


ra 


J=? 2 Væ —z dx 
a 


und hieraus mit Hilfe der Gleichung (1268), Nr. 453 
BE EEE Eat E 
J=27]y7Va = piid wresin,| = xab. 
Noch einfacher gelangt man zum Ziel, wenn man sich die 
Ellipse durch die Gleichungen 


z= acost; y—bsint (<t<2xr) 


dargestellt denkt und die Zerlegung in Sektoren anwendet. Dann 
ergibt sich nämlich sofort 
"In > 
N acost bsint 
du 3 — asint beost dt=nab,. 

Dasselbe Ergebnis kann man auch mit Hilfe des am Schluß 
der Nr. 418 erwähnten Satzes ganz elementar erhalten, wenn man 
bedenkt, daß die Fläche der Ellipse nach Nr. 351, 2, falls a>b 
ist, als senkrechte Projektion der Fläche eines Kreises vom Radius a 
angesehen werden kann, dessen Ebene gegen die Ebene der Ellipse 
derart geneigt ist, daß der Kosinus des Neigungswinkels den Wert 


b 
7 hat. 


4. — In einer Ebene mit einem System rechtwinkeliger 
Koordinaten x, y (Fig. 27) ist die eine Hälfte einer Hyperbel von 
der Hauptachse 2a und der Nebenachse 2b 

Entweder — A. — durch die Gleichungen 


(9 me; edit (-3<0<H) 
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Oder — B. — durch die Gleichungen 


(1299) s= $5 —; y-b'7 (v=— æ: +x) 
gegeben. Auf dieser Hälfte bewegt sich ein Punkt P vom 
Scheitel $ bis zu einem Punkte P}. 
für welchen im Fall A der zuge- 
hörige Wert tọ des Parameters t 
und im Fall B der zugehörige 
Wert v, des Parameters v gegeben 
ist. Man soll den (als positiv oder 
negativ anzusehenden) Inhalt J des 
Sektors OSP, finden, der hierbei 
von dem den Koordinatenanfang 
O mit dem Punkte P verbinden- 
den Leitstrahl OP überstrichen 
wird. 

Lösung: Im Fall A erhält man 


f je btgt t 
(1300) TER =" di 
0 


2 |asint b cost 


cost? cost”, 


und hieraus mit Hilfe der Gleichung (1219) Nr. 443 
(13003) J-labigte(E +). 
Im Fall B ist 


vy | st ar —t Sy , A 
(1301) 7 a a ; ER w=% f 4dv=5 abv. 
vo 


0 ee! re" 


Durch dieses letzte Ergebnis wird klar, welche Bedeutung 
dem Parameter v bei der Darstellung eines Hyperbelzweiges 
mittels der Gleichungen (1299) zukommt: Er bedeutet den doppelten 
Inhalt des Sektors, den der zugehörige Leitstrahl seit dem Ver- 
lassen seiner Anfangslage OS überstrichen hat, geteilt durch das 
Produkt ab der Halbachsen. 

Zugleich ergibt sich die schon in Nr. 398 in Aussicht gestellte 
Rechtfertigung der Bezeichnung Hyperbelfunktionen für die 
durch die Gleichungen 

Cosy tt, TE ml 


v 
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erklärten Funktionen Cosv und Sinv. Läßt man nämlich auf 
einem Kreise, der um den Anfang O eines Systems rechtwinkeliger 
ebener Koordinaten x, y mit dem Radius 1 beschrieben ist, einen 
Punkt P, der ursprünglich auf der positiven Hälfte der x-Achse 
lag, stetig fortschreiten und versteht man unter £ den doppelten 
Inhalt des von dem Leitstrahl OP überstrichenen Sektors, so 
werden die Koordinaten æ, y des Punktes P stets durch die 
Gleichungen 
Cost: y=sint 
gegeben. Läßt man dagegen in der nämlichen Ebene einen Punkt Q, 
der ebenfalls ursprünglich auf der positiven Hälfte der x-Achse 
lag, auf einer gleichseitigen Hyperbel fortschreiten, deren Halb- 
achsen beide gleich 1 sind und welche den Koordinatenanfang als 
Mittelpunkt und die -Achse als Hauptachse hat, und versteht 
man jetzt unter v den doppelten Inhalt des von dem Leitstrahl OQ 
seit dem Verlassen seiner Anfangslage überstrichenen Sektors, so 
werden die Koordinaten =, y des Punktes Q stets durch die Glei- 
chungen 
æ= Cosv; y = Sinv 
gegeben. Die Funktionen Cosv, Sinv spielen also bei der gleich- 
seitigen Hyperbel dieselbe Rolle wie die Funktionen cos? und 
sin? beim Kreise; nur muß man das Argument ? dieser letzteren 
nicht, wie es sonst vielfach geschieht und auch meistens zweck- 
mäßig ist, als die Länge des durchlaufenen Kreisbogens, sondern 
als den doppelten Inhalt des überstrichenen Sektors deuten. 
5. — In einer Ebene mit 
einem System von Polarkoor- re nn 
dinaten ọ, o ist (Fig.28) eine De R 
Archimedische Spirale durch 
eine Gleichung 
o= ap 
gegeben, in der @ eine posi- 
tive Konstante bedeutet. 
Den Inhalt J der Fläche 
zu bestimmen, welche von 
dem Leitstrahl ọ überstri- 
chen wird, wenn die Ab- 
weichung 9 von 0 bis 27 
zunimmt. 
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Lösung: Man erhält sofort 


ulm 
a 


BEN Go 1 
J= za f g’ do =q 0 (22) = N 
$ 0 
oder 
S 2 
J=„x(a2n). 
Die überstrichene Fläche ist also, wie schon Archimedes!) 
(287—212 v. Chr.) gefunden hat, gleich dem dritten Teile der 


Fläche desjenigen Kreises, welcher den Endwert OA=a2x des 
Leitstrahles als Radius hat. 


6. — Durch das Rollen eines Kreises vom Radius r ist eine 
Zykloide (Fig. 29) erzeugt. Den Inhalt J desjenigen Bereiches zu 


Fig. 9. 


finden, welcher von einem zwei benachbarte Spitzen verbindenden 
Bogen dieser Zykloide und der geraden Verbindungslinie dieser 
Spitzen begrenzt wird. 

Lösung: Da der zu betrachtende Zykloidenbogen bei ge- 
eigneter Wahl eines Systems rechtwinkeliger Koordinaten x, y 
durch die Gleichungen 


x=r(t— sint); y =r (1 — cost) (<t<2x) 


dargestellt wird und der Leitstrahl sich in negativem Sinne dreht, 
wenn ? von 0 bis 2x zunimmt, erhält man 


2n p T 
Tut "f t— sing 1— cost dt 
0 


1— cost sin? 


w| = 


5 


á 2n 
"| (1—2cost + cost” + sin? — tsin fdt 
0 


1) Archimedis opera omnia, herausgegeben von J. L. Heiberg, 
Bd. 2, Leipzig 1881, S. 98. 
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Dan 


=} "| (2 — 2cost — tsind)dt 
ER 


= — r’[2?— 2sint + teost — sin tj?” 


=l r 6r=3ar". 

7. Der Flächensatz der Mechanik. — In bezug auf das 
Achsenkreuz eines rechtwinkeligen räumlichen Koordinatensystems, 
für welches das Trägheitsgesetz gilt, bewege sich ein materieller 
Puukt P unter der alleinigen Einwirkung einer Kraft, die be- 
ständig gegen den Koordinatenanfang hin oder von diesem fort 
gerichtet ist. Dann ist, wenn die Funktionen g(£), h(N), k(f) die 
Koordinaten des Punktes P zu der veränderlichen Zeit £ angeben. 
beständig 

hHk O — (dk = 0 
klt g (O — K'O g) = 0 
gA — g (Oht) = 0. 

Denn diese Gleichungen gelten, wenn g(t), A(t), k(t) sämtlich 
gleich Null sind, und sie gelten auch, wenn dies nicht zutrifft, da 
dann die Komponenten g(t), A(t), K'(& der Beschleunigung des 
Punktes P den Koordinaten g(t), h(t), k(t) proportional sind. Nun 
ist aber, wie eine einfache Rechnung lehrt, 


KR (O — KOK A = E MOKO — K (Ok). 


Folglich ist bei den gemachten Voraussetzungen 
KOKA — k Akt) — a 


Kg) — Kg) =b 

JORK) — g Aht —= e, 
wo a, b, e Konstante bedeuten. Durch Multiplikation mit den 
Faktoren g(#), A(t), k(®) und nachfolgende Addition ergibt sich 
hieraus, daß für jeden Wert von £ die Gleichung 

ag(t) + bhlt) + ck(l)=0 
besteht Fällt nun der Punkt P zu irgendeiner Zeit nicht mit 
dem Koordinatenanfang zusammen und ist zugleich seine Ge- 
schwindigkeit von Null verschieden und weder auf den Koordinaten- 
anfang zu, noch von ihm fortgerichtet, so sind die Konstanten 
a,b, e nicht alle gleich Null. Die Bewegung des Punktes er- 
folgt daher in einer bestimmten durch den Koordinaten- 
anfang gehenden Ebene. 


und ähnlich 
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Denkt man sich das Koordinatensystem von vorn herein so 
gewählt, daß die &y-Ebene mit dieser Ebene zusammenfällt, so 
ist k(¢) dauernd gleich Null. Folglich ist dann a=b=0, also 
c+0. Dann lehrt aber die Gleichung 

JOKA — gOhhl=e, 

daß g(t) und A(t) niemals gleichzeitig gleich Null werden. Der 
Punkt P geht also niemals durch den Koordinatenanfang. 
Ferner dreht sich der Leitstrahl OP nach dem zweiten der in 
Nr. 462 angegebenen Lehrsätze beständig im gleichen Sinne 
und überstreicht dabei wegen der Konstanz der Determinante 
(gk) — g' (hl) in gleichen Zeiten gleich große Flächen. Dies 
ist der sogenannte Flächensatz für die Zentralbewegung. Er 
findet Anwendung in der Astronomie, Bei der Betrachtung der 
Planetenbewegung kann man nämlich mit weitgehender Annähe- 
rung die Sonne durch den festen Anfangspunkt eines Koordinaten- 
systems abbilden, für welches das Trägheitsgesetz gilt, und einen 
Planeten durch einen in bezug auf das Achsenkreuz dieses Systems 
beweglichen materiellen Punkt. Tut man dies, so erscheint das 
von J. Kepler (1571—1630) unter Zugrundelegung einer solchen 
Abbildung in der im Jahre 1609 erschienenen Astronomia nova!) 
aufgestellte Gesetz, daß der Leitstrahl eines Planeten in gleichen 
Zeiten gleiche Flächen überstreicht, nach dem vorangehenden als 
eine Folge der Annahme, daß die Sonne auf den Planeten eine 
ihn beständig gegen den Koordinatenanfang treibende Kraft aus- 
übt, neben der alle sonst etwa auf den Planeten wirkenden Kräfte 
ohne merklichen Fehler vernachlässigt werden dürfen. Dabei 
braucht man über die Größe der von der Sonne ausgeübten Kraft 
gar nichts zu wissen. Ja die gezogene Folgerung würde auch 
dann bestehen bleiben, wenn es sich nicht um eine Anziehung, 
sondern um eine Abstoßung handelte, 


464. Lüngenberechnung krummer Linien. — Erklärung 1. 
— Sind A, B die Endpunkte eines einfachen Linienstückes | und 
P Py = P, irgendwelche von A und B und voneinander ver- 


schiedene Punkte von |, welche so liegen, daß jedesmal der mittlere 
von irgend drei Punkten der Reihe 


4, P,P,--P,B 


n? 


1) Johannis Kepleri opera omnia ed. Ch. Frisch, Bd. 3, Frankfurt 
und Erlangen 1860. Vgl. insbesondere den Anfang von Cap. 60, S. 407—408. 


http://rcin.org.pl 


Nr. 464. Längenberechnung krummer Linien. 159 


auch auf | zwischen den beiden anderen Punkten liegt (vgl. 
Nr. 342, Ende), so sagt man kurz, daß die Punkte P, P, + P, 
auf Lim Sinne von A gegen B aufeinander folgen. 

Erklärung 2. — Sind A, B die Endpunkte eines einfachen 
Linienstückes | und sind P,, P,, = P,_, irgendwelche auf I 
liegende Punkte in endlicher Anzahl, die im Sinne von A gegen B 
aufeinander folgen, so sagt man von der gebrochenen Linie 
AP,P,--P,_,B, sie sei dem Linienstück ( eingeschrieben, oder 
sie sei ein Sehnenpolygon von |. 

Erklärung 3. — Wenn die Längen aller Sehnenpolygone 
eines einfachen Linienstückes | eine endliche obere Grenze haben, 
so nennt man diese obere Grenze die Länge des Linienstückes 1. 
Anderenfalls kommt dem Linienstück ( eine Länge nicht zu. 

Allgemeiner versteht man unter der Länge eines Linienstückes |, 
welches aus einer endlichen Anzahl aneinandergereihter einfacher 
Linienstücke zusammengesetzt ist, wofern nur jedem dieser letzteren 
eine Länge zukommt, die Summe dieser Längen. Kann ein Linien- 
stück überhaupt in der eben beschriebenen Weise zusammengesetzt 
werden, so ist; dies immer auf unendlich viele verschiedene Arten 
möglich. Aber alle diese verschiedenen Zusammensetzungen liefern, 
wie leicht einzusehen, für die Gesamtlänge denselben Wert. 

Lehrsatz: Ist ein Linienstück | in einem System recht- 
winkeliger Koordinaten x, y, 21) durch eine Parameterdarstellung 

=; year); z=ull) 

gegeben, bei welcher der Parameter t ein abgeschlossenes Intervall X 
zu durchlaufen hat, so ist dafür, daß das Linienstück eine Länge 
habe, hinreichend, daß die Funktionen pl, x(t), w(t) in dem 
Intervall X differenzierbar und daß ihre Ableitungen daselbst stetig 
seien. Sind diese Bedingungen erfüllt und ist a die untere und b 
die obere Grenze des Intervalles 3, so wird die Länge l des Linien- 
stückes (| gegeben durch die Gleichung 


| EVES S 


= g VICO + KOF +e at. 


(1302) 


1) Die Spezialisierung für den Fall einer ebenen, auf ein System ebener 
Koordinaten bezogenen Linie ergibt sich einfach, indem man im nachfolgenden 
überall y(t) = 0 setzt. 
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Beim Beweise dieser Behauptungen leisten die beiden folgen- 
den einfachen Hilfssätze gute Dienste: 


Hilfssatz 1. — Sind a, b, e reelle Zahlen, so ist stets 
Va+v"—Va+c < |b — cel. 
Man darf daher immer 
EAEN E E a S 
setzen, wo —1 <Q <1 ist. 
Ist nämlich a= 0, so ist 
Va +o — V a + eè bj le, 
woraus die Richtigkeit der Behauptung ohne weiteres folgt. Ist 
dagegen a +0, so ist 


V®+®_Voa+d‘— ee 
Vapo + + VPr Tr 
_ tl je. 
ESITA 
Nun ist aber 
ibl + lel 
a TETES AL 


folglich 


Vatva ellla e, 
also die Behauptung ebenfalls richtig. 
Hilfssatz 2. — Sind a, b, e, d, e irgendwelche reelle Zahlen, 
so ist stets 
(130) Vato + —-Var+a@+el<p—arl—e. 
Man darf daher immer 


Ve+dre — Vo’ PH e=nb—-M+nl—e 
setzen, wo n, und Na Zahlen bedeuten, deren absolute Werte nicht 
größer als 1 sind. 

Da nämlich 
Verve —Ve+dre=Va+H + — Va +e)+d 
+V æE HV) e 
ist, so ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung sofort durch 
zweimalige Anwendung des Hilfssatzes 1. 
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Nunmehr sei das Intervall (a---b) durch Einschaltung einer 
beliebigen Anzahl (n— 1) von Zwischenwerten in n Teile zerlegt. 
Diese Zwischenwerte seien, so wie sie wachsend aufeinander folgen, 
durch #,,t,, + £,_, bezeichnet, und außerdem sei der Gleichmäßig- 


keit halber Feat Ad b=t, gesetzt. Endlich seien 
a ae AT TE a 

diejenigen Punkte von [, die den Werten ; 
Hr rahn EAEL A 


des Parameters ? entsprechen. Dann wird die Länge P,_,P; des 


4-ten Stückes der gebrochenen Linie P P,P,- P, durch die 
Gleichung 


P,_P-V Würd NR) 
gegeben. Formt man nun hier jede einzelne der unter dem Quadrat- 


wurzelzeichen stehenden Differenzen mit Hilfe des Mittelwertsatzes 
der Differentialrechnung um, so erhält man 


P,P =V ipa) + EN + i—i), 


wo r,, r,, T, Mittelwerte bedeuten, die sämtlich zwischen %4 
und /, liegen. Wären diese Mittelwerte alle einander gleich, so 
wäre man sofort am Ziel. Aber eine solche Gleichheit braucht 
nicht zu bestehen, und darin liegt eine gewisse Schwierigkeit. 
Eben diese Schwierigkeit kann jedoch mittels des Hilfssatzes 2 
überwunden werden. Nach demselben ist nämlich 


(1305) | PPV Wo) + + u.) 
| + HK) FAHREN UNE) 


wo 7, und 77, niemals absolut genommen größer als 1 sind. Nun 
sind aber die Ableitungen y'(f), w(i) nach Voraussetzung in dem 
Intervall (@---b) stetig, also auch gleichmäßig stetig. Folglich 
kann man nach willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen 
positiven Konstanten £, indem man für die Längen der einzelnen 
Teilintervalle eine hinreichend kleine obere Grenze vorschreibt 
und die Anzahl n hinreichend groß annimmt, stets erreichen, daß 
für 2—1,2--.n jedesmal sowohl 


z) 20: x) < 36 = 


v. Mangoldt, Einführung, II. 11 
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als auch 
we) = y(t) < 36 2 
ist und daß außerdem die Summe 


e Yi Pr) + PA a7 w(t)? (t —h 1) 
=1 
von dem Integral 
b , DRITT RNE 
=| VOKO + Word 


um weniger als 3 abweicht. Für jede Teilung dieser Art ist dann 

die Länge NP. P der gebrochenen Linie P,P,---P, von dem 
i=1 

Integral Z um weniger als e verschieden. Denn aus der Gleichung 

(1305) folgt durch Summation 


| n 


DP, Pt] 
i=1 
<E Vie HK Hah) 


€ 2e 
ne Br a 


Ist nun [ ein einfaches Linienstück, so ergibt sich aus dem 
vorangehenden, daß die Längen aller Sehnenpolygone von [ eine 
'endliche obere Grenze haben, so daß dem Linienstück [ eine Länge 
zukommt, und daß diese gerade gleich / ist. Zunächst ist nämlich 
ohne weiteres ersichtlich, daß jene obere Grenze nicht kleiner 
als Z sein kann. Sie ist aber auch nicht größer oder gar unendlich 
groß, denn sonst könnte man eine Konstante M annehmen, die 
größer als /, aber zugleich kleiner als jene obere Grenze wäre, 
und hierauf ein Sehnenpolygon © finden, dessen Länge größer 
als M wäre. Durch Hinzufügung neuer Ecken würden dann 
aus S immer nur Sehnenpolygone von noch größerer Länge ent- 
stehen. Es wäre also nicht möglich, von dem Sehnenpolygon 
9 durch fortgesetzte Vermehrung der Ecken zu einem Sehnen- 
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polygon zu gelangen, dessen Länge beliebig wenig von / ver- 
schieden wäre. Dies würde aber dem vorangehenden widersprechen. 

Ist zweitens | zwar nicht selbst ein einfaches Linienstück, 
wohl aber aus einer endlichen Anzahl aneinandergereihter ein- 
facher Linienstücke zusammengesetzt, so ist das Integral /, wie 
sofort ersichtlich, die Summe der Längen dieser letzteren. 

Zusatz 1.— Wenn eine Funktion f(x) in einem abgeschlossenen 
Intervall, dessen untere Grenze a und dessen obere Grenze b heißen 
möge, differenzierbar und ihre Ableitung daselbst stetig ist, so hat 
dasjenige Linienstück, welches in einem System rechtwinkeliger 
ebener Koordinaten x, y durch die Gleichung 


y=f(x) 


in Verbindung mit der Ungleichung a<x<b dargestellt wird, 
stets eine Länge, und deren Wert / ergibt sich aus der Gleichung 


Era} b z 
(1306) | Vır dæ= | VI+ æ tda. 


Denn die Gleichung y=f(x) kann durch die Parameter- 
darstellung 
=t; y= ft) (a<t<b) 
ersetzt werden. 
Zusatz 2. — Ein ähnlicher Satz gilt, wie man leicht be- 
stätigt, für den Fall, daß in einem System ebener Polar- 
koordinaten ọ, o ein Linienstück í durch eine Gleichung 


e—f(p) 

gegeben ist, in der die Veränderliche ø ein abgeschlossenes Inter- 
vall zu durchlaufen hat und /(g) eine dort nirgends negative 
Funktion bedeutet. Ist nämlich die Funktion /(g) in diesem Inter- 
vall differenzierbar und ihre Ableitung daselbst stetig, so kommt 
dem Linienstück [ eine Länge Z zu, und diese wird, wenn « den 
kleinsten und 3 den größten der möglichen Werte von ø bezeichnet, 
durch die Gleichung 


Ba ges ê 

a30) i=) V +l) do=| VOP +rod 
« 9 @ 

gegeben. 


Zusatz 3. — Zur Ermittelung der Länge eines ebenen Linien- 


stückes, welches durch eine Gleichung 
EES 
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Fa, y)=0 
zwischen den Koordinaten x, y gegeben ist, muß man diese Glei- 
chung erst in bezug auf eine der Veränderlichen æ, y auflösen 
oder durch eine gleichwertige Parameterdarstellung ersetzen. 

Zusatz 4. — Wenn ein Linienstück eine Länge hat, so kommt 
auch jedem Teilstück desselben eine Länge zu. 

Zusatz 5. — Wenn ein Linienstück l eine Länge hat, so 
nennt man ein Teilstück desselben, von dem man sich vorstellt, daß 
seine Länge unendlich klein wird, sehr oft ein Bogenelement oder 
auch ein Linienelement von |. 

465. Beispiele. — 1. — In einer Ebene mit einem System 
rechtwinkeliger Koordinaten x, y (Fig. 30) ist eine Parabel vom 
Halbparameter p durch die Gleichung y’=2px gegeben. Die 


Fig. 30. Fig. 31. 


Länge / eines vom Scheitel O ausgehenden Bogens dieser Parabel 
zu finden, wenn die Abszisse a des Endpunktes A gegeben ist. 
Lösung: Denkt man sich die Parabel durch die Gleichungen 


at; y— V2pt 
dargestellt, so erhält man 


| VVE f" “Verb Zt 


und hieraus mit Hilfe der Gleichung (1267), Nr. 453 


eher er ya 
gen azt P +h +ig(t+ e+ +3)] 
oder £ 
er Va +Va+? 
P? 2. i TSM 
(1308) l= Va V.+3 +3+38 7, 
2 
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2. — In einer Ebene mit einem System rechtwinkeliger 
Koordinaten x, y (Fig. 31) sei eine Linie durch eine Gleichung 
(1309) y=% (e+e *)=a0os 


gegeben, wo «a eine positive Konstante bedeutet. Man soll die 

Länge / desjenigen Stückes dieser Linie finden, welches von dem 

zur Abszisse 0 gehörenden tiefsten Punkte A bis zu einem anderen 

Punkte P mit der gegebenen positiven Abszisse & reicht. 
Lösung: Man erhält 


ww 8 a 
l= a Aa a Aal da 
t À i 


; er E) 
er Vi (e +2+e “dx 
4\ J 


also schließlich 


(1310) l=5 (e° cS )- 

Anmerkung. — Denkt man sich auf einer Linie 1, die in 
einer vertikal stehenden Ebene liegt und in einem daselbst an- 
genommenen System rechtwinkeliger Koordinaten ©, y mit nach 
oben gerichteter Ordinatenachse durch eine Gleichung von der 
Form (1309) dargestellt ist, irgend zwei Punkte P, @ gegeben 
und einen unendlich dünnen, vollkommen biegsamen, aber unaus- 
dehnbaren homogenen schweren Faden, dessen Länge mit der 
Länge des Bogens PQ der Linie [ übereinstimmt, mit seinen End- 
punkten in P und @ befestigt und dann der Einwirkung der 
Schwere überlassen, so nimmt dieser Faden, wie in der Mechanik 
gezeigt wird, stets eine solche Gestalt an, daß er sich in seiner 
ganzen Ausdehnung mit der Linie ( deckt. Eben deswegen heißt 
jede Linie, die bei passender Wahl eines Systems rechtwinkeliger 
ebener Koordinaten x, y durch eine Gleichung von der Form (1309) 
dargestellt werden kann, eine Kettenlinie. 
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3. — Durch das Rollen eines Kreises vom Radius r ist eine 
Zykloide erzeugt. Die Länge Z eines Bogens dieser Zykloide 
zu berechnen, der zwei benachbarte Spitzen verbindet. 

Lösung: Denkt man sich den zu betrachtenden Zykloiden- 
bogen nach zweckmäßiger Annahme eines Systems rechtwinkeliger 
ebener Koordinaten durch die Gleichungen 

z—=r(t— sind); y=r(1— cost) ((<t=<2R) 


dargestellt, so wird 


d: ly — rsi 
ra cost); 3 rsint, 
also 
de) , /(dy\ = int) 
(ar) (ar) =r" (2 — 2cost) — 4r” (sin a) j 


Man erhält daher 
2n t t 2n 
(1311) Ir f sing dt 4r | — cos; | = 8r. 
0 0 


4. — Die Länge / einer Ellipse von der großen Halbachse a 
und der kleinen Halbachse b zu berechnen. 

Lösung: Denkt man sich die Ellipse nach zweckmäßiger 
Annahme eines Systems rechtwinkeliger ebener Koordinaten x, y 
durch die Gleichungen 


z—=acost; y=bsint ((<t<2R) 
dargestellt, so erhält man sofort 


2n 27 
=| Vasin? +b cost dt =] V a’ — (a° —b’) cost’ dt 
0 0 


oder, wenn man die durch die Gleichung Vèt, gegebene 
a 


numerische Exzentrizität der Ellipse in die Rechnung einführt, 
2n 
(1312) l=a | V 1—e cost dt. 
0 

Hier gehört nun die unter dem Integralzeichen stehende Funk- 
tion zu denjenigen, von denen man nachweisen kann, daß ihre Inte- 
grale nicht in geschlossener Form darstellbar sind. Man muß sich 
daher mit der Angabe eines Verfahrens begnügen, nach welchem 
die gesuchte Länge wenigstens mit jedem gewünschten Grade der 
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Annäherung berechnet werden kann. Ein solches Verfahren er- 
gibt sich für kleine Werte der Exzentrizität € durch folgende Über- 
legung: Nach dem binomischen Lehrsatz ist 

VYı-Fost—1 — 4 e cost? 1; s* cost“ — ecost’— ++, 
und da die rechts stehende Reihe für 0O<t<2x gleichmäßig kon- 
vergiert, so kann das von 0 bis 2x erstreckte Integral ihrer 
Summe durch gliedweise Integration gefunden werden. So er- 
hält man 


7 ( I”2 Be DIN i A 
=Q | 2r Ze cost di— 54€ cost" dt 
\ ui 0 Ci 0 


In \ 
1-3 6 Ba 
| cost dt J 


Nun ist aber nach Nr. 443, Gleichung (1212), für jeden ganzen 
positiven Wert von » 


(1313) 


Ir ISN £ 
f- st dt, (N )2r— 2x 
0 $y 


ya” 2Y pyly l 
or 1-3--.(2v— 1) 2. 4. s„(27— 1) 
= Fa de sc 


Setzt man diese Werte in die Gleichung (1313) ein, so erhält 
man nach naheliegenden Umformungen 


g 2 / .3\2 f 6 
as) I=2zaji (34) s] 


und hat damit einen Ausdruck der gesuchten Länge durch eine 
unendliche Reihe gewonnen, die wenigstens so lange gut konver- 
giert und zur zahlenmäßigen Berechnung geeignet ist, als die Ex- 
zentrizität e nicht zu nahe bei 1 liegt. 


Für den entgegengesetzten Fall liefert die Lehre von den el- 
liptischen Integralen andere Reihenentwicklungen von /, die gerade 
dann um so besser konvergieren, je näher e bei 1 liegt. Von 
einer näheren Erörterung dieses Falles muß jedoch hier abgesehen 
werden. 


Anmerkung 1. — Gibt man der Gleichung (1312) die Form 


Er 
1=2a | Vi-— ecostdt 
0 
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und setzt man sodann cosi=u, so erhält man nach einfachen 
Zwischenrechnungen 


—9a ee af L— eu? du, 
1— w E E ea) 

kommt also auf das Integral eines Ausdruckes, der aus der Inte- 
grationsveränderlichen « und einer Quadratwurzel aus einer ganzen 
rationalen Funktion vierten Grades von u rational zusammen- 
gesetzt ist. Das Vorkommen eines solchen Integrales bei der 
Längenberechnung einer Ellipse hat dazu geführt, jedes bestimmte 
oder unbestimmte Integral eines Ausdruckes von der angegebenen 
Art als ein elliptisches Integral zu bezeichnen, vorausgesetzt 
natürlich, daß es nicht etwa infolge besonderer Umstände möglich 
ist, das betreffende unbestimmte Integral in geschlossener Form 
darzustellen. In weiterem Sinne nennt man ferner ein Integral 
auch dann ein elliptisches, wenn es dadurch, daß man für die 
Integrationsveränderliche eine durch einen geschlossenen analy- 
tischen Ausdruck darstellbare Funktion einer neuen Veränder- 
lichen einsetzt, auf eines der eben gekennzeichneten Integrale 
zurückgeführt oder umgekehrt aus einem solchen Integrale ab- 
geleitet werden kann. 

Anmerkung 2. — Auch bei der Längenberechnung eines 
Hyperbelbogens kommt man stets auf ein elliptisches Integral. 

466. Abszissen auf einer krummen Linie. — Man sagt, ein 
einfaches Linienstück í sei orientiert, wenn man für seine End- 
punkte eine bestimmte Reihenfolge festgesetzt hat, und sagt dann 
auch, ein auf | liegender Punkt P gehe einem anderen der- 
artigen Punkte Q voran, oder umgekehrt, der Punkt @ folge 
dem Punkte P nach, oder auch, er folge auf P im positiven 
Sinne, wenn P entweder mit dem Anfangspunkt A von { zu- 
sammenfällt oder auf 1 zwischen A und Q liegt (vgl. Nr. 342 
Ende). . 

Allgemeiner nennt man ein Linienstück [, welches aus einer 
endlichen Anzahl aneinander gereihter einfacher Linienstücke zu- 
sammengesetzt ist, dann orientiert, wenn jedes einzelne dieser 
Linienstücke orientiert ist und das Ende eines jeden vorangehen- 
den Linienstückes mit dem Anfang des nächstfolgenden Stückes 
zusammenfällt. Auch bei diesen Annahmen steht fest, was man 
unter demjenigen Teile von [ zu verstehen hat, der zwi- 
schen zwei gegebenen Punkten A und B von í liegt, und wann 
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der Punkt A dem Punkte B vorangeht. Nur muß natürlich, wenn 
einer dieser Punkte, etwa der Punkt A, sich mit einem mehr- 
fachen Punkte von [ deckt, irgendwie angegeben sein, welches 
der durch den mehrfachen Punkt gehenden einfachen Linienstücke 
als Träger des Punktes A gelten soll. 

Sind auf einem orientierten Linienstück I, dem eine Länge 
zukommt, zwei Punkte A, P in dieser Reihenfolge gegeben, 
so versteht man unter der 
Länge des von A bis P er- Z 
streckten Teiles von [ sehr oft 
diejenige positive oder nega- 
tive Zahl, deren absoluter Wert 
die Länge des Bogens A P von 
[ in dem bisherigen Sinne an- 
gibt und deren Vorzeichen + 
oder — ist, je nachdem der 
Punkt P auf { dem Punkte A 
nachfolgt oder ihm vorangeht. - 
Die so erklärte mit einem be- 
stimmten Vorzeichen versehene | 
Länge des Bogens AP wird Fig. 32. 
auch als die auf [ gemessene 
Abszisse des Punktes P in bezug auf den Punkt A bezeichnet. 

Ist für ein Linienstück { (Fig. 32) eine Parameterdarstellung 

z=pd; y=xð; z=% 

möglich, bei welcher die Funktionen ø(t), z(¢), w(t) für jeden in 
Betracht kommenden Wert des Parameters ? differenzierbar und 
ihre Ableitungen durchweg stetig sind, und ist das Linienstück 
im Anschluß an diese Darstellung so orientiert, daß wachsenden 
Werten von t auf [ Punkte entsprechen, die dort im positiven 
Sinne aufeinander folgen, so wird die Abszisse s des zu dem ver- 
änderlichen Parameterwert £ gehörenden Punktes P von [ in bezug 
auf den zu einem gegebenen festen Parameterwert a gehörenden 
Punkt A von [ stets durch die Gleichung 


a1) | Vito HOr 


gegeben, und zwar auch dem Vorzeichen nach. Diese Abszisse 
ist somit eine differenzierbare Funktion des Parameters ź, und 
ihre Ableitung ergibt sich aus der Gleichung 
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d RT RT dæ? iy\® , (dz)? 

a36) mV wO + KO +O = A + +a 

Das zum Differential dt des Parameters gehörende Differen- 

tial ds der Bogenlänge s ist daher bei den gemachten Annahmen 

mit den zugehörigen Differentialen dæ, dy, dz der Koordinaten 
durch die Gleichung 


(1317) ds =d + dy? + dz? 
verbunden. Sein absoluter Wert kann also, sobald wenigstens 
einer der Differentialquotienten 2 = von Null verschieden 


ist, als Maß der Diagonale eines Parallelepipedons angesehen 
werden, dessen Kanten die absoluten Werte der Differentiale der 
Koordinaten zu Maßzahlen haben. In diesem Sinne gilt der Satz, 
daß ein unendlich kleines Stück einer krummen Linie als gerad- 
linig angesehen werden darf. 

Ist außer den bisher gemachten Annahmen noch die weitere 
Voraussetzung erfüllt, daß die Ableitungen g’(d), x (£), w(t) für keinen 
der in Betracht kommenden Werte von ? gleichzeitig verschwinden, 
so ist s eine bei wachsendem ? stets zunehmende Funktion von ź mit 
nie verschwindender Ableitung, folglich auch umgekehrt ź eine dif- 
ferenzierbare mit wachsendem s beständig zunehmende Funktion 
von s. Man erhält daher aus der gegebenen Darstellung des 
Linienstückes [, wenn man statt des Parameters ? die Abszisse s 
als neuen Parameter einführt, eine neue Darstellung von I, bei 
der die Koordinaten x, y, z ebenfalls als differenzierbare Funk- 
tionen des Parameters erscheinen. Diese neue Darstellung bietet 
den Vorteil, daß sich für die Richtungskosinus «, ß, y der posi- 
tiven Richtung der Tangente von [ in dem zu dem veränderlichen 
Parameterwert s gehörenden Punkte besonders einfache Ausdrücke 
ergeben. Da nämlich 

dx\’ , idy? , [dz\” 
l Ag EA T (5) =1 


ist, so erhält man nach Nr. 357 


iD, GE ur 
Gi) gi Bei Ira: 


Ist in einem System ebener rechtwinkeliger Koordinaten x, y 
ein einfaches Linienstück I durch zwei Gleichungen 


z=yl); y=ıl 
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von solcher Beschaffenheit gegeben, daß die Funktionen (t), x(t) 
für alle in Betracht kommenden Werte des Parameters £ wenig- 
stens zweimal differenzierbar sind und daß die Determinante 
POL Hd — p” (Ax (A) niemals gleich Null wird, so ergibt sich, wenn 
man die auf [ von einem festen Punkte an zu zählende und in 
der Richtung der wachsenden ? positiv zu rechnende Bogenlänge 


s als neuen Parameter einführt, auch für die Krümmung + von Í 


in dem zu dem veränderlichen Parameterwert s gehörenden Punkte 
ein sehr einfacher Ausdruck. Man erhält nämlich nach Nr. 360, 
dx\* dy\” š 
da (3 + (32) =1 ist, 
, 1 E d’y d’x dy 
uam) o dsd? as de 
Übungsaufgabe. — Den folgenden Lehrsatz zu beweisen: 
Wenn ein einfaches Linienstück | in einem System rechtwinkeliger 
räumlicher Koordinaten x, y, z derart durch drei Gleichungen 


s=ọ; y=x6; z=p® 
dargestellt ist, daß 


1. — die Funktionen ø(¢), x(®, w(t) für jeden zulässigen Wert 
des Parameters ? wenigstens dreimal differenzierbar sind 
und 

2. — die Ableitungen g'(d, x, w(A niemals gleichzeitig 
gleich Null werden, 

so ist der Unterschied zwischen der Länge eines unendlich kleinen 
Bogens von | und der Länge seiner Sehne, vorausgesetzt daß man 
die eine dieser beiden Längen als eine unendlich kleine Zahl 
erster Ordnung ansieht, von der dritten oder von noch höhe- 
rer Ordnung unendlich klein. 

467. Bogendifferentiale in Polarkoordinaten. — Formeln 
ähnlicher Art wie die im vorangehenden gewonnene Gleichung 
(1317) gelten auch bei Benutzung von ebenen oder räumlichen 
Polarkoordinaten. Ist nämlich zunächst in einem System ebener 
Polarkoordinaten ein orientiertes Linienstück I dadurch gegeben, 
daß die Polarkoordinaten ọ, p eines ihm angehörenden Punktes P 
als differenzierbare Funktionen eines Parameters ¢ mit durchweg 
stetigen und niemals gleichzeitig verschwindenden Ableitungen 
dargestellt sind, so besteht zwischen dem Differential ds der auf 
| von einem festen Anfangspunkt an gemessenen Abszisse s des 
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Punktes P und den zugehörigen Differentialen de, dp von ọ und 
p die Gleichung 
(1320) ds’— do’ + (ọdọ). 
Denn nimmt man in der Ebene des gegebenen Polarkoordi- 
natensystems auch noch ein System rechtwinkeliger Koordinaten 
derart an, daß die rechtwinkeligen Koordinaten x, y des Punktes P 
durch die Gleichungen 
x= 0o COSH; y= ọsinp 

gegeben werden, so wird 
da 
dt 


dy _ dọ; dp 
A di sing + ECOSp FT 


_ do P dp 
— ae cos o — Esing Tr 


und hieraus folgt die mit (1320) gleichwertige Gleichung 
ds\° dæ? dy? do\” dy\” 
(7) = (m) +) (4) +(e an 
Denkt man sich (Fig. 33) unter der Voraussetzung, daß P nicht 
mit dem Koordinatenanfang zusammenfällt, die Strahlen gezogen, 
die vom Koordinatenanfang zum 
Punkte .P und zu einem unendlich 
nahe benachbarten Punkte Q von 
[ führen, der dort die Abszisse 
(s-+ds) hat, und bringt man diese 
Strahlen mit den beiden um den 
Anfang beschriebenen Kreisen 
zum Durchschnitt, welche durch 
P und Q gehen, so entsteht ein un- 
endlich kleines teilweise krumm- 
linig begrenztes Rechteck, in wel- 
Fig. 33. chem die von P ausgehenden Sei- 
ten durch die absoluten Werte 
von dọ und ọdọ gemessen werden. Wie die vorangehenden Ent- 
wickelungen zeigen, darf man dieses Rechteck bei der Längen- 
berechnung seiner gekrümmten Diagonale PQ wie ein gewöhn- 
liches Rechteck behandeln, wofern man die gesuchte Länge nur 
bis auf einen Fehler zu kennen braucht, der im Verhältnis zu 
ihr selbst schließlich unendlich klein wird. 

Zweitens werde angenommen, daß ein einfaches orientiertes 
Linienstück [ in einem System räumlicher Polarkoordinaten 
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dureh drei Gleichungen gegeben sei, welche die Polarkoordinaten 
r, A, p eines ihm angehörenden Punktes P als durchweg differen- 
zierbare Funktionen eines Parameters mit stetigen und niemals 
gleichzeitig verschwindenden Ableitungen darstellen. Wenn dann s 
die gleiche Bedeutung hat wie zuvor, so besteht zwischen den 
zusammengehörenden Difterentialen ds, dr, d}, dp die Gleichung 


(1321) as =d? + (reosyd}) +(rdy). 


Der Beweis läßt sich nach Einführung rechtwinkeliger Koor- 
dinaten x, y, z mittels der Gleichungen 


E=rCOSPCO8SA; y—rcosysini; zZ=rsinp 
ganz ähnlich erbringen wie im vorigen Fall, wenn auch etwas 
mehr Rechnung erforderlich ist. 
Legt man (Fig. 34) unter der Voraussetzung, daß P nicht mit 
dem Koordinatenanfang zusammenfällt und auch nicht die geo- 
graphische Breite + - hat, durch den Punkt P und einen unend- 


lich nahe benachbarten Punkt Q 
von {, der dort die Abszisse 
(s+ds) hat, 

1. — die beiden Kugeln, welche 
den Koordinatenanfang als 
Mittelpunkt haben, 

2.— die beiden Meridianebe- 
nen, 

3. — die beiden Umdrehungs- 
kegel, welche den Koordi- 
natenanfang als Spitze und 
die durch die Pole gehende 
Achse als Achse haben, 

so entsteht am Punkte P eine 
nahezu mit einem rechtwinke- 
ligen Parallelepipedon überein- Fig. 34. 

stimmende Figur, deren von P 

ausgehende Kanten durch die absoluten Werte von dr, rcospdA, rdo 
gemessen werden. Wie die Gleichung (1321) zeigt, darf man diese 
Figur bei der Längenberechnung ihrer gekrümmten Diagonale PQ 
wie ein gewöhnliches rechtwinkeliges Parallelepipedon behandeln, 
wofern ein Fehler zulässig ist, der im Verhältnis zu der gesuchten 
Länge selbst schließlich unendlich klein wird. 
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468. Gewöhnliche Linienstücke und Bereiche, — Er- 
klärung: Ein einfaches Linienstück soll fortan gewöhnlich ge- 
nannt werden, wenn für dasselbe in einem System rechtwinkeliger 
Koordinaten v, y, z eine Parameterdarstellung 


z=9d; y=zxt); z=vy(t) 
möglich ist, bei der 

1. — der Parameter + ein abgeschlossenes Intervall X zu 

durchlaufen hat, 

2. — die Funktionen o (t), y(®), w(t) in S überall differenzier- 

bar und 

3. — die Ableitungen g'(f), Z (d, w(f) in stetig und nirgends 

sämtlich gleich Null sind. 

Ferner soll eine einfache geschlossene Linie gewöhnlich 
heißen, wenn jedes in ihr als Teil enthaltene einfache Linienstück 
gewöhnlich ist. 

Gibt es für ein Linienstück in einem System rechtwinkeliger 
Koordinaten eine Parameterdarstellung der eben gekennzeichneten 
Art, so ist eine solche Parameterdarstellung, wie leicht einzusehen, 
auch in jedem anderen rechtwinkeligen Koordinatensystem möglich, 
dessen Achsenkreuz gegen das Linienstück fest ist. 

Bei den Anwendungen der Infinitesimalrechnung setzt man 
von den in Betracht zu ziehenden einfachen Linienstücken und 
einfachen geschlossenen Linien fast immer voraus, daß sie diesen 
Forderungen entsprechen, und eben deswegen empfiehlt es sich, 
das Erfülltsein dieser Voraussetzung durch ein einziges Eigen- 
schaftswort zu kennzeichnen. 

Durch die den Funktionen ø(ż), y(t), w(t) auferlegten Be- 
dingungen wird nach früheren Sätzen bei jedem gewöhnlichen 
einfachen Linienstück 

1. — das Vorhandensein einer Bogenlänge, 

2. — für jeden Punkt des Linienstückes das Vorhandensein 

einer Tangente und 

3. — stetige Anderung der positiven Tangentenrichtung bei 

stetiger Verschiebung des Berührungspunktes 
gewährleistet. Damit ist bei gewöhnlichen einfachen Linienstücken 
das Auftreten von Ecken ausgeschlossen und ebenso auch das Auf- 
treten von Spitzen, in denen zwar noch eine Tangente vorhanden 
ist, aber die positive Tangentenrichtung eine plötzliche Umkehrung 
erfährt. 
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Ferner gilt für ebene gewöhnliche einfache Linienstücke der 
folgende wichtige 

Lehrsatz: Ein ebenes gewöhnliches einfaches Linienstück \ 
läßt sich, nachdem man in seiner Ebene irgendein System recht- 
winkeliger Koordinaten x, y angenommen hat, stets in eine end- 
liche Anzahl aneinander gereihter Teile zerlegen, von denen jeder 
einzelne derart durch eine Gleichung von der Form 


=f) oder der Form z—g(y) 


darstellbar ist, dap x beziehungsweise y ein abgeschlossenes Inter- 
vall zu durchlaufen hat und f(x) beziehungsweise gly) eine in 
diesem Intervall differenzierbare Funktion mit durchweg stetiger 
Ableitung bedeutet. 


Beweis: Ist 
=0 (f); y =x®) 
eine den obigen Anforderungen genügende Parameterdarstellung 
von Í, so hat die Summe 


P +O 
in dem Intervall J, welches der Parameter ? zu durchlaufen hat, 
ein positives Minimum M. Es ist daher möglich, das Inter- 
vall J derart in eine endliche Anzahl von Teilen zu zerlegen, daß 
für jeden einzelnen derselben sowohl die größte Schwankung der 


Funktion g(t) als auch die der Funktion Au kleiner als Vz M, 


rg Nachdem dies geschehen, ist in jedem Teilintervall, auch wenn 
man ihm seine beiden Endpunkte zurechnet, entweder g'(f) oder 
z(t) dauernd von Null verschieden. Denn gäbe es ein Teilintervall, 
in welchem, wenn auch nur bei Hinzurechnung der Endpunkte, 
sowohl 9'(f) als z (f) gleich Null werden könnte, so wäre in diesem 


Intervall überall sowohl |g’ O< 4M M als auch | O< y 4u 
folglich paa 
PO + A? <M 

gegen die Annahme. Ist nun aber in einem Teilintervall ein- 
schließlich seiner Grenzen %’(f) dauernd von Null verschieden, so 
ist die Gleichung 2—y(t) für dieses Intervall umkehrbar, und 
wenn man sich aus ihr ? als Funktion von x bestimmt denkt und 
dann diese Funktion in die Gleichung y = z(t) einsetzt, so erhält 
man für den entsprechenden Teil von í eine Darstellung durch 
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eine Gleichung von der Form y=f(x), die den oben gestellten 
Anforderungen genügt. Aus ähnlichen Gründen gehört zu jedem 
Teilintervall, in welchem (2) dauernd von Null verschieden ist, 
ein Teil von [, der sich durch eine den obigen Anforderungen 
entsprechende Gleichung von der Form æ= g(y) darstellen läßt. 

Aus dem hiermit bewiesenen Lehrsatz folgt mit Rücksicht auf 
Nr. 424 sofort: 

‚Jedes ebene gewöhnliche einfache Länienstück läßt sich in ein 
Vieleck von beliebig kleinem Flächeninhalt einschließen. 

Hieraus ergibt sich weiter: 

Jedem endlichen ebenen Bereiche, dessen Grenze aus einer 
endlichen Anzahl gewöhnlicher einfacher Linienstücke besteht, kommt 
ein Flächeninhalt zu. 

Auf dem Begriff des gewöhnlichen einfachen Linienstückes 
beruht endlich auch der bei den Anwendungen manchmal bequeme 
Begriff eines gewöhnlichen ebenen Bereiches. Ein ebener 
Bereich soll nämlich fortan gewöhnlich genannt werden, wenn er 
aus einem endlichen ebenen Kontinuum durch Hinzufügung aller 
Grenzpunkte des Kontinuums abgeleitet werden kann und seine 
Grenze aus einer endlichen Anzahl gewöhnlicher einfacher Linien- 
stücke besteht. Beispiele sind die Fläche eines Dreiecks, eines 
Rechtecks, eines Kreises usw., falls man der Fläche auch alle 
Punkte ihres Umfangs zurechnet. Ausgeschlossen ist dagegen bei- 
spielsweise eine Kreisfläche, aus der man alle Punkte eines Radius 
herausgenommen oder zu der man alle Punkte einer Strecke hinzu- 
gefügt hat, die mit dem Umfang in einem Punkte zusammentrifft, 
sonst aber außerhalb des Kreises verläuft. Ebenso würde auch 
ein Bereich, der aus den Flächen zweier einander von außen be- 
rührenden Kreise besteht, nicht zu den gewöhnlichen Bereichen 
zu rechnen sein. 

469. Zusätze zur Lehre von der Krümmung. — Unter Be- 
nutzung des Begriffes der Bogenlänge kann man für den in den 
Nummern 360 bis 362 bereits auf verschiedene Weise erklärten Be- 
griff der Krümmung einer ebenen Linie noch eine neue besonders 
einfache Erklärung aufstellen, die deswegen wichtig ist, weil sie 
sich auf Flächen ausdehnen läßt, während dies bei den früheren 
Erklärungen nicht zutrifft. Man gelangt zu der neuen Erklärung 
durch folgende Überlegungen: In einer Ebene mit einem System 
rechtwinkeliger Koordinaten x, y sei ein einfaches Linienstück I 
(Fig. 35) durch zwei Gleichungen 
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s= g (t); y= x(t) 
von solcher Beschaffenheit gegeben, daß die Funktionen ø (t), z (£) 
für jeden in Betracht kommenden Wert des Parameters £ wenig- 
stens zweimal differenzierbar 
und die Ableitungen ø'(t), (8 
niemals gleichzeitig gleich Null 
sind. Wie üblich sei das Linien- 
stück [ dadurch orientiert, daß 
man diejenige Richtung, in wel- 
cher der Parameter £ wächst, als 
positive Richtung erklärt hat. 
Ferner sei in der Ebene des 
Koordinatensystems um den An- 
fang O mit dem Radius 1 ein 
Kreis beschrieben (Einheits- 
kreis). Dann kann man jedem 
Punkte P von [ denjenigen Punkt Fig. 35. 
P’ dieses Kreises zuordnen, zu 
dem man gelangt, wenn man von O aus den zur positiven Nor- 
male PN von | in P parallelen und gleichgerichteten Radius zieht 
(Abbildung auf den Einheitskreis durch parallele Nor- 
malen). Ist der dem Punkte P entsprechende Parameterwert, 
so werden bei dieser Abbildung die Koordinaten «, 8 des Bild- 
punktes P’ durch die Gleichungen 


FT en Alm Ft) 


VO + KOF Vor trO 
gegeben. Ferner ist, wie man durch einfache Zwischenrechnungen 
findet, 
de _ -eÖÜlPWL N) — 9 AUFAOR dg =L Ol OLO — y "0x0, 
a Viro +tro ° ~” Vrot rO” 


Bei stetiger Verschiebung des Punktes P auf { im positiven Sinne 
schreitet daher, solange die Determinante [px ()— g(t) x (8) 
von Null verschieden bleibt, auch der Bildpunkt P’ auf dem Ein- 
heitskreise fort, und zwar in der positiven oder der negativen 
Drehungsrichtung, je nachdem die erwähnte Determinante positiv 
oder negativ ist. 

Nunmehr werde vorausgesetzt, daß auch die zweiten Ab- 


leitungen 9”(t), x”it) durchweg stetig seien und daß die Deter- 
v. Mangoldt, Einführung, III. 12 
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minante [g'(t) x (© — y’(Hx(t)] nur für eine endliche Anzahl von 
Werten des Parameters ? gleich Null werden könne, so daß der 
Punkt P’, wenn P das Linienstück [ stetig und immer im gleichen 
Sinne fortschreitend durchläuft, seine Bewegungsriehtung nur eine 
endliche Anzahl von Malen umzukehren vermag. Zugleich sei 
festgesetzt, daß bei der Berechnung der Länge eines von P’ zurück- 
gelegten Weges jedem in der positiven Drehungsrichtung zurück- 
gelegten Teile desselben eine positive und jedem in der negativen 
Drehungsrichtung zurückgelegten Teile eine negative Länge zu- 
geschrieben werden soll. Dann nennt man, falls auf I irgend zwei 
Punkte A, B in dieser Reihenfolge gegeben sind, die Gesamtlänge 
des Weges, den der Bildpunkt P’ des Punktes P zurücklegt, wenn 
P sich auf Í von A nach B bewegt, die ganze Krümmung des 
Bogens AB und den Quotienten, den man erhält, wenn man diese 
ganze Krümmung durch die auf [ gemessene Abszisse des Punktes B 
in bezug auf den Punkt A dividiert, die mittlere Krümmung des 
Bogens AB. 

Ist die ganze Krümmung des Bogens AB absolut genommen 
kleiner als x, so ist sie nichts weiter als der hohle Winkel zwischen 
den positiven Tangentenrichtungen (oder auch den positiven Nor- 
malenrichtungen) im Anfangspunkt A und im Endpunkt B des 
Bogens. Anderenfalls ergibt sie sich aus diesem hohlen Winkel 
durch Hinzufügung eines positiven oder negativen ganzzahligen 
Vielfachen von 2x. 


Von dem Begriff der mittleren Krümmung gelangt man end- 
lich durch einen einfachen Grenzübergang zu dem früher auf 
andere Weise erklärten Begriff der Krümmung schlechthin. Nimmt 
man nämlich auf I einen festen Punkt P, nach Belieben an und 
läßt man sodann zwei bewegliche Punkte P}, P, von [ gleichzeitig 
dem Punkte P, irgendwie unbegrenzt nahe rücken, jedoch so, daß 
sie niemals miteinander zusammenfallen, so kommt die mittlere 
Krümmung des Bogens P,P, immer zuletzt der Krümmung von I 
in P, unbegrenzt nahe, so daß diese letztere auch als der Grenz- 
wert der mittleren Krümmung des Bogens P,P, erklärt 
werden kann. In der Tat wird ja, wenn i,, /, die zu den Punk- 
ten P,, P, gehörenden Parameterwerte bedeuten, die ganze Krüm- 
mung des Bogens P,P, durch das mit dem richtigen Vorzeichen 


t / ‚2 2 
zu versehende Integral n) Ve +(32) dt dargestellt. Dieses 
4, / uat, 
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letztere stimmt aber nach dem obigen stets überein mit dem 
Integral 

f ODE 1 

t Porto 


also auch mit dem Ausdruck 
(t Ne a 
fı PEN + eN? 
wo f einen passend zu wählenden Mittelwert zwischen ?, und ź> 
bezeichnet. Ferner wird die auf [ gemessene Abszisse von P, in 
bezug auf P, durch das Integral 


t r 9 = ’ 2 % 177 rg rn 2 
Í VPO +O at= VEN HL 


? 


gegeben, wo auch ?” einen Mittelwert zwischen ź¿; und ?, bedeutet. 
Folglich ist die mittlere Krümmung des Bogens P,P, gleich dem 
Quotienten 

: i en pe Zo- n 

OPHEVEN HEC 
und strebt daher, wenn /, und ź, und mit ihnen auch ? und £” 
unbegrenzt nahe an den zum Punkte P, gehörenden Parameter- 
wert fọ heranrücken, stets dem Grenzwert 

gt) x) I pi) z) 


Ve +H KEN 


zu. Dieser letztere stellt aber nach Gleichung (983), Nr. 360, die 
Krümmung von [ in P, dar. 

Das hiermit gewonnene Ergebnis kann als eine Erweiterung 
des elementaren Satzes angesehen werden, daß bei einem Kreise 
vom Radius r die zum Zentriwinkel t gehörende Bogenlänge s 
durch die Gleichung 
(1322) s=rT 
gegeben wird. Sind nämlich auf einem Linienstück [, für welches 
die bisher gemachten Voraussetzungen sämtlich erfüllt sind, ein 
Punkt P, in welchem die Krümmung von Null verschieden ist, 
und ein zweiter ihm unendlich nahe rückender Punkt Q gegeben, 
so besteht zwischen dem Krümmungsradius ọ von [ in P und den 


(positiven oder negativen) Zahlen ds, dr, welche den Bogen PQ 
12* 
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und den Winkel zwischen den positiven Normalen von í in P 
und Q messen, nach dem vorangehenden die Gleichung 


wo e eine zugleich mit ds unendlich klein werdende Zahl bedeutet. 
Diese Gleichung erhält aber, wenn man die Nenner wegschafft 
und den auch im Verhältnis zu ds unendlich klein werdenden 
Fehler sọds vernachlässigt, die der Gleichung (1322) genau ent- 
sprechende Form 

(1323) ds—odr. 


Eine Anwendung findet diese Formel beispielsweise in der 
Geodäsie. Sind nämlich auf ein und demselben Meridian der als 
abgeplattetes Umdrehungsellipsoid betrachteten Erde irgend zwei 
Punkte von hinlänglich wenig verschiedener geographischer Breite 
gegeben, so erhält man die Länge des sie verbindenden Meridian- 
bogens hinreichend genau, wenn man für dr den Breitenunter- 
schied dieser Punkte und für ọ den Krümmungsradius der Meridian- 
ellipse in irgendeinem Punkte des Bogens einsetzt. 

Mit Hilfe der Gleichung (1316) läßt sich endlich auch die 
schon am Schluß der Nr. 364 ausgesprochene Behauptung beweisen, 
daß ein durch zwei Gleichungen 


x= g(t); y=zx(t 


gegebenes Linienstück í (Fig. 36) unter den dort angegebenen 
Voraussetzungen im allgemeinen aus sei- 
ner Evolute 2 durch Ab- oder Aufwicke- 
lung eines vollkommen biegsamen, un- 
ausdehnbaren, gespannt bleibenden Fadens 
abgeleitet werden kann. Zwischen den Ko- 
ordinaten ø(¢), y(t) des zu dem veränder- 
lichen Parameterwert £ gehörenden Punk- 
tes P von /, dem zugehörigen Krümmungs- 
radius ọ und den Koordinaten &, 7 des zu 
P gehörenden Krümmungsmittelpunktes 
M bestehen nämlich die Gleichungen 


ee en EUER EN Zr 
> p Vp 7 X Van 


deren Differentiation zunächst die Gleichungen 
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6; Er 
en Me A 
Vg’+ 
d a 


liefert. Hier heben sich aber die beiden ersten Glieder der rechten 
Seiten jedesmal weg, wie man leicht erkennt, wenn man die im 
zweiten Gliede nur angedeutete Differentiation wirklich ausführt 
und zugleich für ọ den durch die Gleichung 


(g +°)” 

PE — vr 

gegebenen Wert einsetzt. Man erhält daher schließlich die ein- 
fachen Gleichungen 


u 


g—=-— — ig; 
> Ver 
Nun war ausdrücklich vorausgesetzt worden, daß zu ver- 
schiedenen Punkten von { auch verschiedene Krümmungsmittel- 
punkte gehören. Daher können die Ableitungen ë’, 7’ in keinem 
noch so kleinen Teilintervall des Wertbereiches des Parameters ? 
beide dauernd gleich Null sein. Es lassen sich vielmehr in diesem 
Wertbereich stets Stellen und wegen der Stetigkeit der Ab- 
leitungen €, 7 auch Teilintervalle finden, wo & und »’ nicht gleich- 
zeitig gleich Null werden. Sind aber &, 7’ für irgendeinen Wert 
von £ nicht beide gleich Null, so hat die Evolute 2 in dem ent- 
sprechenden Punkte M eine Tangente, und diese Tangente fällt 
mit der geraden Verbindungslinie des Punktes M und des zuge- 
hörigen Punktes P von [| zusammen. Denn sie steht auf der das 
Linienstück | in P berührenden Tangente senkrecht, da &, y zu 
den Richtungskosinus ——— *__— der positiven Normale 
Vp Vota’ 
von [ in P proportional sind. Läßt man ferner den Parameter stetig 
zunehmend irgendein Intervall durchlaufen, in welchem & und 77 
nie gleichzeitig verschwinden, also auch die Ableitung ọ' von Null 
verschieden bleibt und daher als stetige Funktion von £ ihr Vor- 
zeichen nicht wechselt, so bewegt sich der Punkt M, falls e’ posi- 
tiv ist, beständig in der positiven, und falls 0° negativ ist, be- 
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ständig in der negativen Normalenrichtung von Í. Zugleich ist 
die Länge des von M zurückgelegten Weges infolge der Gleichung 


VE +i =e 
im ersten Falle stets gleich der Zunahme und im zweiten stets 
gleich der Abnahme, welche der Krümmungsradius erfährt, so dal 
der Punkt P in der Tat stets als Endpunkt eines gespannt bleiben- 
den Fadens angesehen werden kann, der sich von dem betrachte- 
ten Evolutenteil ab- oder auf ihn aufwickelt. ' 

470. Linienintegrale. — Auf dem Begriff der Bogenlänge 
eines Linienstückes beruht auch die folgende sowohl in der reinen 
Mathematik als bei deren Anwendungen viel gebrauchte Er- 
weiterung des Begriffes eines bestimmten Integrales: Man denke 
sich ein einfaches oder aus einer endlichen Anzahl aneinander ge- 
reihter einfacher Linienstücke zusammengesetztes Linienstück | 
gegeben, welchem eine Bogenlänge zukommt. Ferner denke man 
sich unter Zugrundelegung eines Systems rechtwinkeliger räum- 
licher!) Koordinaten x, y, z für einen Bereich, der das Linien- 
stück [ enthält und außerdem noch andere Punkte enthalten kann, 
aber nicht notwendig zu enthalten braucht, eine Funktion fix, y, 2) 
gegeben, die auf | selbst zwischen endlichen Grenzen enthalten 
bleibt. Nimmt man sodann auf ( eine beliebige Anzahl (n -+ 1) 
voneinander verschiedener Punkte 

Py P, Enee En 


irgendwie so an, daß P, mit dem einen und P, mit dem anderen 
Endpunkt von [ zusammenfällt, während die übrigen Punkte auf 
| im Sinne von P, gegen P, aufeinander folgen, und versteht man 
für 2—=1,2,---n unter s, die positiv zu nehmende Länge des Bogens 
P,_,P, und unter g, und G, beziehentlich die untere und die 
obere Grenze der Funktion fix, y, 2) für den Bogen P,_,P, mit 
Einschluß seiner Endpunkte, so ist die obere Grenze aller Werte, 
n 


welche die Summe >95 anzunehmen vermag, niemals größer als 


a= 
n 


die untere Grenze aller möglichen Werte der Summe DGS Dies 
.. i=1 
ergibt sich durch Überlegungen, die Wort für Wort denjenigen 


1) Da die Spezialisierung für die Ebene sich von selbst ergibt, sind die 
nachfolgenden Betrachtungen gleich für den Raum durchgeführt, 
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entsprechen, die in Nr. 420 zum Zweck der Erklärung des Be- 
griffes eines bestimmten Integrales angestellt wurden, so daß hier 
von einem besonderen Beweise abgesehen werden kann. 

Fällt nun die obere Grenze aller möglichen Werte der Summe 


m 


DUAN mit der unteren Grenze aller möglichen Werte der Summe 
21 


PANT zusammen, so sagt man, die Funktion f(x, y, z) sei über 
i=1 

das Linienstück [ integrierbar, nennt den gemeinsamen Wert 
der eben erwähnten Grenzen das über [ erstreckte Linien- 
integral der Funktion f(x, y, z) und gebraucht zu dessen Dar- 
stellung das Zeichen 


i) 
fa, y, z)ds. 


Das Linienstück [ selbst wird dann meistens als der Integrations- 
weg bezeichnet. 

Sind unter Beibehaltung der bisherigen Voraussetzungen und 
Bezeichnungen #,,%,,2, für A—=1,2,---n jedesmal die Koordi- 
naten eines auf dem Bogen P,_,P, nach Belieben angenommenen 
Punktes Q, so liegt die Summe 

s= fe, Yis 21) 92 


i=1 


niemals außerhalb der Grenzen Sys, und ICH Und wenn 
TE gi i=1 
die Funktion fix, y, 2) über [ integrierbar ist, so darf das Inte- 


(1) 
gral fre y,z)ds auch als der Grenzwert der Summe $ für 


den Fall einer unbegrenzten Verfeinerung der Teilung 
des Linienstückes [ bezeichnet werden. Nach willkürlicher An- 
nahme einer beliebig kleinen positiven Konstanten € kann man 
nämlich stets eine zugeordnete positive Konstante A so bestimmen, 


(1) 
daß der Unterschied zwischen dem Integral f fix, y,2)ds und der 


Summe 5 für jede Teilung von I, bei der die Bogenlängen 
81,89, *** Sa sämtlich kleiner als A sind, absolut genommen kleiner 
als e ausfällt, ganz einerlei wie die fragliche Teilung im übrigen 
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beschaffen sein mag und wie die Punkte Q,, Qa +- Q, auf den 
einzelnen Teilen ausgewählt sind. Auch der Beweis hierfür er- 
gibt sich genau so wie der des entsprechenden Satzes in Nr. 421 
und braucht daher hier nicht besonders erbracht zu werden. 

Ist die Funktion f(x, y, 2) bei Einschränkung der Stelle (x, y, 2) 
auf irgend einen zusammenhängenden und abgeschlossenen das 
Linienstück I enthaltenden Bereich Y in diesem Bereiche stetig, 
so ist sie nach Nr. 422 daselbst auch gleichmäßig stetig und 
daher über [ integrierbar. Und wenn es möglich ist, den Bereich 
B so zu wählen, daß er nicht nur die Punkte des Linienstückes 1 
selbst, sondern außerdem noch andere Punkte umfaßt, so kann 
man der Erklärung des über | zu erstreckenden Linienintegrales 


ii f(x, y, 2)ds eine Fassung geben, die noch etwas allgemeiner ist 


als die bisherige und daher manchmal den Vorzug verdient. Denkt 
man sich nämlich für A—=1,2,---n jedesmal über der Strecke 
P,_,P; als Durchmesser eine Kagal konstruiert und sodann im 
Innern oder auf der Oberfläche dieser Kugel einen Punkt ($,, %1, &), 
der zugleich dem Bereiche B angehört, nach Belieben angenommen, 


0) 
so kann das Integral Ira, y,z)ds auch als der Grenz- 


wert der Summe 


F = NEn Mas Ea) Sa 
ı=1 

für den Fall einer unbegrenzten Verfeinerung der Tei- 
lung des Integrationsweges | erklärt werden. Denn wegen 
der gleichmäßigen Stetigkeit der Funktion f(x, y,z) in dem Be- 
reiche Y kann man durch hinreichend weitgehende Verfeinerung 
der Teilung von | stets erreichen, daß sich die Summen § und S’ 
beliebig wenig voneinander unterscheiden, einerlei wie die Punkte 
(©, Yn 21) und (Sz, Ma &) gemäß den angegebenen Bedingungen ge- 
wählt sein mögen. 


0) 
Will man ein Linienintegral u fix, y, 2)ds zahlenmäßig aus- 


rechnen, so muß man dasselbe zunächst in ein einfaches Integral 
verwandeln, was stets auf unendlich viele verschiedene Weisen 
möglich ist. Eine dieser Möglichkeiten besteht darin, daß man, 
nachdem man dem Integrationsweg I eine Orientierung gegeben 
hat, die Koordinaten x, y, z eines den Integrationsweg in positiver 
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Richtung durchlaufenden Punktes als Funktionen der Länge s des 
Bogens darstellt, den dieser Punkt seit dem Verlassen des Anfangs- 
punktes von [ durchlaufen hat. Dann wird nämlich, wenn Z die 
ganze Länge des Integrationsweges bedeutet, 


(1) l 
(1324) [re y,2) ds -f fix, y, 2)ds, 
0 


wie aus den Erklärungen dieser beiden Integrale ohne weiteres 
folgt. Und aus dieser ersten Möglichkeit ergeben sich durċh Ein- 
führung einer neuen Integrationsveränderlichen unendlich viele 
andere. Insbesondere kann man, wenn der Integrationsweg [ der- 
art durch drei Gleichungen 
s=g(t); y=x; ze) 

dargestellt ist, daß der Parameter ? ein abgeschlossenes Intervall 
zu durchlaufen hat und daß die Funktionen g(f), y(t), w() in diesem 
Intervall differenzierbar und ihre Ableitungen daselbst stetig sind 
und wachsenden Werten von ? auch wachsende Werte der zuvor 
erwähnten Bogenlänge s entsprechen, den Parameter ? als neue 
Integrationsveränderliche einführen und erhält dann, wenn «a die 
untere und b die obere Grenze des Intervalles bedeutet, welches 
der Parameter ? zu durchlaufen hat, 


N 
[1v Das 
b Fo- ME 
= f fielt), 1), POV Ted -+KOT + war. 


Anmerkung. — Bei den Anwendungen des Begriffes Linien- 
integral hat man es öfters mit dem Fall zu tun, daß der Inte- 
‚grationsweg ein gewöhnliches einfaches orientiertes Linienstück 
und daß die unter dem Integralzeichen stehende Funktion als ein 
Produkt zweier Faktoren gegeben ist, von denen der eine mit 
einem der Richtungskosinus «, 8, y der positiven Tangentenrich- 
tung des Integrationsweges im Punkte (æ, y, 2) übereinstimmt. 
Trifft dies zu, so schreibt man statt 


( (1) (1) 
[fawsaas; Mensa; “ffen aras 


sehr oft kürzer 


Or (i) 0) 
[re y,2)dx; ne y,2)dy; [ra y, 2)dz 


(1325) 
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und fügt in Worten hinzu, daß diese letzteren Integrale in der 
positiven Richtung zu erstrecken sind. Man kommt hierzu, indem 
man die Koordinaten x, y, 2 eines den Weg I in positiver Rich- 
tung durchlaufenden Punktes P als Funktionen der Länge s des 
von P bereits beschriebenen Teiles von [ ansieht. Dann wird 
nämlich : 

az 


Er 
ehr ’ is’ 


und es liegt nahe, die Produkte {2 ds, U ds, “Eis durch die 
einfachen Differentiale dx, dy, dz zu ersetzen. Da aber diese 
letzteren positiv oder negativ sein können, bedarf es zur Bestim- 
mung ihrer Vorzeichen einer besonderen Angabe darüber, in wel- 
cher Richtung integriert werden soll. Gerade bei den soeben er- 
wähnten Integralen liegt der schon oben angedeutete Fall vor, 
daß unter dem Integralzeichen eine Funktion steht, die, wie z. B. das 
Produkt f(x, yY, ass, nur für die Punkte von í selbst, aber für 
keine anderen Punkte erklärt ist. 

471. Beispiele von Linienintegralen. — 1. — Arbeit einer 
Kraft. — Auf dem Begriff eines Linienintegrales beruht die all- 
gemeine Erklärung des Begriffes der Arbeit einer Kraft: Man 
stelle sich vor, daß der Angriffspunkt P einer Kraft k ein ge- 
wöhnliches einfaches Linienstück 1 in gegebener Richtung durch- 
läuft. Wenn dann die Tangentialkomponente der Kraft, d. h. die 
senkrechte Projektion der die Kraft darstellenden Strecke auf die 
das Linienstück [ in P berührende und mit der Fortschreitungs- 
richtung von P gleichgerichtete Tangente, derart von der Lage 
des Punktes P abhängt, daß sie über í integrierbar ist, so be- 
zeichnet man das über | erstreckte Integral dieser Tangential- 
komponente als die Arbeit, welche die Kraft Æ leistet, während 
ihr Angriffspunkt das Linienstück | in der gegebenen Richtung 
durchläuft. 

Sind die dieser Erklärung zugrunde liegenden Voraussetzungen 
erfüllt und sind nach Einführung eines Systems rechtwinkeliger 
räumlicher Koordinaten, dessen Achsenkreuz gegen | fest ist, 

x, y, z die veränderlichen Koordinaten des Angriffspunktes 7, 

u, B, y die Richtungskosinus der den Weg [ in P berühren- 

den und mit der Bewegungsrichtung von P gleichgerichte- 
ten Tangente und 

ke, ky k, diejenigen Funktionen von x, y, 2, welche die Kom- 
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ponenten der Kraft k nach den Koordinatenachsen dar- 
stellen, 


so wird die eben erklärte Arbeit, wie man leicht einsieht, durch 
das Linienintegral 


(1) 
[rer + Bt, +ykjds 


dargestellt, wofür man etwas kürzer auch 


(1) 
faz + k,dy + k,d2) 


schreiben kann, mit dem Zusatz, daß die Integration in der Rich- 
tung der Bewegung zu erstrecken ist. 

Sehr oft ist der Angriffspunkt P einer Kraft k in einem drei- 
fach ausgedehnten Bereiche X frei beweglich und zugleich die 
Kraft, wie man sagt, aus einem Potential ableitbar. Das 
heißt, die Komponenten A., ky, ką von k in bezug auf ein System 
rechtwinkeliger Koordinaten können in X als die partiellen Ab- 
leitungen ein und derselben, gewöhnlich als Potential bezeich- 
neten Funktion V der Koordinaten x, y, z des Angriffspunktes P 
dargestellt werden, so daß 

ar, òy av 


ist. Trifft dies zu und sind außerdem, was praktisch allein vor- 
kommt, %,, ky, k, durchweg stetige Funktionen von x, y, 2, 80 kann 
die Arbeit, welche die Kraft % leistet, wenn ihr Angriffspunkt von 
einer gegebenen Anfangslage A längs eines einfachen in ® ver- 
laufenden gewöhnlichen Linienstückes [ zu einer gleichfalls ge- 
gebenen Endlage B übergeht, sehr einfach berechnet werden. 
Denkt man sich nämlich die Koordinaten v, y, z des auf I fort- 
schreitenden Punktes P als Funktionen der Länge s des Bogens 
AP dargestellt und dadurch auch den zum Punkte P gehörenden 
Wert V des Potentials in eine Funktion von s verwandelt, so wird 


5 x òV dz , òV dy , ÒV d2 __ dav 
ak, + Bhy + = ds + òy ds + òz ds ds 


und daher, wenn / die Länge von [ bedeutet, 
(1) : lay 
fier T Pk, + rk)ds =f ds ds = Kam Vi ’ 
0 


wo V, und V, die zu den Punkten A und B gehörenden Werte 
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des Potentials bedeuten. Die geleistete Arbeit ist daher nur von 
der Lage der Punkte A und B abhängig, nicht aber von der 
Gestalt des Weges, auf welchem der Punkt P vom einen zum 
anderen übergeht, so lange nur dieser Weg nicht aus dem Be- 
reich X heraustritt, für den die gemachten Voraussetzungen 
gelten. 

Die Darlegung der Gründe, auf denen die Wichtigkeit des 
Begriffes Arbeit beruht, muß natürlich der Mechanik überlassen 
bleiben. 

2. — Wirkung eines Stromes auf einen Magnetpol. — 
Wenn sich der Leiter eines konstanten elektrischen Stromes mit 
hinreichender Genauigkeit durch eine gewöhnliche einfache ge- 
schlossene Linie [ abbilden läßt und sich in bezug auf das Achsen- 
kreuz eines rechtwinkeligen räumlichen Koordinatensystems, für 
welches das Trägheitsgesetz gilt, in Ruhe befindet, so kann man 
die Komponenten der Kraft, welche der Strom auf einen ruhen- 
den Magnetpol ausübt, durch Linienintegrale ausdrücken. Ist 
nämlich das angenommene Koordinatensystem ein Rechtssystem 
und ist unter Zugrundelegung des elektromagnetischen C. G. S.- 
Systems 

J die Stärke des Stromes und 

m die Stärke des Magnetpoles, 

sind ferner 

x, y, Z die Koordinaten eines auf [ beweglichen Punktes P, 

«, B, y die Richtungskosinus der mit der Richtung des 
Stromes übereinstimmenden Richtung der Tangente von [Í 
in P, 

&, 7, & die Koordinaten des Punktes M, in dem sich der 
Magnetpol befindet, und ist endlich zur Abkürzung 


Ve-@’+@a-W+G-a’-—r 
gesetzt, so werden die in Dynen ausgedrückten Werte Ñ., y, 9; 
der erwähnten Kraftkomponenten, wie zuerst die von J. B. Biot 


und F. Savart im Jahre 1820 angestellten Versuche!) erwiesen 
haben, durch die Gleichungen 


1) Näheres hierüber nebst Literaturangaben findet sich in der Ency- 
klopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. V, D, 12, Nr. 2 = Zweiter 
Teil des fünften Bandes, S. 8. 
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I 
BEN 
(1326) H,= Im fezzezded 


n On—ya-l—z 
H:=Jm Js nei "Pas 
gegeben, die man auch in der etwas kürzeren Form 


9. -Jm f= a uoaz 
(13263) Š, =Jm fazna- En 


3 ‘| (n—y)dz— ($—a)dy 
H, =Jm ji 3 


schreiben kann, wenn man hinzufügt, daß die rechtsstehenden Inte- 
grale in der Richtung des Stromes über | zu erstrecken sind. 

Man kommt auf diese Gleichungen, wenn man annimmt, daß, 
jedes einzelne Bogenelement des Stromleiters auf den Magnetpol 
eine Kraft mit den Komponenten 


Im San MZMY gs; "PN N Turm Er 
r? 


Jm Cmt 0 ad i ;, 
r 
ausübt, wo ds die Länge des Elementes und «, y, z die Koordi- 
naten eines ihm angehörenden Punktes P bedeuten. Diese Kraft 
hat die Größe 
Jm] / (c— ia TES = Eee N 
= ( er) P (Erri a) +( pa: > =g) ds 


r 


und kann, wie leicht einzusehen, auch durch den kürzeren Ausdruck 
JM ;s 
 sinvds 
R 


dargestellt werden, wenn man unter v den Winkel zwischen den 
Richtungen mit den Richtungskosinus 


IT, 
&, b, % und u Dr TA , 


d. h. zwischen der mit der Stromrichtung übereinstimmenden 
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Richtung der Tangente von Z in P und der Richtung PM ver- 
steht (vgl. Nr. 119). Ferner steht die fragliche Kraft, wie man 
leicht einsieht, auf jeder der beiden eben erwähnten Richtungen 
senkrecht und folgt auf dieselben, vorausgesetzt daß man den 
positiven Drehungssinn im Raume gemäß einer Rechtsschraube 
festgelegt hat, im positiven Sinne. 

Aber neben der eben beschriebenen Annahme über die Wir- 
kung eines einzelnen Stromelementes wären noch manche andere, 
wenn auch verwickeltere Annahmen möglich. Aus der Erfahrung 
kann man eine Entscheidung über diese verschiedenen Möglich- 
keiten nicht ableiten, da man niemals die Wirkung eines einzelnen 
Stromelementes, sondern immer nur die eines geschlossenen Stromes 
beobachten kann, also auch nur die Gültigkeit der Gleichungen 
(1326) aber nicht die des angegebenen Elementargesetzes zu be- 
stätigen vermag. 

3. — Anziehung eines mit Masse belegten Linien- 
stückes. — Nach (. F. Gauss’) sind die sogenannten Säkularver- 
änderungen einer Planetenbahn durch die Störung eines anderen Pla- 
neten unter gewissen Voraussetzungen dieselben, wie wenn statt des 
störenden und in seiner durch eine Ellipse abgebildeten Bahn nach 
Keplers Gesetzen wirklich umlaufenden Planeten ein materieller 
elliptischer Ring vorhanden wäre, den man erhält, wenn man die 
Masse des störenden Planeten derart über seine Bahn verteilt, 
daß auf je zwei in gleich langen Zeiten beschriebene Bogen 
gleiche Anteile der Masse entfallen. 

Man wird also in der Astronomie auf die Aufgabe geführt, 
die Größe und die Richtung derjenigen Anziehung zu ermitteln, 
welche eine gegebene und in gegebener Weise mit Masse belegte 
Ellipse auf einen gegebenen materiellen Punkt ausübt. Dies ist 
ein besonderer Fall der folgenden allgemeinen Aufgabe: Ein ge- 
gebenes gewöhnliches einfaches Linienstück [ (oder auch eine ge- 
wöhnliche einfache geschlossene Linie) ist derart mit Masse belegt, 
daß dieser Belegung überall eine Dichte zukommt. D. h. der 
Quotient, den man erhält, wenn man die Masse des von einem 
beliebigen festen Punkte P des Linienstückes bis zu einem beweg- 

1) Vgl. ©. F. Gauss, Determinatio attractionis usw. Commentationes 
societatis regiae scientiarum Gottingensis recentiores, Vol. IV, Göttingen 1818 
— Werke, Bd. II, Göttingen 1876, 8.333, oder die Anzeige dieser Abhandlung, 
Göttingische gelehrte Anzeigen, 1818, 8.233 — Werke, Bd. II, S. 857. 
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lichen Punkte Q desselben erstreckten Bogens durch die Länge 
dieses Bogens dividiert, soll bei unbegrenzter Annäherung des 
Punktes Q an den Punkt P stets einem Grenzwert zustreben, 
der dann eben als die Dichte der Belegung in P bezeichnet 
wird. Diese Dichte sei ferner eine als bekannt anzusehende 
stetige Funktion fix, y, 2) der Koordinaten x, y, z des Punktes 
P in bezug auf ein rechtwinkeliges räumliches Koordinatensystem, 
dessen Achsenkreuz mit [ fest verbunden ist. Man soll unter Zu- 
grundelegung des nämlichen Koordinatensystems die Komponenten 
ka, ky ką der Anziehnung berechnen, welche die über [ verteilte 
Masse nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz auf einen mate- 
riellen Punkt mit der gegebenen Masse m und den gegebenen Ko- 
ordinaten 5, 7, 5 ausübt. 

Als Lösung dieser Aufgabe ergeben sich, von konstanten Fak- 
toren abgesehen, drei über [ zu erstreckende Linienintegrale. Ver- 
steht man nämlich unter @ die Gravitationskonstante (vgl. Nr. 141) 
und setzt man zur Abkürzung 


Ve-9'+W- m +e-d'-r, 


so wird 
Ofa — g) f(x, y, z) G (y — n) fix, y, 2) 
kı, = 0m fe=Bten: ds; k,—@m fe > == ds; 


(Ofa x K, 
k,—=@Gm Je EHE gg, 


Denn denkt man sich die Masse irgend eines Stückes von I, wel- 
ches die Länge ds hat, in einem beliebigen Punkte (x, y, 2) dieses 
Stückes vereinigt, so hat die von diesem Punkte ausgehende Kraft 


ley, ? ds und den ersten Richtungskosinus 2> 


(z — è) f(x, y, 2) 
r? 


die Größe @m 


folglich die x-Komponente Gm “ds. Nun versteht man 


aber unter der z-Komponente, die ein in der angegebenen Weise 
mit Masse belegtes Linienstück l nach Newtons Gesetz auf einen 
materiellen Punkt ausübt, den Grenzwert, den man erhält, wenn 
man l in Teile zerlegt, die Masse jedes einzelnen Teiles in einem 
seiner Punkte vereinigt, sodann die &-Komponenten der von diesen 
Punkten ausgehenden Anziehungen in der eben beschriebenen 
Weise berechnet und nach Addition derselben zur Grenze für den 
Fall einer unbegrenzten Verfeinerung der Teilung von í übergeht. 
Das Endergebnis aller dieser Operationen ist, wie man leicht er- 
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kennt, der oben für k, angegebene Ausdruck, und entsprechendes 
gilt für die Komponenten %,, k, Die zahlenmäßige Ausrechnung 
der bei dieser Lösung vorkommenden Linienintegrale ist natürlich 
in jedem Einzelfalle noch eine Aufgabe für sich. 

412. Effektivstärke eines Wechselstromes. — Wenn ein 
konstanter Strom durch einen linearen Leiter fließt, d. h. einen 
Leiter, der mit ausreichender Genauigkeit durch ein gewöhnliches 
Linienstück abgebildet werden kann, so wird das mechanische 
Äquivalent der dort während 7 Sekunden entwickelten Wärme- 
menge in Erg (= Zentimeter-Dyne) nach dem Gesetz von Joule 
stets durch den Ausdruck 


RIT 


gegeben, wo Æ den Widerstand des Leiters und J die Stromstärke 
bedeutet, vorausgesetzt daß beide im elektromagnetischen oder beide 
im elektrostatischen C. G. S.-System gemessen werden. Daraus folgt 
für einen durch den nämlichen Leiter fließenden periodisch ver- 
laufenden Wechselstrom, dessen augenblickliche Stärke zu der in 
Sekunden ausgedrückten Zeit ? eine stetige Funktion ¿(¢) von £ ist, 
daß das mechanische Äquivalent der von ihm während einer Periode 
in dem Leiter erzeugten Wärmemenge, wenn jetzt T die Länge 
einer Periode in Sekunden bedeutet, durch den Ausdruck 


T 
R f i dt 


dargestellt wird. Als Effektivstärke oder schlechthin Stärke 
dieses Wechselstromes bezeichnet man nun diejenige Stärke, die 
ein konstanter durch den nämlichen Leiter fließender Gleichstrom 
haben muß, wenn er dort während der Dauer einer Periode die- 
selbe Wärmemenge erzeugen soll wie der Wechselstrom. Nach dem 
vorangehenden ist, wenn jetzt J diese Effektivstärke bedeutet, 


PT f opar 


V fen, 
=V z | uat. 
0 
Nimmt man insbesondere an, daß der Wechselstrom einen sinus- 
artigen Verlauf habe, und versteht man unter Z seine Maximal- 


stärke, so ist, wenn man den Anfangspunkt der Zeitrechnung 
passend wählt, 


oder 
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2nt 
T 
Man wird daher in diesem Falle auf das Integral 


T; ç 2 2n 
yi [sin’z | dt=-Z | sinz’dz 
0 “ns 


ic) = Isin 


7 


geführt und erhält, da nach Nr. 443, Gleichung (1216) oder (1216), 


2n 
$ sinz’ dz =x 
0 


ist, bei der gemachten Annahme 


73. Mercatorkarte. — Der Herstellung solcher geographi- 
schen Karten, welche größere nicht mehr als eben anzusehende 
Gebiete darstellen, liegt gewöhnlich die Voraussetzung zugrunde, 
daß die nicht ganz regelmäßige mathematische Oberfläche der 
Erde zunächst auf die regelmäßige Oberfläche einer Kugel ab- 
gebildet sei, auf der man die Endpunkte eines Durchmessers als 
die Bilder von Nord- und Südpol und einen sie verbindenden 
Halbkreis als den Anfangsmeridian für die Zählung geographi- 
scher Längen angenommen hat. Dabei denkt man sich einem be- 
liebigen Punkte P der Erdoberfläche jedesmal denjenigen Punkt 
der Kugel zugewiesen, dessen geographische Länge auf der Kugel 
dem Unterschied der Ortszeiten in P und einem ein für allemal 
festgesetzten Beobachtungsort, etwa Greenwich, entspricht und 
dessen geographische Breite auf der Kugel mit der in P beobach- 
teten Polhöhe übereinstimmt. Man erhält dann, wie die Erfahrung 
lehrt, ein zwar nicht genau, aber doch so weit ähnliches Bild, daß 
die Abweichungen von der Ähnlichkeit in vielen Fällen, nament- 
lich bei Aufgaben der Schiffahrtskunde, yernachlässigt werden 
dürfen. Noch größere Annäherung an die Ahnlichkeit kann man 
erreichen, wenn man die Oberfläche der Erde in entsprechender 
Weise auf ein abgeplattetes Umdrehungsellipsoid abbildet, für 
dessen Abplattung') man einen passenden Wert angenommen hat, 
etwa den 1841 von F. W. Bessel berechneten Wert 


1) Ist a die große und b die kleine Halbachse der Meridianellipse, so 


0 —b 
versteht man unter der Abplattung den Quotienten >. 


v. Mangoldt, Einführung, II. 13 
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1 


399,1528 —” 0,003342773.. 


Natürlich hat man dann unter der geographischen Breite 
eines auf dem Ellipsoid liegenden Punktes Q (Fig. 37) den auf 
der nördlichen Hälfte als po- 
sitiv und auf der südlichen 
als negativ anzusehenden 
Winkel œ zu verstehen, den 
die in Q auf dem Ellipsoid 
senkrecht stehende nach 
außen gerichtete Gerade mit 
der Ebene des Aquators bil- 
det, und nicht etwa den Win- 
kel, unter welchem die den 
Mittelpunkt des Ellipsoides 
mit Q verbindende Gerade 
gegen die Äquatorebene ge- 
neigt ist. 

Nach der wenn auch nur 
in Gedanken vollzogenen Herstellung eines kugelförmigen oder 
ellipsoidischen Abbildes der Erde (Globus) handelt es sich zweitens 
darum, die ganze Oberfläche des Globus oder einen Teil derselben 
durch eine ebene Karte (Fig. 38) darzustellen. Dabei ist es in 
vielen Fällen, namentlich bei Seekarten, zweckmäßig, diese Dar- 
stellung so einzurichten, daß 


1. — der Äquator des Globus längentreu durch eine gerade 
Strecke AB, 

2. — jeder Meridian durch eine zu AB senkrechte Gerade, 

3. — jeder Parallelkreis durch eine der Strecke A B gleiche 
und parallele Strecke 


dargestellt wird, wobei natürlich die Bilder der nördlichen Parallel- 
kreise alle auf die eine und die der südlichen unter Wahrung der 
Symmetrie auf die andere Seite von AB zu legen und höheren 
Breiten auch größere Abstände von AB zuzuweisen sind. 


Aber auch wenn man sich diesen Anforderungen unterwirft, 
behält man immer noch eine gewisse Freiheit. Man kann näm- 


lich eine stetige Funktion fig) eines zwischen (-5) und 5 frei 


veränderlichen Argumentes ø ganz nach Belieben annehmen, nur 
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so, daß f— 9) = — flp), also f(0)=0 ist und daß f(g) bei wachsen- 
dem Argument beständig zunimmt, und dann festsetzen, daß die 
zu AB parallele Strecke, welche in der Karte den zur Breite o 
gehörenden Parallelkreis darstellt, von A.B jedesmal den Abstand 
fig) haben soll, mit der Maßgabe, daß den positiven Abständen 
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Weltkarte in Mercators Projektion. 
Fig. 38. 


die Strecken auf der einen und den negativen Abständen die 
Strecken auf der anderen Seite von AB zuzuweisen sind. 

Diese Freiheit kann man benutzen, um die Karte so einzu- 
richten, daß sie sich für die Zwecke der Schiffahrt möglichst gut 
eignet. Nun wird aber ein Schiff auf hoher See, wo Landmarken 
nicht sichtbar sind, mit Hilfe des Kompasses in der Regel mög- 
lichst so gesteuert, daß seine Bahn die Südnordrichtung be- 
ständig unter dem gleichen Winkel schneidet. Der Weg, 
den das Schiff dabei beschreibt, ist zwar im allgemeinen nicht 


die allerkürzeste auf der Erdoberfläche mögliche Verbindungs- 
13* 
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linie zwischen seinen Endpunkten, doch fällt der Unterschied selbst 
unter der Breite der Polarkreise bei Entfernungen bis zu 500 See- 
meilen und unter niedrigeren Breiten auch bei erheblich größeren 
Entfernungen praktisch nicht ins Gewicht. Eben deswegen be- 
steht eine der wichtigsten Aufgaben der Schiffahrtskunde darin, 
den (in der Richtung von Norden nach Osten positiv zu rechnen- 
den) Winkel zu ermitteln, unter welchem die Bahn eines in der 
angegebenen Weise gesteuerten Schiffes die Südnordrichtung 
schneiden muß, damit das Schiff von einem gegebenen Orte P 
ausgehend einen anderen gegebenen Ort Q erreicht. Es kommt 
darauf an, daß gerade diese Aufgabe mit Hilfe der Seekarte leicht 
gelöst werden kann. Das ist der Fall, sobald die Karte ein 
winkeltreues Abbild des Globus liefert. Dann hat man näm- 
lich nur nötig, auf der Karte die Bilder P’, @' der Punkte P und 
Q aufzusuchen und von P’ nach Q' eine gerade Linie zu ziehen. 
Der Winkel v zwischen der Nordrichtung der Meridiane der Karte 
und dieser Geraden ist mit einer weit über die Bedürfnisse der 
Praxis hinausgehenden Genauigkeit zugleich auch derjenige, den 
das Schiff gegen die Nordrichtung einhalten mug t). 


1) Die Nordrichtung in einem Punkte P der mathematischen Erd- 
oberfläche ist erklärt als die nach Norden weisende Richtung der Schnitt- 
linie des Horizonts mit der Verbindungsebene der beiden von P nach dem 
Zenit und nach dem Himmelspol gehenden Geraden, Der Meridian von 
P ist erklärt als der geometrische Ort aller Punkte der mathematischen 
Erdoberfläche, die gegen ein und denselben festen Beobachtungsort (z. B. 
Greenwich) den gleichen Zeitunterschied wie P haben. Infolge der so- 
genannten Lotablenkungen braucht die Nordrichtung in P nicht genau 
mit der nördlichen Richtung der Tangente übereinzustimmen, welche den 
Meridian von P in P berührt. Aber eine etwaige Verschiedenheit beider 
Richtungen ist stets so gering, daß sie nur mit den allerschärfsten Be- 
obachtungsmitteln nachgewiesen werden kann. Daher ist eine Schiffsbahn, 
deren Winkel mit der Nordrichtung überall denselben Wert hat, auch überall 
gegen die nördlichen Richtungen der Meridiane nahezu unter eben diesem 
Winkel geneigt. Da ferner der Globus erfahrungsgemäß ein nahezu ähn- 
liches Bild der mathematischen Erdoberfläche darstellt, so schneidet auch 
das Bild der Schiffsbahn auf dem Globus oder der winkeltreuen Karte deren 
Meridiane nahezu unter dem nämlichen Winkel. Das Kartenbild einer von dem 
gegebenen Punkte P ausgehenden Schiffsbahn, die mit der Nordrichtung 
überall den gegebenen konstanten Winkel v bildet, ist daher eine von dem 
Bildpunkt P’ ausgehende Linie, welche die Meridiane der Karte überall 
nahezu unter dem Winkel v schneidet, und da diese Linie, falls sie nicht 
genau durch @' geht, doch sehr nahe daran vorbeiführt, so führt auch die 
wirkliche Schiffsbahn entweder genau oder doch hinreichend genau nach Q. 
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Eben deswegen ist es praktisch von Wichtigkeit, zu ent- 
scheiden, ob und wie man durch passende Wahl der oben mit 
f{p) bezeichneten Funktion Winkeltreue der Abbildung erreichen 
kann. Dabei genügt es zu fordern, daß diejenigen einander ent- 
sprechenden Winkel auf dem Globus und auf der Karte überein- 
stimmen sollen, bei denen ein Schenkel mit der Nordrichtung des 
Meridians zusammenfällt. Denn bilden in der Karte irgend zwei 
von ein und demselben Punkte ausgehende Halbstrahlen mit der 
Nordriehtung des Meridians ebenso große und ebenso gelegene 
Winkel wie die ihnen entsprechenden Tangenten des Globus mit 
der nach Norden weisenden Tangente des Meridians, so bilden sie 
auch miteinander den gleichen Winkel wie die letzteren. 

Nun werde, um mit dem einfacheren Fall zu beginnen, zu- 
nächst vorausgesetzt, daß der abzubildende Globus eine Kugel 
sei, deren Radius r heißen möge. Denkt man sich dann auf dem 
Globus ein durch keinen Pol gehendes gewöhnliches einfaches 
orientiertes Linienstück | gegeben, so kann man den Winkel, den 
dieses Linienstück in einem gegebenen Punkte mit der Nord- 
riehtung bildet, folgendermaßen berechnen: Man verstehe unter P 
einen beweglichen Punkt von |, unter s seine auf [ gemessene Ab- 
szisse in bezug auf einen festen Anfangspunkt und unter A und ø 
seine geographische Länge und Breite, wobei die erstere so be- 
stimmt sein möge, daß sie sich mit s stetig ändert und in der 
Richtung nach Osten wächst. Ferner nehme man ein rechtwinke- 
liges räumliches Koordinatensystem OXYZ derart an, das sein 
Anfang O mit dem Mittelpunkt des Globus und die Richtung OZ 
mit der Richtung von O gegen den Nordpol zusammenfällt, daß 
die Halbachse OX in der Halbebene des Anfangsmeridians liegt 
und daß die Drehungsrichtung von OX gegen OY mit der Rich- 
tung der wachsenden Längen übereinstimmt. Dann werden die 
rechtwinkeligen Koordinaten æ, y, z des Punktes P durch die 
Gleichungen 


C—=rC08p0081; y—rcosgysinA; z—=rsinp 


gegeben, und da x, y, z, also auch 2 und ø differenzierbare Funk- 
tionen von s sind, so ergeben sich hieraus für die Richtungs- 
=, i, se der positiven Tangentenrichtung von Í in P 
die Gleichungen 


kosinus 
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d y s 
TE — —rcospsin2 $ —rsing cosà oe 
(1327) 3 = rcospcos4 $} — rsinpsina4? 
Gar a dp 
Fr receoso 453 
aus denen durch Addition der Quadrate beider Seiten 
dı\? dg\* 
(1328) 1—r?’cosp? (=) +r? (32) 


folgt. 
Zweitens erhält man für die Richtungskosinus «, 8, y der 


Nordrichtung in P, indem man in den Gleichungen (1327) “a = 
und zugleich gemäß der Gleichung (1328) rif =1 setzt, 
a= — sing cos’; ß=— sinosin2; y = coso. 


Nunmehr ergibt sich zur Bestimmung des Winkels v, den die 
positive Richtung der Tangente von [ in P mit der Nordrich- 
tung bildet, mittels der Formel 


dæ dy dz 
cosv= Fs Hash tas! 


nach leichten Zwischenrechnungen die Gleichung 


l 
(1329) cosv =T J; ') 
1) Nimmt man auf [ (Fig. 39) in der Nähe von P einen anderen Punkt 

Q an, der auf P im positiven Sinne 
folgt, und bringt man den durch P 
gehenden Meridian mit dem durch Q 
gehenden Parallelkreis in R zum 
Durchschnitt, so entsteht ein kleines 
krummliniges Dreieck, welches an’der 
Ecke P den Winkel v oder dessen 
Nebenwinkel enthält. Versteht man 
nun unter ds die Länge des Bogens 
PQ und unter (A+d}) und (p + dẹ) 
die geographische Länge und Breite 
des Punktes Q, so stellt das Produkt 
rdg die Länge des Meridianbogens PR 
dar, versehen mit den Vorzeichen + 
Fig. 39. oder —, je nachdem der Winkel v 

spitz oder stumpf ist. Die Gleichung 

(1329) sagt daher aus, daß man für den Winkel v auch dann den richtigen 
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Ist + 0, so folgt hieraus 


tgv = dp 77 
ds 
oder mit Rücksicht auf die Gleichung (1328) 
cosp t 
(1330) tgv=—ip ` 


Andererseits wird das Kartenbild ! des Linienstückes I, nach- 
dem man in der Ebene der Karte ein System rechtwinkeliger 
Koordinaten 5,7 angenommen hat, dessen Abszissenachse mit dem 
Äquator zusammenfällt und mit der Richtung der wachsenden 
Längen gleichgerichtet ist und dessen Ordinatenachse durch die 
Punkte von der Länge 0 geht und nach Norden weist, durch die 
Gleichungen i 

s=ri; n—fip) 


Wert erhält, wenn man das krummlinige Dreieck PQR wie ein geradliniges 
Dreieck behandelt und dann zur Grenze für den Fall übergeht, daß Q un- 
endlich nahe an P heranrückt. Eben dieses Verfahren läßt sich auch geo- 
metrisch rechtfertigen, und zwar, falls der Winkel v von Null verschieden 
ist, in folgender Weise: Man denke sich die Bogen PQ und PR auf den in 
P an sie gelegten Tangenten abgewickelt und die Endpunkte @', R’ der so 
erhaltenen Strecken durch eine Gerade verbunden. Dann entsteht ein ge- 
wöhnliches Dreieck, welches an der Ecke R’ nahezu rechtwinkelig ist, Denn 
sieht man die Länge ds als eine unendlich kleine Zahl erster Ordnung an, 
so sind auch die gerade Strecke RQ und der Winkel zwischen dieser Strecke 
und der in R auf der Meridianebene von R senkrecht stehenden Geraden 
unendlich klein erster Ordnung. Dagegen ist die Strecke RR’ unendlich 
klein zweiter Ordnung und dasselbe gilt auch von der Strecke QQ, falls 
2 und g, wie hier vorausgesetzt werden möge, wenigstens zweimal differen- 
zierbare Funktionen von s mit stetigen zweiten Ableitungen sind. (Anderen- 
falls müßte der Wortlaut des nachfolgenden etwas geändert werden.) Nun 
kann aber die Richtung einer unendlich kleinen Strecke erster Ordnung 
durch eine Verschiebung ihrer Endpunkte um unendlich kleine Strecken 
zweiter Ordnung nur um einen unendlich kleinen Winkel erster oder höherer 
Ordnung geändert werden. Also weicht der Winkel PER Q von einem Rech- 
ten höchstens um einen unendlich kleinen Winkel erster Ordnung ab, und 
es ist daher die Projektion dscosv der Strecke PQ' auf den Strahl PR von 


der Zahl PR’ —rdg höchstens um eine unendlich kleine Zahl zweiter Ord- 
nung verschieden, deren Einfluß bei dem schließlich vorzunehmenden Grenz- 
übergang verschwindet. 
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dargestellt, in denen man 2 und ọ als Funktionen von s zu be- 
trachten hat. Ist nun die Funktion /(p) durchweg differenzierbar, 
so hat l’ im Bildpunkt P’ des Punktes P eine Tangente, und die 
Tangente des (von Norden nach Osten positiv zu rechnenden) 
Winkels, den diese mit der Nordrichtung bildet, ist gleich 

dë da 

“tm 

a TOAZ 

Umgekehrt ist dafür, daß l in jedem Punkte eine Tangente 

habe, durchgängige Differenzierbarkeit von /(g) erforderlich, und 
wenn die Abbildung winkeltreu sein soll, so muß immer die 
Gleichung 
dà di 
EBEN 
2 fL 


ds ds 


coso 


bestehen, einerlei welche Werte die Ableitungen a, haben 


mögen. Dies erfordert, daß 
f Orr, 
sei, und wegen der Anfangsbedingung /(0)—=0 folgt hieraus 


5 p 
(1331) r= [ir 
0 
und mit Hilfe der schon in Nr. 443 gewonnenen Gleichung (1219) 
(1332) n=fg)=rists ($+ $). 
Da 


rigtg({ — $) =rlgctg (3 + 2) =—rigtg(ž + $) 


ist, so erfüllt diese Funktion alle gestellten Anforderungen. Die 
für die praktische Brauchbarkeit der Karte so wichtige Eigen- 
schaft der Winkeltreue läßt sich also in der Tat verwirklichen, 
wenn man in der Karte den Abstand eines Parallelkreises vom 
Aquator gemäß der Gleichung (1332) von der geographischen 
Breite ø abhängen läßt. Freilich muß man dann darauf ver- 
zichten, die Pole und deren nächste Umgebung mit zur Dar- 


stellung zu bringen, da der absolute Wert des Ausdruckes 
rigtg (4 +5) über alle Grenzen wächst, wenn 9 zunehmend dem 


Wert 5 oder abnehmend dem Wert [= 5) unbegrenzt nahe rückt. 
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Jede nach dem eben gefundenen Gesetz entworfene Karte 
eines Teiles der Erdoberfläche heißt eine Karte in Mercators 
Projektion oder auch eine Mereatorkarte, nach dem seit 1552 
in Duisburg lebenden Geographen Gerhard Kremer gen. Mer- 
cator (1512—1594), der zuerst eine Karte dieser Art, und zwar eine 
Weltkarte (Fig. 38) zum Gebrauche der Seefahrer veröffentlicht hat. 
Der Stich derselben wurde im August 1569 vollendet. Der Name 
Mercators Projektion für das von Mercator herrührende Ver- 
fahren zur Kartenzeichnung ist allerdings insofern irreführend, 
als gerade bei der Mercatorkarte die Beziehung zwischen Original 
und Bild nicht durch eine Projektion im gewöhnlichen Sinne des 
Wortes, ja überhaupt nicht durch eine geometrische Konstruktion 
vermittelt wird, die sich mittels einer endlichen Anzahl von An- 
wendungen des Lineals und des Zirkels erledigen ließe. Die Mer- 
catorkarte kann insbesondere nicht etwa dadurch erhalten werden, 
daß man die Oberfläche des Globus vom Mittelpunkte aus auf den 
längs des Äquators berührenden Zylinder projiziert und dann 
diesen längs einer Erzeugenden aufschneidet und in eine Ebene 
abwickelt. 

Zur Zeit Mercators war der Begriff eines Integrales und 
der des natürlichen Logarithmus noch unbekannt, so daß das für 
die Mercatorkarte geltende Gesetz der Abbildung noch nicht 
durch die Gleichung (1332) ausgedrückt werden konnte. Daher 
ist die Frage wohl berechtigt, wie denn eigentlich Mercator 
selbst beim Entwerfen seiner Weltkarte zu Werke gegangen ist. 
In allen Einzelheiten ist dies nicht bekannt, da eine von Mer- 
cator hinterlassene Schrift über geographische Kunst, die hier- 
über Näheres enthalten haben dürfte, leider nicht auf uns ge- 
kommen ist. Aber glücklicherweise befinden sich auf dem in Paris 
aufbewahrten einzigen bekannten noch vorhandenen Original der 
1569 herausgegebenen Weltkarte in eingerahmten Feldern Legen- 
den), die wenigstens in großen Zügen über Mercators Ver- 
fahren Auskunft geben. Aus diesen ist zu ersehen, daß Mercator 
bewußtermaßen den Zweck verfolgt hat, eine den Bedürfnissen 
der Schiffahrt angepaßte Karte zu schaffen. Nun nimmt auf dem 
Globus die Länge eines Parallelkreises mit zunehmender Ent- 
fernung vom Aquator fortgesetzt ab. Dagegen werden in der 


1) Den lateinischen Text dieser Legenden nebst deutscher Übersetzung 
gibt A, Breusing, Gerhard Kremer gen. Mercator, der deutsche Geo- 
graph, 2. Ausgabe, Duisburg 1878, Seite 56—57 und Nachtrag, Seite 4—8. 
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Karte bei der oben unter 3. angegebenen Festsetzung alle Parallel- 
kreise durch Strecken von der gleichen Länge wie der Äquator 
dargestellt. Jeder vom Aquator verschiedene Parallelkreis und 
jeder längs eines solchen gemessene Abstand zweier Punkte 
gleicher geographischer Breite erscheint daher in der Karte 
vergrößert, und zwar um so mehr, je höher die betreffende geo- 
graphische Breite ist. Mercator erkannte, daß man, um Winkel- 
treue oder, was dasselbe ist, Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen 
zu erreichen, in der Karte die Dimension von Süden nach Norden 
überall in dem gleichen Verhältnis dehnen müsse, in welchem die 
Dimension von Westen nach Osten von selbst gedehnt erscheint. 
Diesem Grundgedanken hat er in den eben erwähnten Legenden, 
nachdem er die Mangelhaftigkeit der älteren Karten besprochen 
hatte, mit folgenden Worten Ausdruck gegeben: „In Erwägung 
dieser Umstände habe ich die Breitengrade nach beiden 
Polen zu allmählich ebenso vergrößert, wie die Breiten- 
parallele über ihr Verhältnis zum Äquator hinaus ver- 
größert erscheinen.“ 

Da der zur geographischen Breite œ gehörende Parallelkreis 
des Globus die Länge 2xrcosp hat, erscheint er in der Karte, 
wenn er dort ebenso wie der Äquator durch eine Strecke von der 


Länge 2xr dargestellt wird mal vergrößert. Man kann da- 


l 
! co sp 
her das von Mercator angedeutete Ziel, wofern man sich zu- 
nächst auf die Herstellung des Gradnetzes beschränkt, näherungs- 
weise erreichen, wenn man in die zu entwerfende Karte als Dar- 
stellung des Aquators eine Strecke AB von der Länge 2rr und 
senkrecht zu ihr die zu 0° 1°, 2°, -.. östlicher und westlicher 
Länge gehörenden Meridiane einzeichnet und sodann von AB 
nach beiden Seiten fortschreitend Parallelstrecken zu AB als Bilder 
der den einzelnen vollen Breitengraden entsprechenden Parallel- 
kreise derart einträgt, daß der Abstand der zu k? und (k +1)" 
nördlicher oder Sale Breite gehörenden SEEN jedesmal 


durch das Produkt Z= gemessen wird, also -mal so groß 


I5 m cos yi 


ist als die Länge iS eines Längengrades auf dem Äquator. 
Noch größere Genauigkeit läßt sich erzielen, wenn man die Meri- 
diane und Parallelkreise, deren Bilder man in die Karte einzeich- 
net, unter Vermehrung ihrer Anzahl in noch kleineren Abständen 
aufeinander folgen läßt und dann entsprechend verfährt. Wie 
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leicht einzusehen, ist der oben für die Ordinate n gefundene ge- 
© i 

naue Ausdruck r $ A bei positivem Werte von ø nichts weiter 
0 


als die obere Grenze aller Werte, welche der Abstand der zur 
Breite 9 gehörenden Parallelstrecke vom Äquator der Karte bei 
dem Näherungsverfahren erreichen kann, wie eng man auch die 
dargestellten Meridiane und Parallelkreise aneinander rückt. 

Auch die Abplattung der Erde läßt sich bei der Her- 
stellung einer Mercatorkarte berücksichtigen. Um dies näher nach- 
zuweisen, werde jetzt zweitens vorausgesetzt, daß die mathema- 
tische Oberfläche der Erde zunächst in der oben beschriebenen 
Weise auf einen abgeplatteten ellipsoidischen Globus ab- 
gebildet sei, dessen Meridianellipse die große Halbachse a und die 
kleine Halbachse b hat. Zugleich werde ein rechtwinkeliges Ko- 
ordinatensystem OXYZ genau so wie früher (S. 197) angenommen. 
Dann läßt sich der in der z&-Ebene liegende Anfangsmeridian 
durch die Gleichungen 


z=acost; z=bsint (-3<ti<5) 


darstellen. Ferner gelten, da die geographische Breite œ des zum 
Parameterwert £ gehörenden Punktes mit dem ersten Richtungs- 
winkel des dort auf der Meridianellipse errichteten nach außen 
weisenden Lotes in dem ebenen Koordinatensystem OXZ überein- 
stimmt, die Gleichungen (vgl. Nr. 358, 6) 

beost 


Va’ sin! Ir bcos. r 


(1333) cosp = : sing-- asint en 
Va sin!’ -+ b’ cost” 


Umgekehrt ist, wie eine einfache Zwischenrechnung lehrt, 


T acoso A e E bsing _, 
a al me e E TET T, 
Setzt man 
b = a (1— 6°), 
Ver . : Pa Er ; 
VAE a aE rn m die numerische Exzentrizität der Meridianellipse 


bedeutet, so erhalten diese Gleichungen die für das nachfolgende 
bequemere Form 
ET 
cost= -22 ——; sin —Vi— esing 
Br) Vi— sing Vi— sing’ 
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Denkt man sich nun wieder auf dem Globus ein gewöhnliches 
einfaches durch keinen Pol gehendes orientiertes Linienstück [ 
gegeben und versteht man wieder unter 

x, y, z die rechtwinkeligen Koordinaten eines auf I beweg- 

lichen Punktes P, unter i 

2, 9 die geographische Länge und Breite dieses Punktes 
und unter 
s die auf [ gemessene Abszisse des Punktes P in bezug 
auf einen festen Anfangspunkt, 
so gelten, wenn die Bezeichnungen cos? und sin? zunächst noch 
als bequeme Abkürzungen für die rechten Seiten der Gleichungen 
(1335) beibehalten werden, die Gleichungen 


æ= acostcosł; y= acostsin}; z=bsinż. 


Hieraus folgt, wenn man 2 und 9 und vermöge der Gleichungen 
(1335) auch ¢ als Funktionen von s ansieht, 


dx 20 s dt 
pr = acostsinî z; — asintcosi 7, 
(1336) d acostcosà A — asintsin2 = 
dz dt 
a b cost z; 


und nach Addition der Quadrate 


2 a /da\? 2 asn y3 2 a/d? 
(1337) 1= a cost (3s) + (a” sin?” + b“ cost (3) ; 
Setzt man in diesen Gleichungen 0 und zugleich gemäß 
der Gleichung (1337) 
SE a N 
ds Vasin? + Bcost 
so erhält man für die Richtungskosinus «, 8, y der Nordrichtung 
in P mit Rücksicht auf die Gleichungen (1333) die Gleichungen 


asint 


a=— m ; ; 0081 = — EIN 0081 
V asint + bcos? 
asint í ý 2 
Pe ———— sind - — sinyain? 
Va sin t? + b’cost” 
a bcost — cosp 
V asint + b cost > 
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Hierauf ergibt sich zur Bestimmung des Winkels v zwischen 
der Nordrichtung und der positiven Richtung der Tangente von [ 
in P mittels der Formel cosv=% a-+ B+ dzy nach nahelie- 
genden Vereinfachungen die Gleichung 


(1338) cosv = (asintsing + bcos tcos gp) A : 
Nun folgt aber aus den Gleichungen (1335) durch Differentiation 
J lt í sing e’sinpcosp” | do 
sint- =! -c PARSER } 
ds \Yı-#sin PER E Ping as 


(—e*sing do 
yı — lin p. ds 
cosg esing coso |dp 


dt nt 
cst-——= V1— t —— 
ds L l Vi — esing’ Vi— sing” yes 


Setzt man diese Werte sowohl in die Gleichung (1338) als 
in die Gleichung (1337) ein und ersetzt man zugleich b durch 


aVı—e*, so erhält man nach kurzer Zwischenrechnung aus 
(1338) 
al—e) dp 
cosy = —— -a 7 
yı am esing ds 
und aus (1337) 
2 


a’cosp /d} aima? ldo 


E Esing (1 — esing) s\ds) ’ 
also 
N acos p dh 
Sın v = — a A 
yı — esing ds 
Folglich wird ian 
a 
Ges cosp(l — esing’) ds 
ulm 1—e ER: 


7 ds 
Andererseits werden die Koordinaten &, 7 des Kartenbildes P’ 
von P in bezug auf ein in der Ebene der Karte angenommenes 
rechtwinkeliges System, dessen Achsenkreuz in der gleichen Weise 
wie früher festgelegt ist, durch die Gleichungen 


sul; n= fp) 
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gegeben, wo f(g) die vorläufig unbekannte Funktion bedeutet, 
die jetzt bei Berücksichtigung der Abplattung an die Stelle der 
früher mit /(p) bezeichneten Funktion tritt. Für die Winkel- 
treue der Abbildung ist daher notwendig und hinreichend, daß 
fı(p) durchweg differenzierbar sei und daß immer die Gleichung 


di dì 

cosg (1 — esing") Ts _ as 
P re 

Le ss Fo) 


bestehe, das heißt, daß 


4 ar x. 
Al = “u cosp(l— "sin p°) 


sei. Mit Rücksicht auf die Anfangsbedingung f,(0)=0 folgt 
hieraus 


a339) Han f 


cosz(1 —E ting”) ` 


Das rechts stehende Integral ist am einfachsten dadurch zu 
finden, daß man mittels der Gleichung sing=u eine neue Inte- 
grationsveränderliche « einführt. Man erhält dann 


Eu j du 
filg) =a(1— é’) e A AA 


singr y yr ? i 
— Re en Ak Sa ER ER; 
|? an 21+u 2 1— eu 21-+e 


BR. 1 -+ sing aE 1+esing 
=7 -E a 


1— sing 2 I— esing 
1+ ) 
-allete (+3) Sie Fe. 
Nimmt man für die Abplattung den oben angegebenen von 
Bessel berechneten Wert d= sgg is = (),003342773, so wird 
e= y S2 —8)— 0,08169683 < $. 


Daher darf man nach Nr. 263, Gleichung (511), mit einer für 
alle Bedürfnisse der Praxis ausreichenden Genauigkeit 


figo)=al|igte (+ g)— £ ssingp— it sing‘ | 


setzen. 
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Übungsaufgabe. Man denke sich ein Gebiet der Erdober- 
fläche, welches sich über einen Längengrad und einen Breiten- 
grad erstrekt in Mercators Projektion durch ein Kartenblatt 
von 1 m Breite dargestellt, und zwar erstens ohne und zweitens 
mit Berücksichtienne der Abplattung. Wie groß kann dann der 
Höhenunterschied beider Karten höchstens werden, wenn man für 
die Abplattung den Besselschen Wert nimmt? 

Antwort: Der Höhenunterschied wird am größten, wenn die 
Mitte des darzustellenden Gebietes auf dem Äquator liegt, und 
die Karte mit Berücksichtigung der Abplattung wird dann um 
6,6743 mm kürzer als die Karte ohne Berücksichtigung der Ab- 
plattung. 


Achtzehnter Abschnitt. 
Bestimmte Integrale mit komplexen Grenzen. 


474. Ausdehnung des Begriffes eines bestimmten Inte- 
grales auf Funktionen komplexen Argumentes. — In der Ebene 
einer komplexen Veränderlichen z sei ein gewöhnliches einfaches 


Fig. 40. 


orientiertes Linienstück [ (Fig.40) gegeben, und für einen das Linien- 
stück [ enthaltenden abgeschlossenen Bereich Y sei eine daselbst 
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stetige Funktion /(z) von z erklärt.!) Der Anfangspunkt von | 
heiße A, der Endpunkt B, und die diesen Punkten entsprechenden 
komplexen Zahlen seien beziehentlich a und b. Ferner sei n eine 
beliebige ganze oberhalb 1 liegende Zahl und 2,, Za, +> n-ı 
irgend eine Reihe sowohl von a und b als auch voneinander ver- 
schiedener komplexer Zahlen, deren Bildpunkte auf [ liegen und 
dort im positiven Sinne aufeinander folgen. Um gewisse Ab- 
kürzungen zu ermöglichen, sei überdies a=z, und b=z, gesetzt. 
Endlich sei für A=1, 2,---n jedesmal eine komplexe Zahl & 
irgendwie so angenommen, daß ihr Bildpunkt sowohl auf der 
Fläche des Kreises, welcher die Verbindungsstrecke der Punkte 
2ı—ı und z, als Durchmesser hat, als auch in Y liegt, und sodann 
aus den bisher erklärten komplexen Zahlen die Summe 


(1340) S= Ifa)la—a- ) 


i=1 
zusammengesetzt. Sind dann 
PEY z2—mt Ni; seht mi 
fle = ul, y) + via, y)i 
die Gleichungen, die sich durch Zerlegung der links stehenden 
komplexen Zahlen in ihre reellen und ihre imaginären Teile er- 
geben, so ist 


S= > [u (Sa, m) a — 1—1) vi, N) (Y — Y —1)) 


A=1 
ID >> Ya) — Ya —1) + Vlr, N) (21 — a - 1]. 
i=1 


Daraus folgt, daß die Summe S bei unbegrenzter Ver- 
mehrung der Zwischenwerte 2,,29,°''2n-ı und unbegrenz- 
ter Verfeinerung der durch sie bewirkten Teilung des 
Linienstückes [ immer dem Grenzwert 


1) Die hinsichtlich des Linienstückes I und der Funktion f(z) gemachten 
Voraussetzungen ließen sich allenfalls durch etwas weniger weit gehende 
Annahmen ersetzen. Doch gewährt eine solche Verallgemeinerung keinen 
praktischen Nutzen, 
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Ur Ü) roD 
(1841). J= [ua,y)de— fve ydy +i | Sunay 


( 
+ [vi ujde] 


zustrebt, einerlei wie man bei der Vermehrung der Zwischen- 
werte und der Auswahl der Zahlen £, zu Werke geht. Denkt 
man sich nämlich die Koordinaten x, y eines auf | frei beweg- 
lichen Punktes P als Funktionen der Länge s des Bogens AP 
von [ durch die Zeichen g(s), x(s) dargestellt, so ist, wenn Z die 
ganze Länge von í bedeutet, 


(1) ] , 
[enaz- fwod. 


Ferner gibt es, wenn so =0, S1, Se, ‘+8, die zu den Punkten 
295 21: Zas **'2„ gehörenden Werte von s bedeuten, für 21, 2, -n 
auf dem Intervall (s,_,-'-s;) stets wenigstens eine Stelle o, von 
solcher Beschaffenheit, daß 


Tı — 2i =pl) — pls) = p(o) (5 — Siy 


ist. Nun kann man aber nach willkürlicher Annahme einer be- 
liebig kleinen reellen positiven Konstanten & stets eine zweite 
reelle positive Konstante h so wählen, daß der Unterschied zwi- 


(1) 
schen dem Integral f u(x, y)dæ und der Summe 


ul), Loga — s, = X ulga), Koe ae 
i=1 AST 
für jede Einteilung des Linienstückes I, bei welcher die absoluten 
Werte der Differenzen (z,—2,_,) sämtlich unterhalb % liegen, 


absolut genommen kleiner als 5 ist. Zugleich kann man, da die 


Funktion /(2), also auch die Funktion u(x, y) in ® stetig, also 
daselbst auch gleichmäßig stetig ist, durch geeignete Wahl von 
h erreichen, daß bei jeder Einteilung von I, die der erwähnten 
Bedingung genügt, für jeden möglichen Wert von A immer 


(ulën m) — ulg(a), Koll <z; 


wird, einerlei wie die Stelle (&,,;) in dem ihr zugänglichen Bereiche 
v. Mangoldt, Einführung, III. 14 
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angenommen sein mag. Dann gilt für jede solche Einteilung die 
Ungleichung 


n () | 
jis u, M) (E — Ti 1) — Í: uz, y)da | 


21 
<| D uë mM- ulol) mae) 
à= 
| n (0) 
+D uoo Nmn) fue yae 
s1 | 
<ġ Demn) tE 
å=1 
Lir T 


Genau Entsprechendes gilt hinsichtlich der Summen 


n 


Dolën mM n-d); Dulo MU — un- 


Ei 1=1 


= v($,, na) (X a ı) 


i=1 
und der Integrale 


(9 (9 0) 
[ve y)dy; fue y)dy; fve, y)dx. 


Folglich läßt sich die der Konstanten & zugeordnete positive 

Zahl k auch so bestimmen, daß 
S—-J|<e 

wird, sobald die absoluten Werte der Differenzen (2, — 2, _,) sämt- 
lich kleiner als % sind. In dem hiermit festgestellten Sinne kann 
daher die Zahl J in der Tat als der Grenzwert der Summe $ für 
den Fall einer unbegrenzten Verfeinerung der Teilung von [ be- 
zeichnet werden. 

Eben dieser Grenzwert heißt das von a bis b über I er- 
streekte bestimmte Integral der Funktion /(z) und wird durch 
das Zeichen 


(rd 
feae) 
dargestellt. 
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Indem man die auf der rechten Seite der Gleichung (1341) 
stehenden Linienintegrale durch Einführung der Bogenlänge s in 
eigentliche Integrale umwandelt, erhält man für das Integral 


(U rb 
$ f(z)dz nach naheliegenden Zusammenziehungen die Darstellung 
a 


(è l 
au) f rwaz- | AOH NOHO 
oder kürzer 
b al 
(13428) 1 r@)az— | HOF ds. 


Hieraus kann man ferner, indem man für s eine andere Inte- 
grationsveränderliche einführt, noch manche andere Darstellungen 
des links stehenden Integrales durch eigentliche Integrale ab- 
leiten. 

Eine naheliegende Erweiterung dieser Erklärung liefert der 
folgende 

Zusatz: Ist in einem Bereichs, für den eine daselbst stetige 
Funktion /lz) der komplexen Veränderlichen z erklärt ist, ein orien- 
tiertes Linienstück Í gegeben, welches aus einer endlichen Anzahl 
aneinandergereihter gewöhnlicher einfacher Linienstücke besteht, 
und ist wieder a die dem Anfangs- und b die dem Endpunkt von 


(i) pb 
[ entsprechende komplexe Zahl, so versteht man unter J f(z)dz 
da 


die Summe der über die einzelnen Bestandteile von [ je- 
weils vom Anfangs- bis zum Endpunkt erstreckten Inte- 
grale der Funktion /l2). 

Das Linienstück í heißt in allen Fällen, mag es einfach oder 
zusammengesetzt sein, der Integrationsweg und die seinem An- 
fangs- und seinem Endpunkt entsprechenden komplexen Zahlen 
heißen immer beziehentlich die untere und die obere Integra- 
tionsgrenze. 

Der vorstehenden Begriffsbestimmung entsprechend soll 
auch im nachfolgenden unter einem Integrationsweg nicht ein 
ganz beliebiges Linienstück, sondern stets ein Weg verstanden 
werden, der sich in eine endliche Anzahl aneinander gereihter 
gewöhnlicher einfacher Linienstücke zerlegen läßt. 


475. Einfachste Umformungen. — Für die eben erklärten 
14* 
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Integrale gelten, wie man leicht zeigen kann, die folgenden Er- 
weiterungen früher gefundener Sätze: 
1. — Hat man auf dem Integrationsweg Í eines bestimmten 


() rb 
Integrales $ f\z)dz einer Funktion komplexen Argumentes eine 


a 
Stelle ce nach Belieben angenommen und dadurch den Integrations- 
weg in die beiden Teile [,, [, zerlegt, so ist immer 


b (re (lo) +» 
(1343) "nar- : edz + I@)dz. 


2. — Leitet man aus einem gegebenen bestimmten Integral 
(Orb 

f{z)dz ein zweites Integral dadurch ab, daß man die Richtung 
‘a 


des Integrationsweges umkehrt, ohne jedoch sonst etwas zu ändern, 
so erhält man den entgegengesetzten Wert. Es ist also immer 


(1344) "na: —— Tre dz. 


3. — Ein bestimmtes Integral T Cf(z)dz, bei welchem die 


zu integrierende Funktion als das Produkt einer Konstanten C 
mit einer auf dem Integrationswege stetigen Funktion f(z) ge- 
geben ist, kann stets gemäß der Gleichung 


t)r? 
(1345) J crodz=0 "| faz 


in das Produkt der Konstanten C mit dem Integral der Funktion 
f) umgeformt werden. 


(rb 
4. — Der absolute Wert eines bestimmten Integrales [ fz)dz 
. Ja 


einer Funktion komplexen Argumentes ist niemals größer als das 
Produkt der Länge / des Integrationsweges mit dem größten Wert 
M, den der absolute Betrag der unter dem Integralzeichen stehen- 
den Funktion auf dem Integrationswege zu erwerben vermag. 
Man darf daher immer 


(vr? 
(1346) f@)d==dIM 


setzen, wo d eine komplexe Zahl bedeutet, deren absoluter Wert 
nicht größer als 1 ist. 
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Wenn eine Funktion f(e) eines komplexen Argumentes in 
einem Kontinuum stetig ist, so sind zwei verschiedene Möglich- 
keiten denkbar, nämlich erstens die Möglichkeit, daß das be- 
stimmte Integral der Funktion /(z), erstreckt über einen in dem 
Kontinuum verlaufenden Integrationsweg immer nur von der Lage 
des Anfangs- und des Endpunktes dieses Integrationsweges ab- 
hängt, aber sonst von der Gestalt des Integrationsweges unabhängig 
ist, zweitens die Möglichkeit, daß verschiedenen in dem Kontinuum 
verlaufenden Integrationswegen, welche den gleichen Anfangspunkt 
a mit dem gleichen Endpunkt b verbinden, auch verschiedene 
Werte des von a bis b erstreckten Integrales der Funktion /(2) 
entsprechen können. Gerade die Frage, wann das eine und wann 
das andere stattfindet, wird durch die nächstfolgenden Nummern 
entschieden werden. 

476. Annäherung durch ein Treppenintegral. — Erklä- 
rung: Eine in der Ebene einer komplexen Veränderlichen liegende 
gebrochene Linie heißt ein Treppenweg, wenn sie (Fig. 41) aus 
einer endlichen Anzahl aneinander 
gereihter abwechselnd zur einen 
und zur anderen Koordinatenachse 
parallel laufender Strecken zu- 
sammengesetzt ist, und als einfach- 
ster Fall wird dem Begriff eines 
Treppenweges auch eine einzelne 
Strecke untergeordnet, sobald sie 
zu einer der Koordinatenachsen 
parallel ist. Im Anschluß an diese Fig. 41. 

Erklärung nennt man ferner jedes 

Integral, welches dadurch entsteht, daß man eine auf einem 
Treppenweg stetige Funktion komplexen Argumentes über diesen 
Weg integriert, ein Treppenintegral. i 

Lehrsatz: Es sei f(z) eine in einem zweifach ausgedehnten 
Bereiche B stetige Funktion einer komplexen Veränderlichen z und 
L ein ganz im Innern dieses Bereiches liegender orientierter Inte- 
grationsweg (Nr. 414). Dann ist es nach willkürlicher Annahme 
einer beliebig kleinen reellen positiven Konstanten e immer mög- 
lich, einen vom Anfangspunkt a nach dem Endpunkt b von í 
führenden in Y verlaufenden Treppenweg l so zu bestimmen, daß 
die Differenz der von a bis b über die Wege { und Y erstreck- 
ten Integrale der Funktion f(z) absolut genommen kleiner als € 
ausfällt. 
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Beweis: Unter den gemachten Voraussetzungen ist es immer 
möglich, eine reelle positive Konstante ọ so zu bestimmen, daß 
die Fläche und der Umfang eines jeden Kreises, der um einen 
beliebigen Punkt von í mit dem Radius ọ beschrieben ist, ganz 
innerhalb X liegen. 

Nachdem nun o dieser Forderung gemäß, aber sonst nach Be- 
lieben angenommen ist, denke man sich um jeden Punkt von í 
mit dem Radius o einen Kreis beschrieben und hierauf einen ab- 
geschlossenen Teilbereich W des Bereiches Y durch die Fest- 
setzung erklärt, daß er alle diejenigen, aber auch nur diejenigen 
Punkte enthalten soll, welche im Innern oder auf der Grenze des 
von den Flächen dieser Kreise überdeckten Gebietes liegen. Sind 
sodann wie in Nr. 474 


z=x+yi und fe)=ule, y) + vie, yji 


diejenigen Gleichungen, die sich durch Zerlegung der links stehen- 
den komplexen Zahlen in ihre reellen und ihre imaginären Teile 
ergeben, und ist / die Länge des Linienstückes I, so kann man, 
da die Funktionen u(x, y) und v(x, y) in XY gleichmäßig stetig 
sind, der gegebenen Konstanten e eine unterhalb ọ liegende reelle 
positive Konstante A derart zuordnen, daß für je zwei dem Be- 
reiche Y’ angehörende Stellen (x. y), (x, y’), deren Abstand kleiner 
als h ist, sowohl 


ua, y)— u, y))< 5 als auch [va y — ev, y< Rn 
ist. Hierauf kann man auf [ eine gewisse Anzahl (n +1) im 
positiven Sinne aufeinander folgender Punkte 
ei, ine) 


so wählen, daß für 2=1,2,---n jedesmal die Ungleichung 
|z — 2 ‚I<h besteht und daß SER die Differenz des Inte- 


(0 
grales S Toaz und der durch die Gleichung (1340) in Nr. 474 


erklärten Summe $ stets absolut genommen kleiner als 5 ist, 


einerlei wie die Stellen Z,, Ča, -++ ëp in den ihnen zugänglichen 
Bereichen gewählt sein mögen. Nimmt man sodann (Fig. 42), für 
2—1, 2,---n unter %, %, die Koordinaten des Punktes 2, ver- 
stehend, zu den Stellen (@,_,„ Yı—ı) und (æ, yı) jedesmal noch 
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die Stelle (@,, Y, _,) hinzu und denkt man sich die Strecken ge- 
zogen, welche die beiden ersteren mit der letzteren verbinden, so 
erhält man, indem man diese Strecken aneinander reiht und in 
solchen Fällen, wo eine von ihnen 


die Länge Null hat, jedesmal die $ 

beiden benachbarten zu einer ein- ba a) 
zigen Strecke vereinigt, einen von 

a nach b führenden Treppen- à 
weg l’ von der oben verlangten 

Beschaffenheit. Denn das über h-r a-1) l, Ya-1) 


diesen Treppenweg erstreckte Inte- 
gral der Funktion f(z) ist gleich 
der Summe der über die einzelnen Fig. 42. 
Teilstrecken des Treppenweges er- 

streckten Integrale, und wenn man für diese letzteren die durch 
die Formel (1341) der Nr. 474 gegebenen Werte einsetzt und dabei 
bedenkt, daß für jede horizontale Strecke dy—=0 und für jede 
vertikale Strecke de—=0 ist, so erhält man die Gleichung 


(fb A Fa 
fd || U(X, y, _)de | væ, y)dy 
a 2=1V U —1 Yı —1ı 


Ti 


i—1 


; | 
van sdetf wen may]. 
i—1 


Nun ist aber nach dem ersten Mittelwertsatz, wenn x, und 
x, passend gewählte zwischen x, _, und æ, liegende Mittelwerte 
und y, und y; passend gewählte Mittelwerte zwischen y, _, und 
y, bedeuten, 


ag | 4 

J ulz, Y, — JAL =U, Y1) (i — rmn) 
“T1 

>T 


4 r 
| van dir= y Naa) 
Tl —1 ` 


Y, 
$ ur, Y) dY = UE Y1) Ya — Y) 
Nn=i 


Y, [22 
$ va, YAY =VE Y) Ya — Y1)» 


Ur 
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also 


ii fedz = 5! 


i=1 


| u), Yr —1) (21 — Li — 1) — Y(T; yU — Yi —1) 


E AEA Y, 1) (1—2 ~= N) Tr ulz,, YY — Y _ ı)) | , 


und daraus folgt, daß sich das links stehende Integral von der 
Summe 


n 


g > lue, Y D (£ ud?) > D — U(t, Y, Ea Y O Y, _ 3) 


i=1 


Ho an + mn) | 
nur um eine Differenz unterscheiden kann, die absolut genommen 
5 ist. Da nämlich der Abstand der Punkte (x, Y, _,) 
und (%1, Y, _,) kleiner als A ist, so ist 

Nu, — lta ya — 2, N 


R=1 


kleiner als 


<a Alant 
=l 
und da ähnliche Ungleichungen für die drei übrigen Paare ein- 
ander entsprechender Bestandteile der in den vorangehenden Glei- 
chungen rechts stehenden Kai al, so ist in der Tat 


w) 
[re dz—S, <$ 


Zugleich ist aber auch 


J‚noae-8.<$, 


da die Stelle (x, + %,__,) jedesmal zu denjenigen Stellen gehört, 


mit denen die Stelle č, zusammenfallen darf, also die Summe $, 
einen der möglichen Werte der Summe $ darstellt. Folglich ist 
wirklich 

Ko) b 


1) rb 
fode— | Nodz<e, 


wie gefordert wurde. 
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477. Hilfssätze.!) — Die Frage, ob ein bestimmtes Integral 
einer Funktion /(z) einer komplexen Veränderlichen eine Wert- 
änderung erfahren kann, wenn man die Grenzen festhält, aber 
den Integrationsweg ändert, läßt sich in zwei Fällen direkt be- 
antworten, nämlich erstens, wenn f(z) konstant, und zweitens, 
wenn f(2)—=z ist. Die Antwort lautet in beiden Fällen verneinend 
und wird durch die beiden folgenden Hilfssätze gegeben: 

Hilfssatz 1. — Sind a und b beliebige Stellen in der Ebene 
einer komplexen Veränderlichen z und ist | ein beliebiger dieselben 
verbindender Integrationsweg und C eine beliebige Konstante, so 
ist immer 


Hr? 
(1347) [ Caz—(0(b —a), 


einerlei wie der Integrationsweg gestaltet sein mag. 
Nimmt man nämlich eine beliebige Anzahl (n + 1) komplexer 
Zahlen 


2o = l; Zis Ag, Zy =b 


so an, daß ihre Bildpunkte alle auf [ liegen und dort im positiven 
Sinne aufeinander folgen, so ist immer 


Selera) =C Feitur e a i) 
ASt 
= C(2„— 2) =C (b — a). 


Also ist auch der Grenzwert, dem die links stehende Summe 
bei unbegrenzter Verfeinerung der Teilung von Z zustrebt, d. h. 


(i)b 
das Inteġral T Cdz gleich C(b— a), wie behauptet wurde. 
a 


Hilfssatz 2. — Sind a und b beliebige Stellen in der Ebene 
einer komplexen Veränderlichen z und ist 1 ein beliebiger dieselben 
verbindender Integrationsweg, so ist unabhängig von der Gestalt 
dieses Weges immer 


Or? 
(1348) ni zdz=4b— La}. 


1) Die nachfolgenden Hilfssätze und der auf ihnen beruhende Beweis 
des wichtigen Integralsatzes von Cauchy (Nr. 479) sind zuerst von E. a Y 
sat, Acta mathematica 4, Stockholm 1884, Seite 197, und Transactions of 
the american mathematical society 1, Lancaster, Pa. and New York 1900, 
Seite 14, angegeben worden. 
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Haben nämlich 2,, 21, 23,°*'2„ die gleiche Bedeutung wie 
‘eben und ist ebenso wie früher für 2=1, 2,- n jedesmal ë, eine 
beliebige Zahl auf der Fläche desjenigen Kreises, der die Punkte 


., OVi 
2, _1, 2% als Endpunkte eines Durchmessers hat, so ist [ zdz 
sa 


der Grenzwert der Summe 
S= Daaa) 
i=1 

bei unbegrenzter Verfeinerung der Teilung von I. Nun darf man 
aber den Punkt č insbesondere mit dem Mittelpunkt der 
Verbindungsstrecke der Punkte z,_,, 2, zusammenfallen 
lassen, d. h. 

3, +3-1 
= ə x 


setzen. Dann wird 


n n 
Lo 3 & T 1 _2 2 
S= Yz ata aa e 
21 1 
ER VL Ye EA mr. | 
=, ddr Ar Heil) 


1 


„2 2 1,2 1 2 
= y Cn a= =A ; 


= 
einerlei wie fein der Integrationsweg geteilt sein mag. Also 


(1) rb 
ist auch der Grenzwert von S, d. h. das Integral f! zdz gleich 
a 


( z b — > aè), wie behauptet wurde. 


Die vorstehenden Hilfssätze gelten insbesondere auch dann, 
wenn b mit a zusammenfällt, und führen in diesem Fall zu dem 
Ergebnis, daß die über einen beliebigen geschlossenen 
Integrationsweg g erstreckten Integrale 


(8) 
fea: und "fra: 


immer gleich Null sind. 

Hiermit ist nun die Möglichkeit gewonnen, einen weiteren 
wichtigen Satz zu beweisen, nämlich den 

Hilfsatz 3. — Wenn eine Funktion f(z) einer komplexen 
Veränderlichen z in einem zweifach ausgedehnten Bereiche X 
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differenzierbar ist, so hat ihr Integral, erstreckt über den Um- 
fang einer Rechtecksfläche R, die samt ihrer Begrenzung ganz im 
Innern von B liegt und deren Seiten zu den Koordinatenachsen 
parallel sind, immer den Wert 0. 

Beweis: Man denke sich (Fig. 43) die gegebene Rechtecks- 
fläche durch die Strecken, welche die Mitten ihrer Gegenseiten 
verbinden, in vier kleinere Rechtecke zerlegt und erstrecke das 
Integral der Funktion f(z2) über den Umfang einer jeden dieser 
letzteren in der positiven Umlaufungsrichtung, Dann hat man 
über jede der im Innern von N liegenden Rechtecksseiten zweimal 
in entgegengesetztem Sinne zu integrieren. Bei der Addition der 
vier über die Umfänge der kleineren Rechtecksflächen erstreckten 
Integrale heben sich daher die Beiträge, die von den innerhalb 


Fig. 43. 


NR liegenden Strecken herrühren, gegenseitig auf, und es bleiben 
nur die Beiträge der auf dem Umfang von NR liegenden Seiten 
übrig. Dies hat zur Folge, daß die Summe der vier erwähnten 
Integrale mit dem über den Umfang von N in der positiven Um- 
laufungsrichtung erstreckten Integrale der Funktion flz) überein- 
stimmt. 

Angenommen nun, dieses letztere Integral wäre nicht gleich 
Null, sondern hätte einen positiven absoluten Wert œ, so müßte 
sich unter den vier kleineren Rechtecksflächen wenigstens eine 
finden, bei welcher der absolute Wert des über den Umfang er- 


streckten Integrales der Funktion fiz) nicht kleiner als 7 wäre, 
und man könnte, wenn es nur eine solche Fäche gäbe, unter NR, 
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eben diese Fläche, und wenn es mehrere gäbe, unter R, die- 
jenige von ihnen verstehen, die am weitesten links und am 
tiefsten liegt. 

Nun wären auf die Rechtecksfläche N, genau dieselben Über- 
legungen noch einmal anwendbar und würden zu einer Rechtecks- 
fläche N, führen, bei welcher der absolute Wert des über den 


Umfang erstreckten Integrales nicht kleiner als T wäre, und so 


fort. Nach einer beliebigen Anzahl 2 von Schritten käme man 
so zu einer Rechtecksfläche N,, bei welcher das über den eig 


erstreckte Integral der Funktion f(e) absolut genommen >, T wäre. 


Zugleich gäbe es eine und nur eine komplexe Zahl z,, deren Bild- 
punkt einer jeden dieser Rechtecksflächen als innerer oder als 
Randpunkt angehörte. Denn wären x, y die Koordinaten der 
komplexen Veränderlichen z und wären für jeden positiven Wert 
von n 

SC <m; b,<y<b, 


AnS n= y 
diejenigen Ungleichungen, durch welche die Rechtecksfläche N, 


analytisch abgegrenzt wird, so hätte diejenige komplexe Zahl zo, 
deren Koordinaten durch die Reihenzahlen 


(Aii Ag; Ag; ++ | +++; Ag; aa; ai); (bi; ba; ba; +++ | +++; bai ba; b1) 
dargestellt werden, in der Tat die verlangte Eigenschaft, und 


außer ihr gäbe es keine andere derartige Zahl. 


An der Stelle z, wäre aber die Funktion f(2) differenzierbar, 
d. h. nach willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen reellen 
positiven Konstanten & ließe sich eine zweite reelle positive Kon- 
stante ọ so bestimmen, daß für | 


|z — 2| < ọ immer 
EIER fo) <e 


wäre. Nach Einschränkung der Veränderlichen z auf die der Be- 
dingung |? — 2,|<o genügenden Werte könnte dann 
f=fa)+@- zo)f C) + (e — z) n 
= fa) — 2o F Co) + f'E) +E — 2) 
gesetzt werden, wo n eine stetige Funktion von z bedeutet, deren 


absoluter Wert beständig <e bleibt. Ferner wäre die Recht- 
ecksfläche N, für jeden oberhalb einer gewissen Grenze liegenden 
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Wert von n ganz im Innern des um den Punkt 2, mit dem Ra- 
dius ọ beschriebenen Kreises enthalten. Für jeden derartigen 
Wert von n könnte man daher das über den Umfang u, von Ñ, 


e (tn) 
in der positiven Umlaufungsrichtung erstreckte Integral f Kejdz 


gemäß der Gleichung 


(u,) (u) (u) 
fioi= fife af edz + fe) feaz 


(a) 


+ (z — zu)ndz 


in drei Teile zerlegen. Von diesen würde aber der erste nach 
Hilfssatz 1 und der zweite nach Hilfssatz 2 wegfallen. Man er- 
hielte also die Gleichung 


Wr. u) 
[nad - fe- nd 


und könnte nun, indem man unter Ü die Länge des Umfanges der 
ursprünglich gegebenen Rechtecksfläche N versteht, MORE 


F T und 


für jeden auf diesem Umfang liegenden Wert von z ist der Ab- 
stand der Punkte 2, und z kleiner als die halbe Länge des Um- 
fanges u, also 


maßen weiter schließen: Der Umfang u, hat die Länge 


R ag! 
|2 — 20 <_ 3 FU 
Folglich ist nach dem Satz 4 der Nr. 475 
|n) 11 Dm 
f dde) <; 403 ple = ri Ue. 
Andererseits wäre nach dem früheren 


(u,) | 
| [mod >o. 
| 


Diese Ungleichung stände aber mit der vorangehenden in 
2 
Widerspruch, sobald man & so angenommen hat, daß 3U:<o, 


also e< ist. Folglich ist die Annahme, daß das über den Um- 
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fang von Ñ erstreckte Integral der Funktion fiz) von Null ver- 
schieden sei, zu verwerfen, und es bleibt keine andere Möglich- 
keit, als daß dieses Integral den Wert 0 hat. 

Durch wiederholte Anwendung des hiermit bewiesenen Satzes 
ergibt sich endlich: 

Hilfssatz 4. — Wenn eine Funktion f(z) einer komplexen 
Veränderlichen z in einem zweifach ausgedehnten Bereich ® di ffe- 
renzierbar ist, so hat ihr Integral, erstreckt über einen ge- 
schlossenen sich seibst nicht schneidenden und ganz im Innern 
von B verlaufenden Treppenweg, immer den Wert 0, sobald auch 
die von dem Treppenweg umsehlossene Fläche 3) ganz 
im Innern von B liegt. 

Die Fläche % läßt sich nämlich (Fig. 44) auf mannigfach ver- 
schiedene Weise in nebeneinander liegende Rechtecksflächen zer- 
legen, deren Seiten zu den Koordinaten- 
achsen parallel sind. Beispielsweise 
kann eine solche Zerlegung dadurch er- 
folgen, daß man bei jeder Seite des 
Treppenweges, die sich in das Innere 
von % hinein verlängern läßt, diese Ver- 
längerung bis zum Wiederaustritt aus 
y wirklich ausführt. Das über den Um- 
fang von 5 im positiven Umlaufungsinn 
erstreckte Integral der Funktion f(z) ist 

Fig. 44. dann wieder gleich der Summe der über 

i die Umfänge der einzelnen Teilflächen 

jeweils im positiven Sinne erstreckten Integrale, da jede im Innern 

von ‘5 liegende Rechtecksseite zu dieser Summe zwei entgegen- 

gesetzt gleiche Beiträge liefert. Nun ist aber für jede Teilfläche 

das über den Umfang erstreckte Integral nach dem vorangehenden 

Hilfssatz gleich Null. Folglich muß auch das über den Umfang 
von ‘5 erstreckte Integral den Wert 0 haben. 

478. Einfach und mehrfach zusammenhängende Kontinua. 
— Ein Kontinuum T in der Ebene einer komplexen Veränder- 
lichen und ein in seinem Innern liegender geschlossener sich selbst 
nicht schneidender Treppenweg können (Fig. 45) so gestaltet sein, 


1) Der Satz, daß jedes einfache ebene Vieleck seine Ebene in zwei Teile 
zerlegt, einen inneren und äußeren, wird hier als in der Elementarmathe- 
matik bewiesen vorausgesetzt. 
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daß die von dem Treppenweg umschlossene Fläche nicht ganz im 
Innern von T liegt. Beispielsweise gilt dies für das Ringgebiet 
zwischen zwei konzentrischen Kreisen und einen innerhalb des- 
selben liegenden den inneren Kreis umschließenden Treppenweg. 
Ja man brauchte, um ein Beispiel zu 
erhalten, aus der Fläche eines Kreises 
oder eines einfachen Vielecks nicht 
einmal ein Flächenstück herauszu- 
nehmen; es würde vielmehr schon ge- 
nügen, wenn man nur einen einzigen 
inneren Punkt daraus entfernte. 

In Fällen der eben gekennzeich- 
neten Art sind nun solche Schlüsse, 
wie sie zum Beweise des Hilfssatzes 
4 der Nr. 477 gedient haben, nicht 
mehr möglich. Der Beweis wird also 
hinfällig, und zwar nicht allein der 
Beweis, sondern, wie sich an geeigneten Beispielen zeigen läßt 
(vgl. Nr. 481), auch die Behauptung selbst. Eben deswegen muß 
man in manchen Teilen der Lehre von den Funktionen eines kom- 
plexen Argumentes Kontinua von zwei verschiedenen Arten unter- 
scheiden, nämlich einfach und mehrfach zusammenhängende, gemäß 
der folgenden 

Erklärung: Ein ebenes Kontinuum heißt einfach zusam- 
menhängend, wenn die Fläche eines jeden einfachen Vielecks, 
dessen Umfang innerhalb des Kontinuums liegt, ebenfalls ganz 
im Innern des Kontinwums enthalten ist, sonst mehrfach zu- 
sammenhängend. 

Beispiele einfach zusammenhängender Kontinua sind die ganze 
unendliche Ebene, das Innere einer Halbebene, eines Dreiecks, 
eines einfachen Vierecks und allgemeiner jedes einfachen Vielecks, 
sowie das Innere eines Kreises, einer Ellipse, usw. 

Beispiele mehrfach zusammenhängender Kontinua ergeben sich, 
wenn man aus irgend einem einfach zusammenhängenden Konti- 
nuum einen inneren Punkt oder ein ganz im Innern liegendes ab- 
geschlossenes Flächenstück oder mehrere solche Punkte oder 
Flächenstücke herausnimmt. 

Für manche Zwecke empfiehlt es sich, noch weitere Unter- 
scheidungen dadurch vorzunehmen, daß man ein mehrfach zusammen- 
hängendes Kontinum zweifach, dreifach, --- zusammenhängend nennt, 
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je nachdem man dasselbe durch einen, zwei, --- Querschnitte in ein 
einfach zusammenhängendes Kontinuum verwandeln kann. Hier 
ist es jedoch nicht erforderlich, auf diese weiteren Unterscheidun- 
gen näher einzugehen. 


479. Der Integralsatz von Cauchy.) — Lehrsatz: Wenn 
eine Funktion f(z) einer komplexen Veründerlichen z in einem ein- 
fach zusammenhängenden Kontinuum T differenzierbar ist, so ist 
ihr Integral, erstreckt über einen beliebigen ganz in T verlaufen- 
den geschlossenen Integrationsweg 1 (Nr. 414), immer gleich Null. 

Beweis: Für den Integrationsweg [ sei eine bestimmte Durch- 
laufungsrichtung vorgeschrieben, in der sich die Integration er- 
strecken soll. Dann kann man nach willkürlicher Annahme einer 
beliebig kleinen reellen positiven Konstanten e stets einen ganz 
in T verlaufenden geschlossenen Treppenweg l’ von bestimmter 
Durchlaufungsrichtung so bestimmen, daß 


(l r | 
[raa: E fr zde| <e 
s | 


wird. Nun ist aber immer 


(t) 
[nea=0. 


Denn dies folgt, falls der Treppenweg l sich nicht selbst 
schneidet, aus dem Hilfssatz 4 der Nr. 477 und anderenfalls daraus, 
daß man den Weg l’ in eine endliche Anzahl geschlossener sich 
selbst nicht schneidender Treppenwege zerlegen kann. Denkt 
man sich nämlich einen beweglichen Punkt P, der von einem 
festen Punkt von l’ ausgeht und dann auf ("in der Integrationsrich- 
tung stetig fortschreitet, bis er zum erstenmal eine Lage A, die 
er schon einmal angenommen hatte, wieder erreicht, so ist (Fig. 46) 
der Teil (, von I‘, den der Punkt P durchläuft, während er von 
A bis wieder zu A zurück geht, ein geschlossener sich selbst 
nicht schneidender Treppenweg, der aus mindestens vier ver- 


(1349) 


1) So genannt, weil A. Cauchy im $ 3 der im August 1825 in Paris 
als besonderes Werk erschienenen Abhandlung „Mémoire sur les intégrales 
définies, prises entre des limites imaginaires“ zuerst einen annähernd gleich- 
wertigen Satz aufgestellt hat, In deutscher Übersetzung ist diese Abhand- 
lung mit Anmerkungen herausgegeben von P. Stäckel in Ostwalds Klas- 
siker der exakten Wissenschaften, Nr. 112, Leipzig 1900. 
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schiedenen Strecken besteht und daher wenigstens zwei zu [ 
gehörende Strecken vollständig enthält. Es kann sein, daß die 
erste von A ausgehende Strecke des Weges I, nur einen Bruch- 
teil einer Strecke des Weges l’ bildet, und dasselbe ist bei der 
letzten, in A endigenden Strecke von I, 
möglich; aber alle übrigen zu [, gehören- 
den Strecken sind vollständig in l ent- 
halten. Daher bleibt, wenn man den Weg 
I, von dem Wege l’ abtrennt, ein geschlos- 
sener Treppenweg |, von bestimmter Durch- 
laufungsrichtung übrig, der wenigstens zwei 
Strecken weniger enthält als l. Auf den t 
Weg l, sind dann die nämlichen Über- 
legungen noch einmal anwendbar, und in- Fig. 46. 

dem man so fortfährt, gelangt man nach 

einer endlichen Anzahl von Schritten zu einer Auflösung des 
Treppenweges l’ in eine endliche Anzahl geschlossener sich selbst 


(t) 
nicht schneidender Treppenwege. Das Integral ji fedz ist dann 


als Summe der über diese Teile zu erstreckenden Integrale auch 
im vorliegenden Falle gleich Null. Daher folgt aus der Un- 
gleichung (1349) 


1) 
| f fe)dzi<e, 
und da e beliebig klein angenommen werden konnte, bleibt keine 


(COVA 
andere Möglichkeit, als daß / f(@)dz—V0 ist, wie behauptet wurde. 


Das hiermit gewonnene Ergebnis läßt sich in etwas anderer 
Form auch folgendermaßen aussprechen: 

Wenn eine Funktion fiz) einer komplexen Veränderlichen z in 
einem einfach zusammenhängenden Kontinuum differenzierbar ist 
und l, und l, irgend zwei verschiedene in diesem Kontinuum 
liegende Integrationswege bedeuten, welche die gleichen Endpunkte 
a und b miteinander verbinden, so ist immer 


(1350) ie oa: = fe)dz. 


Bei festgehaltenen Grenzen ist also die Gestalt des Integra- 


tionsweges auf den Wert des Integrales ohne Einfluß. 
v. Mangoldt, Einführang, HI. 15 
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Denkt man sich nämlich den Weg [, in der Richtung von a 
gegen b, den Weg I, dagegen in der Richtung von b gegen a ge- 
nommen und dann den Weg lą an den Weg I, angesetzt, so er- 
hält man einen geschlossenen in dem gegebenen Kontinuum ver- 
laufenden Integrationsweg. Folglich ist 


(L) rb (i) ra 
fedz + ni fdz =0. 
a b 
Nun ist aber 


(OF 
| roae-— M fe)dz, 


so daß in der Tat H zu beweisende Gleichung (1350) besteht. 

480. Zusammenhang zwischen bestimmtem und unbe- 
stimmtem Integral. — Lehrsatz 1. — Wenn eine Funktion Fle) 
einer komplexen Veränderlichen z in einem einfach zusammen- 
hängenden Kontinuum T dijferenzierbar ist, so kann sie stets als 
Ableitung einer zweiten daselbst differenzierbaren Funktion von z 
angesehen werden, hat also ein unbestimmtes Integral. 

Beweis: Ist a eine feste und z eine veränderliche in T liegende 
komplexe Zahl und [ ein beliebiger ganz in T verlaufender von 
a nach z führender Integrationsweg (Nr. 474), so ist das Integral 


(0z 
iN fOdZ nach dem vorangehenden eine Funktion F(z) seiner 
a 


oberen Grenze 2. Diese Funktion ist nun in T überall differen- 
zierbar und hat in der Tat die Ableitung fiz). Ist nämlich (z +- A) 
eine von z verschiedene, aber gleichfalls in T liegende komplexe 
Zahl, die so nahe bei z liegt, daß auch die Verbindungsstrecke 8 
der Stellen z und (2+ h) ganz in T verläuft, so kann man den 
Funktionswert Er -+ h) bilden, indem man erst von a bis z über 
[ und dann von z bis (z + A) über $ integriert. Folglich ist 


Fe+M—Fe)— HG rar 
2 


Ra + | Norea. 


Mit Hilfe des Satzes 4 der Nr. 475 folgt hieraus 
Fe +h)— Fle)—=hfle) + hM, 
wo M den Maximalwert des absoluten Betrages der Differenz 
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YO —fl2) für die auf der Strecke 3 liegenden Werte von Z be» 
zeichnet und d eine komplexe Zahl bedeutet, deren absoluter Wert 
nicht größer als 1 ist. Nun ist aber 
lim M—0 
h=0 
und daher 
lim ZEN EG) pp). 
h=u 

Das heißt, die Funktion F(2) ist in B überall differenzierbar 
und hat in der Tat die Ableitung l2). 

Jede in einem einfach zusammenhängenden Kontinuum diffe- 
renzierbare Funktion eines komplexen Argumentes hat also wirk- 
lich ein unbestimmtes Integral, und aus einem solchen ergibt sich, 
wie schon in Nr. 439 gezeigt wurde, jedes andere durch Hinzu- 
fügung einer Konstanten. 

Lehrsatz 2. — Ist F(=) ein unbestimmtes Integral einer in 
einem einfach zusammenhängenden Kontinuum T differenzierbaren 
Funktion f(e) einer komplexen Veränderlichen z und sind a und 
b irgend zwei in IT liegende komplexe Zahlen und \ ein dieselben 
verbindender ganz in T verlaufender Integrationsweg, so ist immer 


Op? 
(1351) J f@)dz— F(b)— F(a). 
Denn setzt man 
De = | Nds, 
a 


wo die Integration über einen beliebigen in T liegenden von a 
nach z führenden Integrationsweg zu erstrecken ist, so ist 
P%e)=Fe)+C, 


wo C eine Konstante bedeutet. Nun ist aber #(a)= 0, also 


(=— F(a) , 
folglich 
(Drè ; 
ji fade = db) = F\b) — F(a), 
a 
wie behauptet wurde. . 


481. Funktionswert im Innern ausgedrückt durch die 


Randwerte. — Lehrsatz: Ist fiz) eine in einem einfach zu- 
15* 
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sammenhängenden Kontinuum T differenzierbare Funktion und t 
irgend ein in T verlaufender Kreis,!) so ist für jeden Wert von 
z, der innerhalb der von £ umschlossenen Fläche liegt, 


t 
(1352) fe)=z LO AO ag, 


vorausgesetzt, daß die Integration über t im Sinne eines positiven 
Umlaufs um die von f umschlossene Fläche erstreckt wird. 


Beweis: Man denke sich, unter z irgend eine feste im Innern 
des Kreises f liegende Zahl verstehend, um z als Mittelpunkt 
irgend einen ganz im Innern von f verlaufenden Kreis ť be- 
schrieben (Fig. 48) und sodann das Ringgebiet zwischen den Kreisen 
f und F durch die Verlängerungen irgend zweier Radien des 
Kreises F in zwei getrennte Bereiche T,, T, zerlegt. Dann er- 
hält man jedesmal Null, wenn man das Integral der Funktion 
fE) 


Bes des Argumentes č über die Begrenzung eines dieser Bereiche 


1) Der ausgesprochene Lehrsatz bleibt auch dann bestehen, wenn man 
unter f einen ganz beliebigen in T verlaufenden geschlossenen sich selbst 
nicht schneidenden Integrationsweg versteht, und 
läßt sich auch in ähnlicher Weise beweisen, wenn 
man die beiden folgenden Sätze der Analysis situs 
als bekannt voraussetzt: 

l. — Jeder geschlossene sich selbst nicht 
schneidende Integrationsweg zerlegt die Ebene in 
zwei getrennte Kontinua, ein inneres und ein 
äußeres; 

2. — Wenn im Innern der von einem sol- 
chen Integrationsweg f (Fig. 47) umschlossenen 
Fläche ein zweiter sich selbst nicht schneidender 
geschlossener Integrationsweg F gegeben ist, so 
zerfällt das zwischen t und F enthaltene Ringgebiet in zwei getrennte Teile, 
wenn durch dasselbe zwei weder sich selbst noch einander schneidende Inte- 
grationswege gelegt werden, von denen jeder einen Punkt von f mit einem 
Punkte von F verbindet. 

Nun ist aber der strenge Beweis dieser allgemeinen Sätze trotz der An- 
schaulichkeit ihres Inhaltes nicht ganz einfach (vgl. W. F. Osgood, Lehr- 
buch der Funktionentheorie, Bd. 1, zweite Auflage, Leipzig und Berlin 1912, 
S. 160—176, wo der Beweis durchgeführt ist und sich auch weitere Literatur- 
angaben finden). Lediglich zur Vermeidung von Weitläufigkeiten ist daher 
im Text vorausgesetzt worden, daß ť ein Kreis sei. Die Erledigung dieses 
Spezialfalles genügt für das nachfolgende, so daß der Verlust an Allgemein- 
heit hier keinen Schaden bringt. 
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erstreckt. Denn man kann jedesmal in mannigfach verschiedener 
Weise ein einfach zusammenhängendes in T als Teil enthaltenes 


Kontinuum so bestimmen, daß es die fragliche Begrenzung, nicht 
aber den Punkt z enthält und daß daher der Ausdruck U eine 


in diesem Kontinuum differenzierbare Funktion der Veränderlichen 
č darstellt. Addiert man nun 
die jedesmal im positiven Um- 
laufungssinn über die Begren- 
zungen der Bereiche T, und Ta 
erstreckten Integrale, so heben 
sich diejenigen Bestandteile die- 
ser Integrale, die von den gerad- 
linigen Teilen der Begrenzungen 
herrühren, gegenseitig auf, weil 
über jeden solchen Teil zweimal 
zu integrieren ist, und zwar in 
entgegengesetzten Richtungen. 
Dagegen schließen sich die von Fig. 48, 

den gekrümmten Teilen der Be- 

grenzungen herrührenden Bestandteile zu den über die Kreise É 
und F erstreckten Integralen zusammen, und zwar ist dabei das 
Integral über f im positiven und das über f im negativen Drehungs- 
sinn zu erstrecken. Ersetzt man nun dieses letztere Integral 
durch den entgegengesetzten Wert des im umgekehrten Sinne über 
f erstreckten Integrales, so erhält man die Gleichung 


Oo a ON ne) 


oder 
f Hp ar ana 
(1353) f&a- E 


wo jetzt beide Integrale im Sinne eines positiven Umlaufs um 
den Punkt z zu erstrecken sind. 

Hier läßt sich aber das rechts stehende Integral sehr leicht 
in ein eigentliches Integral verwandeln und ausrechnen. Ist 
nämlich ọ der Radius des Kreises f, so hat man, damit ġ den 
Kreis ť im positiven Sinne durchlaufe, nur nötig 


=z + oe” 
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zu setzen und dann die Veränderliche 9 stetig von 0 bis 2x zu- 
nehmen zu lassen. Versteht man dann für jeden Wert von p unter 
s die Länge des hierbei von dem Punkte £ durchlaufenen Bogens, 
so erhält man mit Hilfe der Gleichung (13422) der Nr. 474 


Oro a T fe) dg ads na dý 
ia Aaa Ser s O Rt ag -f do 


PI q 


"fe a Tu ige "dp=i fl" fiz+ ge ")dy 
oe 0 


-= Bi fdo + if Te +o”) — fedo 


27 : 
=2zife)+i f fz+eEN)— fedo 
0 


Nun kann man aber den Radius ọ so klein annehmen, als man 
will, und daher nach willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen 
reellen positiven Konstanten e stets erreichen, daß für jeden Wert 
von 9 

fe +e, 


also 


2n s 
$ fz+ oe” — fie))dp <2re 
0 


(dp m 
wird. Folglich kann das Integral f; D-az nicht von dem Pro- 
dukt 2xi/lz) verschieden sein, und dasselbe gilt dann nach (1353) 


(t) > 
auch von dem Integral Bas. Der Wert der Funktion 


fiz)an einer beliebigen im Innern des Kreises f liegenden 
Stelle z läßt sich also in der Tat mittels der Gleichung 
(1352) durch diejenigen Werte ausdrücken, welche die- 
selbe Funktion auf dem Umfang des Kreises f annimmt. 

482. Darstellbarkeit differenzierbarer Funktionen durch 
Potenzreihen. — Lehrsatz: Wenn eine Funktion fiz) einer kom- 
plexen Veränderlichen z in einem Kontinuum T differenzierbar 
ist, so ist sie in der Ur ngebung g eines jeden festen in X liegenden 
Wertes z, als Summe einer konvergenten nach Potenzen der Diffe- 
renz (z — zo) fortschreitenden Reihe darstellbar, und zwar erstreckt 
sich dabei die Konvergenz der Reihe und die Gültigkeit der Dar- 
stellung, falls T unbegrenzt ist, über die ganze unendliche Ebene 
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und sonst zum mindesten über das Innere des größten um zo 
als Mittelpunkt möglichen Kreises, dessen Inneres ganz in X liegt, 
in vielen Fällen aber auch noch auf den ganzen Umfang dieses 
Kreises oder wenigstens einen Teil seiner Punkte. 

Beweis: Es sei z eine beliebige komplexe Zahl, deren Bild- 
punkt, falls T begrenzt ist, im Innern des eben erwähnten Kreises 
liegt und anderenfalls keiner Einschränkung unterworfen zu 
werden braucht. Dann kann man immer eine reelle positive Kon- 
stante ọ so bestimmen, daß der mit dem Radius ọ um den Punkt 
za als Mittelpunkt beschriebene Kreis f den Punkt 2 im Innern 
enthält, aber doch noch ganz in T verläuft. Ist dies geschehen, 


so ist nach Nr. 481 
1 (t) 22 
Ka; (dar, 


wo die Integration über f im Sinne eines positiven Umlaufs um 
den Punkt z, zu erstrecken ist. Nun ist aber 


SEN rd) 


2 9 (2—2) 


und zugleich für jeden auf f liegenden Wert von ¢ 


E-%1> Z — ol. 
Folglich kann der Bruch A 2 für alle diese Werte gemäß 
folgender Gleichung in eine konvergente Potenzreihe entwickelt 
werden: 


A BRD A." 


=a 8% VEE 
s~ žo 
ta 2—2 z—æ0\ a... 
~ 6—2 [1+ 6—20 + T >) 
t) 19) f (9) 12 
=- z—z 3 (2—2, e. 
Een ee air ( vo) + 


Diese Reihe ist ferner auf f gleichmäßig konvergent, denn 
sie konvergiert daselbst nirgends langsamer als die aus konstanten, 
d. h. von £ unabhängigen Gliedern zusammengesetzte konvergente 
geometrische Reihe 

M, Mlz—z|, Mjz— z|’. 
a E E EA 
wo M den Maximalwert des absoluten Betrages der Funktion /(£) 


.. 
? 
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auf dem Kreise f bedeutet. Folglich ist gliedweise Integration 
zulässig und daher wirklich 


(1354) fe)= u + a(z — z) + al — 20) +, 
wenn allgemein für 2=0, 1, 2, --- 


0) 
(1355) = f9 


2ni EA Br 


gesetzt wird. 

Mit diesem Beweise für die Entwickelbarkeit der gegebenen 
Funktion (2) in eine Potenzreihe ist zugleich eine praktisch wich- 
tige Abschätzung der Koeffizienten der Reihe gewonnen. Ist näm- 
lich g eine reelle positive Konstante von solcher Größe, daß |f(e)| 
auf dem Kreise f nirgends >g wird, so folgt aus Gleichung (1355) 
mit Hilfe des Satzes 4 der Nr. 475 


(1356) lal si 


Sobald man also eine Funktion /(z), die in der Umgebung einer 
Stelle 2, differenzierbar ist, so weit: beherrscht, daß man für einen 
dieser Umgebung angehörenden, um z, als Mittelpunkt beschriebenen 
Kreis eine positive Konstante y angeben kann, welche daselbst vom 
absoluten Betrage der Funktion fiz) niemals übertroffen wird, hat 
man durch die Ungleichung (1356) ein gewisses Urteil über die 
absolute Größe der Koeffizienten in der Entwickelung von fle) 
nach Potenzen von (z —2,) und hiermit auch darüber, wie schnell 
diese Entwickelung innerhalb jenes Kreises konvergiert. 

Aus der Darstellbarkeit einer jeden innerhalb eines Kreises 
differenzierbaren Funktion durch eine konvergente Potenzreihe 
folgt ferner die Richtigkeit einer schon in Nr. 404 ausgesproche- 
nen Behauptung. Nach Nr. 406 darf man nämlich die Summe 
einer solchen Potenzreihe durch gliedweise Differentiation diffe- 
renzieren und erhält dadurch eine neue Potenzreihe, die im Innern 
des Konvergenzbereiches der ursprünglichen Reihe ebenfalls kon- 
vergiert. Auf diese neue Reihe ist aber der gleiche Satz noch 
einmal anwendbar, und so fort. Daher folgt aus dem vorher- 
gehenden: 


Wenn eine Funktion einer komplexen Veränderlichen in einem 
Kontinuum überhaupt differenzierbar ist, so ist sie daselbst auch 
beliebig oft differenzierbar. 
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Nachdem dies festgestellt, ergibt sich endlich dadurch, daß 
man beide Seiten der Gleichung (1354) eine beliebige Anzahl 2 von 
Malen nacheinander differenziert und dann 2= 2) setzt, 


fO (e= — 1) 2-1- 


oder 

(1357) Ps.) 

und daher, solange z hinreichend nahe bei 2, liegt, 

= | POEET Eez) Ba h 
| PEAD 


s ent. 


In diesem Sinne ist also der Satz von Taylor auf Funktionen 
komplexen Argumentes übertragbar. 

483. Umkehrung des Integralsatzes von Cauchy. — Lehr- 
satz: Wenn eine Funktion fle) einer komplexen Veränderlichen z 
in einem einfach zusammenhängenden Kontinuum T stetig und so 
beschaffen ist, daß ihr Integral, erstreckt über einen beliebigen 
ganz in Ț verlaufenden geschlossenen Integrationsweg immer gleich 
Null ist, so ist sie in X differenzierbar. 

Unter den gemachten Voraussetzungen ist nämlich das von 
einer festen in T liegenden Stelle æ über einen beliebigen ganz in 
T liegenden Integrationsweg | bis zu einer veränderlichen zu T ge- 


Mpz 
hörenden Stelle z erstreckte Integral yi f(X dt bei festgehaltenem 
a 


Werte von z von der Gestalt des Integrationsweges unabhängig, 
also eine Funktion F(z) seiner oberen Grenze z. Diese Funktion 
ist ferner in T differenzierbar und hat daselbst die Ableitung /(2), 
denn die Angaben der Nr. 480 lassen sich ohne weiteres auf die 
hier mit F(z) bezeichnete Funktion übertragen. Da nun aber eine 
in einem Kontinuum einmal differenzierbare Funktion eines kom- 
plexen Argumentes daselbst auch beliebig oft differenzierbar ist, 
so ist die Ableitung F’(z)—(z) in T ebenfalls differenzierbar, wie 
behauptet wurde. 
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Neunzehnter Abschnitt. 
Mehrfache Integrale. 


Differentiation und Integration eines bestimmten Integrales 
in bezug auf einen Parameter. 


484. Differentiation unter dem Integralzeichen. — Lehr- 
satz: Im Gebiet von zwei reellen Veränderlichen æ, y, von denen 
die zweite als Parameter bezeich- 
net werden möge, sei ein Bereich B 
(Fig. 49) durch die Bestimmung ab- 
gegrenzt, daß er diejenigen Stellen 
enthalten soll, bei denen die erste 
Koordinate x einem gegebenen abge- 
schlossenen Intervall (a-:-b) und zu- 
gleich die zweite Koordinate y einem 
gleichfalls gegebenen abgeschlossenen 
oder nicht abgeschlossenen Intervall 
3 angehört. Wenn dann fix, y) eine 


Fig. 49. in dem Bereich B stetige (reelle) Funk- 
tion bedeutet, so ist die für das Intervall 3 durch das Integral 
b 
f reas 
a 


erklärte Funktion des Parameters y in X stetig. Hat ferner die 
Funktion f(x,y) in B überall eine partielle Ableitung in bezug 


*b 

auf y und ist diese in Y stetig, so ist die Funktion J fix, y)Jdx 
a 

in dem Intervall X auch differenzierbar, und ihre Ableitung kann 

mittels der Formel 

b "b 
E =| fev aq 
(1359) ay rænaæ= | w dx 


berechnet werden, d. h. dadurch, daß man unter dem Integral- 
zeichen partiell nach dem Parameter differenziert. 


Beweis: Es seien y und (y -+ k) irgend zwei dem Intervall 3 
angehörende Zahlen. Dann ist 


http://rcin.org.pl 


Nr, 484, Differentiation unter dem Integralzeichen. 235 


b b b 
f fey + Bae— | fæyds—= | fey +D fevde. 


Ist nun 3 abgeschlossen, so ist auch Y ein abgeschlossener 
Bereich, also die Funktion f(x,y) in Y gleichmäßig stetig und da- 
her nach willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen positiven 
Konstanten & eine zweite positive Konstante ð so bestimmbar, daß 
immer 


Rey +9 Re ga 


wird, sobald |k|<d ist, einerlei mit welcher Stelle des Bereiches 3 
die Stelle (x,y) zusammenfällt. Folglich ist für | <d auch 


b b 
f fa,y + Han f fæ yas <a, 
a a 


womit die behauptete Stetigkeit bewiesen ist. 

Aber auch wenn das Intervall 3 nicht abgeschlossen ist, bleibt 
die Behauptung richtig. Sie gilt dann nämlich zunächst für jeden 
abgeschlossenen Teil von S und gerade deswegen, wie leicht ein- 
zusehen, auch für 3 selbst. 

Fügt man nun zweitens zu den bisherigen Voraussetzungen 
noch die weitere hinzu, daß f(@,y) in Y überall nach y partiell 
differenzierbar und daß die partielle Ableitung f (æ, y) in ® stetig 
sei, so ergibt sich, wenn y und (y + k) irgend zwei verschiedene 
in 3 liegende Zahlen bedeuten, 


b ts x: ri 
ap fu hda— | fixy) da] =j peyta (a9) 1 
= a a 


b 
-=f f, @, Y + Ik)da 
a 


(1360) 


RA b 
=j fy@,y)dx +f If, y zi Dk) — fy (2, y) de, 


wo © eine im allgemeinen zugleich mit æ veränderliche, aber stets 
zwischen 0 und 1 liegende Zahl bedeutet. Denkt man sich jetzt 
die Veränderlichen y und (y+ k) zunächst wieder auf einen ab- 
geschlossenen Teil des Intervalles 3 beschränkt, so erhält man, 
da die Funktion f,(z, y) in dem entsprechenden Teile von ® gleich- 
mäßig stetig ist, durch ganz ähnliche Schlüsse wie eben die 
Gleichung 
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- 


b 
tim | feyt ohr e yde—=o. 


Also nähert sich auch die linke Seite der Gleichung (1360) 
bei verschwindendem % einem Grenzwert, und zwar dem Grenz- 


b b 
wert [ f,&,)dx, d. h. die Funktion f fixz,y)dx ist in dem be- 
a a 


trachteten Teile des Intervalles $ und, da dieser Teil nach Be- 
lieben abgegrenzt werden konnte, auch in dem Intervall $ selbst 
differenzierbar, und ihre Ableitung wird in der Tat durch die 
Gleichung (1359) gegeben. 

485. Ausdehnung auf den Fall veränderlicher Grenzen. — 
Die in der vorigen Nummer ge- 
wonnenen Ergebnisse lassen eine 
Erweiterung zu für den Fall, daß 
an die Stelle der Konstanten a, b 
Integrationsgrenzen treten, die 
sich zugleich mit y ändern kön- 
nen. Sind nämlich ø (y), z(y) zwei 
in ein und demselben abgeschlos- 
senen Intervall 3 stetige Funk- 
tionen von y und ist f(x,y) eine 
Funktion, welche an allen den- 
jenigen Stellen stetig ist, bei 
denen (Fig. 50) y in $ und zu- 

Fig. 50. gleich æ nicht außerhalb der 
Grenzen (y), x(y) liegt, so ist 
die für das Intervall 3 durch das Integral 


u) 
SE rende 


p(y) 
erklärte Funktion von y in 3 stetig. Sind ferner g(y) und z(y) 
in 3 differenzierbar und ist zugleich die Funktion fæ, y) nicht nur 
für das soeben abgegrenzte Wertgebiet der Veränderlichen x, y. 
sondern für einen größeren!), dasselbe ganz im Innern enthalten- 
den Bereich Y erklärt und daselbst mit einer stetigen partiellen 


1) Diese Voraussetzung läßt sich durch weniger weitgehende Annahmen 
ersetzen, doch wird dann sowohl der Ausdruck der Behauptung als ihr Be- 
weis umständlicher. Vgl. W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, 
Bd. 1, zweite Aufl. Leipzig und Berlin 1912, S. 113 f. 
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Ableitung f, (x,y) in bezug auf y ausgestattet, so ist die Funktion 


7: 
J i fæ,y)dx in dem Intervall 3 auch differenzierbar, und zwar 
ply 


wird ihre Ableitung gegeben durch die Formel 


a [re va a: jjis 
asen | ee R E 


Uy)gu 
+/b,) yl ls W), ylg u). 


Führt man nämlich an Stelle von æ eine neue Integrations- 
veränderliche ? ein, indem man 


z= p (y) + tixy) — Hy) 
setzt, so wird 


z) 2“ 
(g fa,)az— f Fio) + tu) - ouy luy) — puy)dt. 


Hier ist aber das rechts stehende Integral, auch wenn man 
von den Funktionen o (y), z(y) und f(x,y) zunächst nichts weiter 
als die Stetigkeit voraussetzt, nach den Ergebnissen der Nr. 484 
eine in $ stetige Funktion von y, denn seine Grenzen sind kon- 
stant und die unter dem Integralzeichen stehende Funktion ist 
stetig, solange y in 3 liegt und 0<!<1 ist. Also ist auch die 
in dem Intervall 3 durch das links stehende Integral dargestellte 
Funktion daselbst stetig, wie behauptet wurde. 


Sind ferner auch noch die übrigen oben angegebenen Voraus- 
setzungen erfüllt, so kann man bei gegebenem Werte von y stets 
eine positive Zahl ọ so bestimmen, daß die Flächen der beiden 
Kreise fi, f vom Radius ọ (Fig. 50), welche die Punkte P,, Pa 
mit den Koordinaten g(y),y und x(y),y zu Mittelpunkten haben, 
ganz in B liegen, und dann dadurch, daß man für den absoluten 
Wert des Zuwachses Æ eine hinreichend kleine obere Grenze vor- 
schreibt, stets erreichen, daß der Punkt Q, mit den Koordinaten 
oly + k), (y + k) innerhalb f, und zugleich der Punkt Q, mit den 
Koordinaten z(y -+ k). (y + kX) innerhalb f, liegt. Sobald dies er- 
reicht ist, kann man aber die vier Punkte P,,P,,Q,,Q, in ein 
Rechteck einschließen, dessen Seiten zu den Koordinatenachsen 
parallel sind und dessen Fläche ganz in ® liegt, und dann, so- 
lange k von Null verschieden bleibt, die folgende Umformung vor- 
nehmen: 
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z(y +k) xy) xy) sayi 
i” fey + Har—| fa,y)da| =f REN, 
piu) 


p(y +k) p(y) 
ı pW+tM_ ı (PW+R 
+4. fay+ hd f fie.y+ kdz. 
zU) ply) 


Hieraus folgt aber mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der 
Integralrechnung leicht 


z(y +k) u) U) une 
+ fey +ijdæ— We fenda] = f Mey tD NEN) dr 
ply +k) 


o (y) 
E =) fizy + N, y + K) 


erh ZEN Apy +r y +1), 


wo % und 9° zwischen 0 und 1 ee Zahlen bedeuten. Nun- 
mehr braucht man nur % gegen Null konvergieren zu lassen, um 
sofort die Richtigkeit der zu beweisenden Gleichung (1361) zu er- 
kennen. 

486. Begriff eines Doppelintegrals. — Nach der voran- 
gehenden Nummer stellt ein bestimmtes Integral, in welchem die 
unter dem Integralzeichen stehende Funktion nicht nur von der 
Integrationsveränderlichen, sondern außerdem noch von einem Para- 
meter abhängt und auch die Grenzen zugleich mit diesem Para- 
meter veränderlich sein können, in vielen Fällen eine in einem 
Intervall stetige Funktion des Parameters dar und kann daher 
sehr oft in bezug auf den Parameter abermals über ein Intervall 
integriert werden. Diese Möglichkeit führt zu der folgenden 

Erklärung: Jedes bestimmte Integral, welches dadurch ent- 
steht, daß man ein von einem Parameter abhängendes bestimmtes 
Integral in bezug auf diesen Parameter abermals über ein Inter- 
vall integriert, heißt ein Doppelintegral. 

Die allgemeine Form eines Doppelintegrals ist hiernach 


B 
SS rewazay, 
b Joly) 


und zwar ist hierbei die unter den Integralzeichen stehende Funk- 
tion f(x,y) zuerst in bezug auf æ zwischen den im allgemeinen 
zugleich mit y veränderlichen Grenzen ø (y), x(y) und dann die so 
entstehende Funktion von y zwischen den konstanten Grenzen b 
und B zu integrieren, so daß sich das innere Integralzeichen auf 
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das innere Differential dæ und das äußere Integralzeichen auf das 
äußere Differential dy bezieht. 

487. Umkehrung der Integrationsfolge. — Da man bei der 
Differentiation eines von einem Parameter abhängenden bestimmten 
Integrales mit konstanten Grenzen unter gewissen Voraussetzungen 
die Reihenfolge der vorzunehmenden Integration und Differentiation 
umkehren darf, so liegt die Frage nahe, ob und unter welchen Be- 
dingungen eine ähnliche Vertauschung bei einem Doppelintegral 
zulässig ist. Eine allgemeine Antwort hierauf wird sich später 
in der Lehre von den Flächenintegralen ganz von selbst ergeben. 
Aber für den besonderen Fall, daß die inneren Integrationsgrenzen 
konstant sind, läßt sich auch ohne Heranziehung des Begriffs 
eines Flächenintegrals lediglich durch Benutzung des Satzes der 
Nr. 484 eine Antwort gewinnen. Sie lautet in allen praktisch 
vorkommenden Fällen bejahend und wird gegeben durch den fol- 
genden 

Lehrsatz: In einem Doppelintegral mit konstanten Grenzen 


B rA 
f\ { fe, y)dxdy 
b Ja 


ist die Reihenfolge der Integrationen umkehrbar, sobald die unter 
den Integralzeichen stehende Funktion fixz,y) in dem ganzen Inte- 
grationsgebiet, d. h. im Innern und auf dem Umfang desjenigen 
Rechtecks stetig ist, dessen Gegenseiten auf den Geradenpaaren 
z=a, =Å und y=b, y=B liegen. Es gilt also dann die 
Gleichung 


(1362) d F fi P ERS RE PE i [rewava«. 


Der Beweis ergibt sich durch eine Vergleichung der Integrale 


trå A ft 
=f f fay)dzdy und z=f f fendyda, 
a a 


in denen unter £ eine dem abgeschlossenen Intervall (b---B) an- 
gehörende, aber sonst nicht weiter beschränkte Veränderliche zu ver- 
stehen ist. Die durch diese Integrale dargestellten Funktionen von 
t sind nämlich in dem Intervall (b--- B) beide differenzierbar und 
haben beide die gleiche Ableitung. In der Tat ist ja nach Nr. 429 


dJ A 
=f r@daz. 
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Zugleich ist aber auch 


dJ, A 
=), fe,t)dz, 
aJ, 

da man die Ableitung —* 


87% nach Nr. 484 dadurch erhält, daß man 


unter dem Integralzeichen differenziert. Folglich ist die Differenz 
(J,— Js) eine Konstante, und da J, und J, für *—b beide gleich 
Null werden, ist diese Konstante gleich Null, also J, =J, für 
jeden Wert von £ Insbesondere gilt dies für —B, d. h. es be- 
steht die zu beweisende Gleichung (1362). 


488. Anwendbarkeit zur Berechnung einfacher Integrale. 

— Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes kann man ein gegebenes 
bestimmtes Integral zuweilen auch dann ausrechnen, wenn man 
das unbestimmte Integral der unter dem Integralzeichen stehenden 
Funktion nicht in geschlossener Form darzustellen vermag. Um 
hierfür ein Beispiel zu geben, sei nach willkürlicher Annahme 
zweier voneinander verschiedenen positiven Konstanten a, b eine 
Funktion einer Veränderlichen œ für das abgeschlossene Intervall 
0---1) durch den Ausdruck 

ad — 

Igx 
erklärt, mit dem Zusatz, daß diesem Ausdruck für z©—=0 der 
Wert 0 und für 2—=1 der Wert (b— a) beigelegt werden soll, so 
daß die Funktion an jeder der Grenzen des Intervalls (0---1) mit 
dem zugehörigen Grenzwert des im Innern geltenden Ausdrucks 
übereinstimmt. Dann kann man das Integral 


1b 
y Be E jr 
a T 
nicht auf dem üblichen Wege ermitteln. Aber man kann dasselbe 


zunächst in ein Doppelintegral verwandeln, indem man für die 
unter dem Integralzeichen stehende Funktion den damit überein- 


stimmenden Ausdruck E «’dy einsetzt. So erhält man 


ir nn asf f a’dydz, 


und nun liefert die Umkehrung der Reihenfolge der Integrationen 
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u ar b+1 
(1363) J Fr "auf wazdy= |" =18 "erst 


womit das links stehende Integral gefunden ist. 
Ein anderes Beispiel bietet das in der Lehre vom sogenannten 
logarithmischen Potential vorkommende Integral 


ELi 
T= lg(1—2rcosp +1°)do, 
0 


wo r eine zwischen (— 1) und 1 liegende Konstante bedeutet. Man 


hat nämlich 
SR 
saf p eteni 
0 =: 2ocospg+e' 


und erhält durch Umkehrung der Integrationsfolge 


2 2 
J= nn ‚dpde. 
J IR 1—2ocosp +o eS 
Damit ist erreicht, daß es sich bei der Integration in bezug 
auf nur darum handelt, eine rationale Funktion von cosp zu 
integrieren. Um dies auszuführen, empfiehlt es sich, den zu inte- 


grierenden Ausdruck unter vorläufigem Ausschluß des Falles ọ = 0 
zunächst mittels der Gleichung 


—1 | 
+ al) 
1— 2oc0sp + 0° / 


— 2c0sp 4 +2 20 4 
we 2ocosp +o TTP 

umzuformen. Nachdem dies geschehen, braucht man nur an Stelle 

von o durch die Gleichung tg£ — u eine neue Integrationsveränder- 


liche « einzuführen. Dann ergibt sich nach einfachen Zwischen- 
rechnungen die für O0<p<x geltende Gleichung 


A " —2casø +20 < p0 EN 1+e Fr 


wo das Zeichen arctg den Hauptwert bedeutet. Eine kleine Neben- 
schwierigkeit besteht nun noch darin, daß die rechte Seite dieser 
Gleichung streng genommen für ø= x ihren Sinn verliert, indem 
dann das Zeichen tg“ keine Bedeutung mehr hat. Aber diese 
Schwierigkeit verschwindet sofort, wenn man bedenkt, daß man 


PT. E36, ə n — E 
J 2cosp + 2o do = lim 2c0sp +20 ‚dp 
0 1—20c08p +o e=-+0Jo 1— 2pc0sp + 0° 
v. Mangoldt, Einführung, III. 16 
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setzen darf. Tut man dies, so erhält man mittels der Gleichung 


(1364) 
i A 0, 
0 1— 20c08sp + 0° 


und dieses Endergebnis bleibt auch für o0—0 bestehen, da 
m 

y (—2c0sp)dp=0 ist. Folglich ist auch das obige Doppel- 
0 


integral gleich Null und daher 
n 
(1365) f le(l—2rwsp+r’)dg—=0 für —1<r<1, 
0 


womit wieder ein Integral gefunden ist, welches sich sonst nicht 
ohne weiteres berechnen läßt.!) 

Anmerkung. — Ist R eine Konstante, deren absoluter Wert 
größer als Eins ist, so ist 


Ig(1—2Rcosp + E’)= lg(R’) +1g| 1—2 F coso + l- 5) hi 
Nun ist aber jetzt — <i z <1, und eben deswegen ergibt sich 


(1366) i lg(1 —2Rcoso + R’)dy—alg(R?) für R >1. 
0 


Nach Anleitung dieser Beispiele kann man, wenn man ein 
vorgelegtes bestimmtes Integral nicht in der üblichen Weise zu 
berechnen vermag, den Versuch machen, der unter dem Integral- 
zeichen stehenden Funktion die Form eines bestimmten Integrales 
zu geben, welches die ursprüngliche Integrationsveränderliche als 
Parameter enthält, und dann durch Umkehrung der Reihenfolge 
der Integrationen zum Ziel zu gelangen. Hiermit hat man ein neues 
Hilfsmittel zur Berechnung bestimmter Integrale, welches beim 
Versagen anderer Hilfsmittel in der Tat zuweilen mit Erfolg an- 
gewendet werden kann. Aber leider ist dieses neue Hilfsmittel 
nur in ganz vereinzelten Fällen von Nutzen. So gewährt es z. B. 


1) Andere Beispiele, die sich in ähnlicher Weise behandeln lassen, wenn 
es sich dabei auch meistens um uneigentliche Integrale (Nr. 581—536) handelt, 
finden sich in O. Schloemilch, Übungsbuch zum Studium der höheren 
Analysis, 2. Teil, Leipzig 1870, $ 21, 4. Auflage, bearbeitet von R. Henke, 
Leipzig 1900, $ 23, sowie in manchen Lehrbüchern der Integralrechnung. 
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schon dann keinen Vorteil mehr, wenn man me des ersten der 
eben berechneten Integrale das Integral li = Je betrachtet, 


welches sich von dem durch die Gleichung En gewonnenen 
Integral nur dadurch unterscheidet, daß die obere Grenze nicht 
den Wert 1, sondern irgend einen anderen positiven Wert c hat. 
Allerdings kann man das neue Integral mittels der Gleichung 


= +1 
I% z a2 |" f'e ayas=f i ‘z dædy= f" Tody 


in ähnlicher Weise umformen wie das frühere, kommt aber nun 
Y+1 
nicht mehr weiter, da jetzt das unbestimmte Integral f: z m: dı 


nicht in geschlossener Form darstellbar ist. 


Flächen- und Raumintegrale. 


489. Volumen eines räumlichen Bereiches. — Im nach- 
folgenden möge der Begriff eines einfachen Polyeders und der 
Begriff des Rauminhalts eines solchen Polyeders') nebst den 
damit zusammenhängenden Sätzen über die Inhaltsberechnung 
einfacher Polyeder als aus der elementaren Stereometrie bekannt 
angesehen werden. Ferner soll ein räumlicher Bereich eben- 
flächig begrenzt heißen, wenn er aus dem Innenraum eines 
einfachen Polyeders besteht, oder aus demjenigen Teil eines solchen 
Innenraumes, der nach Ausschneiden einer endlichen Anzahl ein- 
facher Polyeder übrig bleibt, oder aus einer endlichen Anzahl 
von Bereichen dieser Arten, von denen keine zwei einen inneren 
Punkt gemein haben. Dann läßt sich der Begriff des Rauminhalts 
für einen endlichen räumlichen Bereich von beliebiger Begrenzung 
fast wörtlich ebenso feststellen wie in Nr. 418 der allgemeine 
Begriff des Flächeninhalts eines ebenen Bereiches. Ist nämlich 
im Raume ein endlicher dreifach ausgedehnter Bereich 8 gegeben, 
so gibt es einerseits eingeschlossene ebenflächig begrenzte Be- 
reiche, d. h. solche, deren Punkte sämtlich zu Ñ gehören, und 


1) Eingehende Angaben über die Erklärung dieser Begriffe und die da- 
bei zu überwindenden Schwierigkeiten finden sich in W. Killing und 
H. Hovestadt, Handbuch des mathematischen Unterrichts, I, Leipzig und 
Berlin 1910, § 6 und 7, Seite 101—146. 

16* 
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andererseits umschließende ebenflächig begrenzte Bereiche. d. h. 
solche, die jeden Punkt von & im Innern oder auf der Oberfläche 
enthalten. Ferner kann der Rauminhalt eines eingeschlossenen 
ebenflächig begrenzten Bereiches niemals größer sein als der eines 
umschließenden. Daher hat die Menge aller Rauminhalte von ein- 
geschlossenen ebenflächig begrenzten Bereichen eine endliche obere 
Grenze g und die Menge der Rauminhalte aller umschließenden 
ebenflächig begrenzten Bereiche eine endliche untere Grenze @, 
und es ist immer g< G., 

Ist nun 9=@, so schreibt man auch dem Bereich & selbst 
einen Rauminhalt oder ein Volumen zu und versteht darunter 
den gemeinsamen Wert der Grenzen g und @. Man sagt dann 
auch kurz der Bereich ft sei meßbar. Ist dagegen g< G, so kann 
bei dem Bereich & von einem Volumen schlechthin nicht mehr die 
Rede sein, sondern höchstens noch von einem inneren Volumen g 
und einem äußeren Volumen @. 

Auf Grund dieser Erklärung überzeugt man sich leicht, daß 
jeder gerade oder schiefe Zylinder, dessen ebene Begrenzungs- 
flächen ganz im Endlichen liegen und parallel sind, ein Volumen 
hat, sobald seiner Grundfläche ein Flächeninhalt zukommt, und 
daß dann das Zylindervolumen dem Produkt der Höhe mit dem 
Inhalt der Grundfläche gleich ist. 

Nachdem dies festgestellt, braucht man sich bei der Ent- 
scheidung der Frage, ob einem gegebenen zusammenhängenden 
und endlichen räumlichen Bereiche & ein Volumen zukommt, und 
im Bejahungsfall auch bei der Berechnung dieses Volumens nicht 
mehr streng an den Wortlaut der ursprünglichen Erklärung zu 
binden. Man darf vielmehr statt der eingeschlossenen ebenflächig 
begrenzten Bereiche auch solche eingeschlossene Bereiche be- 
trachten, die sich in endlich viele Zylinder von der eben voraus- 
gesetzten Beschaffenheit und möglicherweise auch noch endlich 
viele einfache Polyeder zerlegen lassen. Ebenso darf man die um- 
schließenden ebenflächig begrenzten Bereiche durch umschließende 
Bereiche ersetzen, die in ähnlicher Weise zerlegbar sind. Sobald 
man dann zeigen kann, daß die obere Grenze aller Volumina von 
eingeschlossenen und die untere Grenze aller Volumina von um- 
schließenden Bereichen dieser allgemeineren Art zusammenfallen, 
kommt auch dem Bereich $ selbst ein Volumen zu, und zwar ist 
dieses gleich dem gemeinsamen Wert der beiden eben erwähnten 
Grenzen. 
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490. Zusammenhang der Begriffe Volumen und Flächen- 
integral. — In der allgemeinen Aufgabe der Volumenberech- 
nung räumlicher Bereiche ist als ein besonderer Fall, der aber 
deswegen wichtig ist, weil manche verwickeltere Fälle auf ihn 
zurückgeführt werden können, die folgende Aufgabe enthalten: 

Nach Annahme eines Systems rechtwinkeliger räumlicher 
Koordinaten v, y, z (Fig. 51), sei in der ©y-Ebene ein zusammen- 
hängender abgeschlossener meßbarer (Nr. 418) Bereich Y gegeben 
und für diesen Bereich eine daselbst nirgends negative Funktion 
fix, y) mit endlicher oberer Grenze erklärt. Ferner sei ein räum- 
licher Bereich & durch die Bestimmung abgegrenzt, daß ein be- 
Z 


liebiger Punkt (x, y, z) ihm dann, aber auch nur dann angehören 
soll, wenn 

erstens der in der zy-Ebene liegende Punkt mit den Ko- 
ordinaten x, y zu B gehört und zugleich 

zweitens 0<z<fle, y) ist, 
so daß der Bereich & in dem praktisch allein in Betracht kommen- 
den Fall, daß der Rand von Y eine einfache geschlossene Linie 
und die Funktion f(x, y) in ® stetig ist, unten von der xy-Ebene, 
seitlich von der durch den Rand von Y gehenden zur xy-Ebene 
senkrechten Zylinderfläche und oben von der durch die Gleichung 
z— f(x, y) dargestellten Fläche begrenzt wird. Man soll ent- 
scheiden, wann einem Bereich dieser Art ein Volumen zukommt, 
und gegebenenfalls dieses Volumen ermitteln. 
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Es liegt nahe, den Bereich XY in mehrere meßbare Teile zu 
zerlegen, sodann über jeden Teil als Grundfläche zwei gerade 
Zylinder zu stellen, von denen der eine nur Punkte von & um- 
faßt, aber dabei doch möglichst hoch ist, während der andere alle 
senkrecht über seiner Grundfläche liegenden Punkte von & ent- 
hält, aber dabei doch möglichst niedrig ist, hierauf durch Zu- 
sammenfassung der niedrigeren Zylinder einen eingeschlossenen 
und durch Zusammenfassung der höheren Zylinder einen um- 
schließenden Körper zu bilden und schließlich zu fragen, wann man 
die Volumina dieser beiden Körper durch Verfeinerung der Teilung 
des Bereiches Y einander beliebig nähern und wie man dann ihren 
gemeinsamen Grenzwert berechnen kann. So kommt man auf ähn- 
liche Überlegungen wie bei der Erklärung des Begriffes eines be- 
stimmten Integrales und gelangt dadurch auch zu einem ähnlichen 
neuen Begriff, der als Flächenintegral bezeichnet wird. 


491. Begriff eines Flächenintegrals. — Im Anschluß an 
die eben angedeuteten geometrischen Betrachtungen, aber ohne Be- 
nutzung geometrischer Sätze, gelangt man zu dem Begriff eines 
Flächenintegrals durch den folgenden Gedankengang: In einer 
Ebene mit einem System rechtwinkeliger Koordinaten æ, 4 sei ein 
endlicher meßbarer Bereich Y gegeben, und für diesen Bereich sei 
eine reellwertige Funktion f(x,y) erklärt, die daselbst beschränkt 
ist, d. h. zwischen endlichen Grenzen enthalten bleibt.!) Ferner 
seien nach Zerlegung des Bereiches B in eine beliebige Anzahl 7 
von meßbaren Teilen und Festsetzung irgend einer Rangordnung 
zwischen ihnen 

Ois O2, * ** On 


die Flächeninhalte der einzelnen Teile und für A—1,2,--- n jedes- 
mal g) und G, die untere und die obere Grenze der Funktion 
f(x,y) für den A-ten Teil unter der Voraussetzung, daß jedem Teil 


1) Der Bereich Y kann abgeschlossen oder nicht abgeschlossen sein. In 
letzterem Falle kann man ihn durch Hinzunahme seiner bisher ausgeschlosse- 
nen Grenzpunkte zu einem abgeschlossenen Bereich ergänzen und zugleich 
die ursprüngliche Erklärung der Funktion f(x, y) in mannigfach verschiedener 
Weise auf diese Grenzpunkte ausdehnen. Man darf nämlich nach willkür- 
licher Annahme zweier festen Grenzen die Werte, welche die Funktion f(x, y) 
an den erwähnten Grenzpunkten annehmen soll, zwischen jenen Grenzen 
ganz nach Belieben vorschreiben, ohne daß die Wahl dieser Werte auf die 
nachfolgenden Betrachtungen und Erklärungen irgend einen Einfluß hätte, 
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auch alle seine Grenzpunkte zugerechnet werden. Dann gelten 
für die aus den so erklärten Zahlen gebildeten Summen 


(1367) E=N p0 
å4si 

und 

(1368) U= Go 
i=1 


die folgenden Sätze: 


1. — Es ist immer 
E<UV. 


2. — Wenn man die Teilung des Bereiches B dadurch ver- 
feinert, daß man einen oder mehrere der bereits vorhandenen Teile 
abermals in meßbare Teile zerlegt, so kann an die Stelle der Summe 
E niemals eine kleinere und an die Stelle der Summe U niemals 
eine größere Zahl treten. 

8. — Ist außer der bisher vorausgesetzten Teilung des Be- 
reiches B noch irgend eine andere den gleichen Voraussetzungen 
genügende Teilung dieses Bereiches gegeben und sind E’ und U’ 
diejenigen Summen, welche für diese zweite Teilung die gleiche 
Bedeutung haben wie die Summen E und U für die erste, so ist 
immer 

E<U’ ndi E<U. 

Denkt man sich nämlich die beiden gegebenen Teilungen über- 
einander gelegt, so entsteht eine dritte Teilung des Bereiches 8, 
welche sich aus jeder der beiden gegebenen Teilungen durch 
weitere Zerlegung der vorhandenen Teile ableiten läßt. Nun kann 
zwar, wenn ein Teil o der ersten Teilung von einem Teile 0’ der 
zweiten teilweise überdeckt wird, sehr wohl der Fall eintreten, 
daß die Gesamtheit der gemeinsamen Punkte in mehrere getrennte 
Stücke zerfällt, ja man könnte, indem man zur Begrenzung von 
g oder o Stücke von Wellenlinien benutzt wie diejenige, die durch 


die Gleichungen y-a’sin- für +0 und y=0 für 20 dar- 


gestellt wird, auch Beispiele von Fällen herstellen, in denen die 
Gesamtheit der sowohl zu o als zu 0’ gehörenden Punkte aus un- 
endlich vielen getrennten Stücken besteht. Aber es steht nichts 
im Wege, festzusetzen, daß bei der Abzählung der Teile der dritten 
Teilung die Gesamtheit aller Punkte, welche ein und demselben 
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Teil der ersten und ein und demselben Teil der zweiten Teilung 
gemeinsam sind, stets als ein einziger Teil gelten soll, einerlei 
ob sie zusammenhängend ist oder nicht. Dann zerfällt der Be- 
reich Y auch bei der dritten Teilung in eine endliche Anzahl 
meßbarer Teile, und wenn nun Æ” und U” diejenigen Summen be- 
deuten, die für die dritte Teilung die gleiche Bedeutung haben 
wie E und U für die erste, so ist 


E<E"<U’”<VU” wid E<E"’<U”<U, 


womit die Behauptung bewiesen ist. Daraus folgt 

4. — Die Menge aller Werte, deren die Summe E für ver- 
schiedene Teihungen fähig ist, hat eine endliche obere Grenze E*, 
und die Menge aller Werte, deren die Summe U fähig ist, hat eine 
endliche untere Grenze U*, und es ist immer 


E*<D*. 


Hierauf gründet sich nunmehr die folgende 

Erklärung: Wenn die Funktion f(x, y) in dem Bereich B 
nicht nur beschränkt, sondern auch so beschaffen ist, daß die eben 
erklärten Grenzen E* und U* einander gleich sind, so sagt man, 
sie sei über diesen Bereich integrierbar. Zugleich nennt man 
dann den gemeinsamen Wert von E* und U* das über $ er- 
streckte Flächenintegral der Funktion fix, y) und bezeichnet das- 
selbe durch 


(8) 
f(x, y)do. 


Genau so wie den Satz von der Integrierbarkeit stetiger Funk- 
tionen einer Veränderlichen beweist man mit Hilfe des Begriffes 
der gleichmäßigen Stetigkeit auch den folgenden 

Lehrsatz: Wenn eine Funktion von zwei Veränderlichen in 
einem abgeschlossenen meßbaren Bereiche stetig ist, so ist sie auch 
über diesen Bereich integrierbar. 

Natürlich ist die Stetiekeit nur eine hinreichende Bedingung 
der Integrierbarkeit, aber keine notwendige. Denn man sieht 
sofort, daß eine in einem abgeschlossenen meßbaren Bereiche zwi- 
schen endlichen Grenzen enthalten bleibende Funktion auch dann 
über diesen Bereich integrierbar ist, wenn sie daselbst nur im 
allgemeinen stetig ist, aber auch Unstetigkeitsstellen hat, sobald 
man nur diese letzteren in endlich viele Flächenstücke von be- 
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liebig kleinem Gesamtinhalt einschließen kann, sobald also z. B. 
Unstetigkeiten nur in einer endlichen Anzahl von Punkten und ge- 
wöhnlichen Linienstücken stattfinden. 

Mit Rücksicht auf die Ausführungen der Nr. 489 ergibt sich 
endlich aus dem vorangehenden der folgende 

Lehrsatz: Wenn in der xy-Ebene eines Systems rechtwinke- 
liger räumlicher Koordinaten x, y, z ein zusammenhängender ab- 
geschlossener meßbarer Bereich X abgegrenzt und für denselben irgend 
eine durchweg stetige und nirgends negative Funktion fixy) gegeben 
“ist, so kommt dem endlichen räumlichen Bereich, der von dem Be- 
reich B, den von seinen Grenzpunkten bis zur Fläche z= f(x, y) 
gehenden Parallelen zur z-Achse und dieser Fläche selbst begrenzt 
wird, ein Volumen zu, und dieses wird durch das Flächenintegral 


(8) 
$ fix, y)do dargestellt. 


492. Hilfssätze. — Bei der Beantwortung der Frage, wie man 
ein vorgelegtes Flächenintegral zahlenmäßig ausrechnen kann, 
leisten die folgenden Hilfssätze gute Dienste: 

1. — Wenn ein Kreis von einem unveränderliehen Radius ọ 
sieh in seiner Ebene so bewegt, daß sein Mittelpunkt eine Strecke 
durchläuft, und 1 die Länge dieser Strecke bedeutet, so wird der 


Zr: 


Fig. 52. 


Inhalt des von der Fläche des Kreises überstrichenen Bereiches 
durch den Ausdruck 

201+ no 
dargestellt. 

Denn der überstrichene Bereich läßt sich (Fig. 52) in ein Recht- 
eck von den Seitenlängen / und 2ọ und zwei Halbkreisflächen vom 
Radius ọ zerlegen. 

2. — Wenn ein Kreis von einem unweränderlichen Radius ọ sich 
in seiner Ebene so bewegt, daß sein Mittelpunkt zwei aneinander 
stoßende, nicht in ein und derselben Geraden liegende Strecken 
durchläuft, und l, und l, die Längen dieser Strecken bezeichnen, 
so ist der Inhalt des von der Fläche des Kreises überstrichenen 
Bereiches kleiner als 
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(+) + zo”. 

Denn der Inhalt des überstrichenen Bereiches (Fig. 53) ergibt 
sich, wenn man die Inhalte der Bereiche, die beim Durchlaufen 
der beiden Strecken überstrichen werden, zusammenzählt und dann 
den Inhalt des ihnen gemeinsamen Flächenstücks abzieht. Nun 
enthält aber dieses letztere eine volle Kreisfläche vom Radius ọ 


Fig, 53. 


und wird durch diese noch nicht gänzlich erschöpft, hat also einen 


Inhalt, der größer ist als zo”. Folglich ist der Inhalt des beim 
Durchlaufen der beiden Strecken überstrichenen Bereiches kleiner als 
Qol + zo) + Re, +) — are +h) +H ag, 

wie behauptet wurde. 

Durch wiederholte Anwendung des gleichen Schlusses er- 
gibt sich 

3. — Wenn ein Kreis von einem unveränderlichen Radius ọ 
sich in seiner Ebene so bewegt, daß sein Mittelpunkt einen nicht 
ganz in ein und derselben Geraden enthaltenen Streckenzug durch- 
läuft und L die Gesamtlänge dieses Streckenzuges bedeutet, so ist 
der Inhalt des hierbei von der Fläche des Kreises überstrichenen 
Bereiches kleiner als 

20L 420° 
und, wenn der Streckenzug geschlossen ist (Fig. 54), sogar kleiner 
als 2ọ L. 

Mit Hilfe dieser einfachen geome- 
trischen Sätze läßt sich endlich noch 
ein vierter Satz begründen, der etwas 
verwickelter, aber für das Nachfolgende 
besonders wichtig ist, nämlich 

4. — Wenn ein endlicher ebener 
zweifach ausgedehnter Bereich B einen 
Flächeninhalt hat, so ist es nach will- 
Fig. 54. kürlicher Annahme einer beliebig klei- 
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nen positiven Konstanten e immer möglich, eine zugeordnete posi- 
tive Konstante ọ und zwei ebene Bereiche Bı, Ba so zu bestimmen, 
daß folgende Bedingungen erfüllt werden: 


1. — Der Bereich B, liegt ganz im Innern von B, und seine 
Grenze besteht aus einer endlichen Anzahl von Strecken und 
Kreisbogen. 

2. — Der Bereich V, enthält den Bereich B im Innern, ist 
aber endlich, und seine Begrenzung besteht ebenfalls aus einer 
endlichen Anzahl von Strecken und Kreisbogen. 

3. — Der Inhalt des Ringgebietes, welches übrig bleibt, wenn 
man den Bereich B, aus dem Bereiche Ba heraushebt, ist 
kleiner als e. 

4. — Das Innere eines jeden Kreises vom Radius ọ, welcher 
einen Punkt der Begrenzung von B als Mittelpunkt hat, ge- 
hört ganz dem eben erwähnten Ringgebiet an. 


Beweis. Der Ausdruck geradlinig begrenzter Bereich 
werde auch hier in dem in Nr. 418 erklärten Sinne gebraucht. 
Dann gilt folgendes: Da der Bereich Y melibar ist, kann man 
einen geradlinig begrenzten eingeschlossenen Bereich g und 
einen geradlinig begrenzten umschließenden Bereich © so be- 


stimmen, daß der Unterschied der Flächeninhalte von © und ġ 
kleiner als F ist. Hebt man nun den Bereich g aus dem Be- 
reiche © heraus, so erhält man bereits ein Ringgebiet, dessen In- 
halt <e ist. Aber dieses Ringgebiet genügt 
noch nicht allen Anforderungen, da seine Breite 
an einer oder mehreren Stellen bis auf Null 
heruntergehen kann, z. B. wenn, wie in Fig. 55 
am Punkte A, eine Ecke von g auf einer Seite 
von © liegt. Es kommt darauf an, zu zeigen, 
daß man diesen Übelstand, der sich in der 
Lehre von den Flächenintegralen hinderlich 
bemerkbar machen würde, vermeiden kann, wie 
klein auch £ sein mag. Gerade darin besteht Fig. 55. 
ein wesentlicher Teil der Behauptung. 


Das hiermit festgestellte Ziel läßt sich nun mittels der voran- 
gehenden Hilfssätze folgendermaßen erreichen: Es sei / die Länge 
des Umfangs von q, L die des Umfangs von © und r der Radius 
irgendeines (nicht in einen einzigen Punkt ausgearteten) Kreises, 
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dessen Fläche ganz in g liegt. Dann kann man immer eine posi- 
tive Konstante ọ so bestimmen, daß sie die drei Ungleichungen 


2ọl1< 5; »L<z; e<r 


gleichzeitig befriedigt, und hierauf einen in der Ebene von g und © 
liegenden Kreis vom Radius ọ ein erstes Mal so bewegen, daß sein 
Mittelpunkt den Umfang von g durchläuft, und ein zweites Mal 
so, daß sein Mittelpunkt den Umfang von & beschreibt. Schneidet 
man dann von g alle von der Fläche dieses Kreises bei der ersten 
Bewegung überstrichenen Teile ab und setzt man andererseits zu ® 
alle diejenigen außerhalb liegenden Flächenstücke zu, die bei der 
zweiten Bewegung des Kreises von dessen Fläche überstrichen 
werden, so erhält man zwei Bereiche B,, ®,, die in der Tat allen 
obigen Anforderungen genügen. Denn die Begrenzungen dieser 
Bereiche bestehen aus einer endlichen Anzahl von Strecken und 
Kreisbogen, und ihre Inhalte unterscheiden sich um weniger als e, 


da der Inhalt von X, hinter dem von g um weniger als — zurück- 


bleibt und der Inhalt von Y, den von © um weniger als 5 über- 


trifft. Endlich gehört auch jeder innere Punkt eines Kreises vom 
Radius ọ, dessen Mittelpunkt auf der Grenze von ® liegt, dem 
Außern von ®,, aber dem Innern von ®, an, wie aus der Kon- 
struktion der Bereiche B, und W, ohne weiteres folgt. 


493. Das Flächenintegral als Grenzwert einer Summe. — 
Unter Beibehaltung der im Anfang ‚der Nr. 491 eingeführten Be- 
zeichnungen und Voraussetzungen denke man sich auf jedem der 
Teile, in welche der Bereich Y zerlegt ist, einen Punkt nach Be- 
lieben ausgewählt und hierauf, indem man für A=1,2,:.n 
unter x, y, jedesmal die Koordinaten des auf dem 2-ten Teile an- 
genommenen Punktes versteht, die Summe 


(1369) S= Xf æy) 


asi 


gebildet. Dann können sich für diese Summe, wenn die Funk- 
tion f(x,y) nicht konstant ist, je nach der Beschaffenheit der Tei- 
lung und der Wahl der Punkte (&,,%,) verschiedene Werte ergeben. 
Aber wenn die Funktion fix,y) über ® integrierbar ist, so kann 
man den Bereich der möglichen Werte der Summe S dadurch auf 
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(8) 
eine beliebig enge Umgebung des Wertes j} fix,y) do einschränken, 


daß man für die Teilung des Bereiches Y einen hinreichend weit- 
gehenden Grad der Feinheit vorschreibt. Bezeichnet man die obere 
Grenze aller Werte, die der Abstand zweier Punkte ein und des- 
selben Teiles annehmen kann, kurz als den Durchmesser dieses 
Teiles, so findet die aufgestellte Behauptung ihren genauen Aus- 
druck durch den folgenden 

Lehrsatz: Wenn die Funktion fix,y) über den endlichen 
meßbaren Bereich B integrierbar ist, so kann man nach willkür- 
licher Annahme einer beliebig kleinen positiven Konstanten e ledig- 
lich dureh die Vorschrift, daß die Durchmesser der Teile, in welche 
man sich den Bereich X zerlegt denkt, sämtlich kleiner sein sollen 
als eine gewisse der Konstanten € zugeordnete positive Konstante h, 
stets erreichen, daß der Unterschied 


(Br 
E= jj fa,y)do 


immer absolut genommen kleiner als e ausfällt, einerlei wie die 
Teiluny von B im übrigen beschaffen ist und wie die Punkte 
(21, Yı), (E2, Ya); + auf den einzelnen Teilen ausgewählt sein mögen. 


(8) 
In diesem Sinne darf also das Integral j fx.y)do als der 


Grenzwert der Summe S für den Fall einer unbegrenzten Ver- 
feinerung der Teilung des Bereiches B bezeichnet werden. 

Ist 3 abgeschlossen und die Funktion f(x,y) in $ stetig, so 
ist der Beweis sehr einfach. Man kann dann nämlich, weil die 
Funktion fx, y) in YB auch gleichmäßig stetig ist, eine positive 
Konstante Æ% so bestimmen, daß für je zwei zu B gehörende Stellen 
(æ, y), (x,y), deren Abstand <h ist, die Ungleichung 


Aæ Ey 


besteht, wo J den Inhalt des Bereiches ® bedeutet. Denkt man 
sich sodann den Bereich Y irgendwie in endlich viele meßbare 
Teile zerlegt, deren Durchmesser sämtlich kleiner als 4 sind, und 
rechnet man jedem Teil auch alle Punkte seiner Begrenzung zu, so 
ist für jeden einzelnen Teil der Unterschied zwischen dem größten 


und dem kleinsten Wert der Funktion f(x,y) kleiner als F Die 
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auf die fragliche Einteilung bezüglichen Summen Æ und U (Gl. 1367 
und 1368) erfüllen daher die Ungleichung 


U-E<7N3o,=-7J=:, 


a4 
und eben deswegen ist für die nämliche Teilung erst recht 


la e 
kiai fa,y)do <e, 


wie verlangt wurde. 

Die ursprüngliche Behauptung gilt aber nicht bloß im Falle 
der Abgeschlossenheit von Y und der Stetigkeit der Funktion f(x,y), 
sondern allgemeiner auch dann, wenn der Bereich ® und die Funk- 
tion f(x,y) nur die Bedingungen der Meßbarkeit und der Integrier- 
barkeit erfüllen. Freilich ist dann der Beweis verwickelter, doch 
läßt er sich in engem Anschluß an den in Nr. 421 durchgeführten 
Beweis der entsprechenden Behauptung für Funktionen einer 
Veränderlichen in folgender Weise erbringen: Da die Funktion f(x, u) 
über Y integrierbar ist, so ist es möglich, eine erste Zerlegung 
des Bereiches B in eine endliche Anzahl » von meßbaren Teilen 
so auszuführen, daß die dieser Teilung entsprechenden Werte E,,U, 
der Summen E und U die Ungleichung 


1 E 
U 


erfüllen. Ferner ist es nach dem Hilfssatz 4 der Nr. 492 möglich, 
für 2A—=1,2,---» jedesmal dem A-ten Teile T, des Bereiches B ein 
seine Begrenzung im Innern enthaltendes, von endlich vielen 
Strecken und Kreisbogen begrenztes Ringgebiet und eine positive 
Konstante o, derart zuzuordnen, daß der Inhalt des Ringgebietes 


<z ä ist, wo A die größte Schwankung der Funktion f(x,y) für 


den ganzen Bereich B bedeutet, daß aber das Innere eines jeden 
Kreises vom Radius o,, der einen Punkt der Begrenzung von 7, 
zum Mittelpunkt hat, dem Ringgebiet angehört. Setzt man dann 
die positive Konstante % gleich der kleinsten der Zahlen g,,0,;°*'0,, 
so genügt sie der gestellten Anforderung. Denn ist bei irgend- 
einer zweiten Zerlegung des Bereiches X in endlich viele meßbare 
Teile der Durchmesser jedes einzelnen Teiles <A, so ist der 
Unterschied (U, — E,) der zu dieser Teilung gehörenden Werte 
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E,, U, der Summen E und U in der Tat stets kleiner als £, also 
erst recht für diese Teilung 


(8) | 
S— [fienda LLN 


Bildet man nämlich durch Übereinanderlegung der ersten und 
der zweiten Teilung noch eine dritte Teilung und versteht man 
unter Æ, U, die dieser dritten Teilung entsprechenden Werte der 
Summen E und U, so ist 


U, — E, = (U, — U3) + (U; — E) + (E; — E3). 


Nun ist aber, da die dritte Teilung als eine Fortsetzung der 
ersten angesehen werden kann, zunächst 


U, —E,<UỌ — E, <5. 
Ferner ist auch 
E,— E<$. 


Denn die dritte Teilung entsteht aus der zweiten durch Hinzu- 
nahme der ersten. Dabei werden aber nur solche bereits vorhandene 
Teile der zweiten Teilung weiter zerlegt, die innerhalb der den Teilen 
der ersten Zerlegung zugeordneten Ringgebiete liegen. Der Ge- 
samtinhalt der zu zerlegenden Flächenstücke ist daher kleiner als 


der Gesamtinhalt der Ringgebiete, d. h. kleiner als vim pa 
Zugleich ist die erforderliche Vermehrung des zu dem Flächen- 
inhalt hinzutretenden Faktors niemals größer als A, also der Zu- 


wachs, den die Summe Æ beim Ubergang von der zweiten zur 
dritten Teilung erfährt, kleiner als £. 
Aus ähnlichen Gründen ist endlich auch 
U, — U; < 5 , 
also wirklich 
U,— E, <e, 
wie behauptet wurde. 


494. Beitrag der Randelemente. — Wenn man einen zwei- 
fach ausgedehnten endlichen und meßbaren Bereich Y, welcher in 
einer Ebene mit einem System rechtwinkeliger Koordinaten x, 
gegeben ist, in eine hinreichend große Anzahl meßbarer Teile mit 
hinreichend kleinem Durchmesser zerlegen will, so kann man in 
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der Weise verfahren, daß man (Fig. 56) zu jeder der beiden 
Koordinatenachsen hinreichend viele und hinreichend nahe bei- 
einander liegende Parallellinien zieht, die durch das Innere von B 
hindurchgehen. Man erhält dann bei hinreichender Feinheit der 
Teilung zwei Arten von Teilen, nämlich erstens rechteckige, also 
regelmäßig gestaltete, ganz im In- 
nern von B liegende Teile, deren In- 
halte sich ohne weiteres angeben 
lassen, und zweitens sogenannte 
Randelemente, d.h. Flächenstücke, 
welche wenigstens einen Punkt des 
Randes von $ enthalten und im all- 
gemeinen unregelmäßige Gestalten 
haben, so daß ihre genaue Inhalts- 
berechnung unter Umständen erheb- 
liche Schwierigkeiten darbieten 
könnte. Um so wichtiger ist es, sich 
Fig. 56. ein für allemal davon zu überzeugen, 

daß man für die Berechnung 

des über X erstreckten Flächenintegrals einer über Y 
integrierbaren Funktion f(z,y) auf die Inhaltsberechnung 
der Randelemente überhaupt nicht einzugehen braucht. 

Dies folgt aus dem Hilfssatz 4 der Nr. 492. Wird nämlich 
die Teilung von X so fein gemacht, daß die Durchmesser der ein- 
zelnen Teile sämlich kleiner sind als die in jenem Hilfssatz er- 
wähnte Konstante o, so liegen die Randelemente sämtlich inner- 
halb des in dem Hilfssatz erwähnten Ringgebietes. Man kann also 
dadurch, daß man für die Durchmesser der einzelnen Teile eine 
hinlänglich kleine obere Grenze vorschreibt, stets erreichen, daß 
der Gesamtinhalt aller Randelemente beliebig klein wird, und da 
die Funktion f(x,y) in Y beschränkt ist, kann man auf diese 
Weise auch die Summe der Beiträge, welche die Randelemente zu 
der durch die Gleichung (1369) erklärten Summe $ liefern, absolut 
genommen beliebig klein machen. 

Statt der einfachen Vernachlässigung der Beiträge der Rand- 
elemente ist indessen bei der Berechnung von Flächenintegralen 
zuweilen ein anderes Verfahren vorzuziehen. Dieses besteht darin, 
daß man (Fig. 57) die zur Teilung von ® benutzten Parallel- 
strecken über ihre Endpunkte hinaus verlängert und unter gleich- 
zeitiger Hinzunahme noch weiterer Parallelstrecken, die mit ® 
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keinen Punkt gemsinsam haben, ein den Bereich ® nicht nur voll- 
kommen bedeckendes, sondern auch noch darüber hinausragendes 
Netz von rechteckigen Maschen her- y 

stellt und nun je nach den Umstän- 
den des gerade vorliegenden Falles 
nur einen Teil der Randelemente 
vernachlässigt, zu jedem beibehal- 
tenen Randelement dagegen das zur 
Ergänzung zu einer vollen Masche 
des Netzes nötige Flächenstückchen 
hinzufügt. Ändert man dann die 
Summe § dadurch ab, daß man den 
Inhalt jedes vernachlässigten Rand- 
elementes durch 0 und den Inhalt 
jedes beibehaltenen durch den vollen Fig. 57. 

Inhalt der zugehörigen Masche er- 

setzt, so erhält man eine leichter zu berechnende Summe, die des- 
wegen für S eintreten kann, weil auch sie sich durch Verfeinerung 


(8) 
der Teilung dem Integral j: f(x,y)do beliebig nahe bringen läßt. 


Nun benutzt man bei der Berechnung eines Flächenintegrals 
zur Zerlegung des Integrationsgebietes und seiner nächsten Um- 
gebung in Elemente von hinreichend kleinen Durchmessern 


Fig. 58. Fig. 59. 


und für die Inhaltsberechnung bequemen Gestalten durchaus 


nicht immer zwei zueinander senkrechte Scharen von Parallellinien. 
v. Mangoldt, Einführung, II. 17 
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Man zerschneidet vielmehr die Ebene sehr oft auch in anderer 
Weise, z. B. (Fig. 58) durch eine Schar von Halbstrahlen, die alle 
von ein und demselben Punkte ausgehen, und die Schar der kon- 
zentrischen Kreise, welche diesen Punkt zum Mittelpunkt haben, 
oder (Fig. 59) durch ein Büschel von Kreisen, die durch zwei feste 
Punkte gehen, und die Schar der sie senkrecht schneidenden Kreise 
(Nr. 413), oder (Fig. 60) durch eine 


H y, Schar von Ellipsen, welche alle 
Ö m die nämlichen Brennpunkte haben, 
LAANA XS und eine Schar von Hyperbeln, 
REAT TTR denen dieselben beiden Punkte als 
CERAT T EEN 

1 IX 7 Brennpunkte zukommen, und so 


fort. Aber auch für alle diese an- 
deren Arten der Zerlegung lassen 
sich aus dem Hilfssatz 4 der Nr. 492 
Fig. 60. genau dieselben Folgerungen zie- 

hen wie für die Zerlegung durch 

zwei zueinander senkrechte Scharen von Parallelen. Ganz allgemein 
gilt also folgende Regel: Nachdem das Integrationsgebiet WX in einen 
dasselbe ganz im Innern enthaltenden meßbaren Bereich W einge- 
schlossen ist, werde dieser letztere irgendwie in endlich viele meß- 
bare Teile zerlegt, deren Durchmesser sämtlich kleiner sind als eine 
gegebene positive Konstante A. Von diesen Teilen denke man sich alle 
diejenigen beibehalten, die ganz im Innern von ® liegen, und außer- 
dem beliebig viele von denen, welche wenigstens einen Punkt der Be- 
grenzung von ®B enthalten. Hierauf denke man sich auf jedem 
beibehaltenen Teil eine zugleich in ® liegende Stelle nach Be- 
lieben ausgewählt und sodann den Flächeninhalt des Teiles mit 
dem Werte multipliziert, den die gegebene, über ® integrierbare 
Funktion /(@,y) an der ausgewählten Stelle annimmt. Dann hat 
auch die Summe $’ der so gebildeten Produkte das Integral 


s] 


[ fixz,y)do als Grenzwert für den Fall einer unbegrenzten Ver- 


feinerung der Teilung, d. h. nach willkürlicher Annahme einer be- 
liebig kleinen positiven Konstanten £ kann man dadurch, daß man 
die Konstante A klein genug annimmt, immer erreichen, dal 


(8) „| 
[Mewao—s = 


wird, einerlei wie die Teilung von X beschaffen sein mag und 
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einerlei wie viele und welche der Randelemente man beibehalten 
und wie man über die Auswahl der auf den beibehaltenen Teilen 
anzunehmenden Stellen verfügt hat. 

495. Übertragbarkeit früherer Sätze- — Wie man mit Hilfe 
der in den vorangehenden Nummern gewonnenen Ergebnisse leicht 
erkennt, können die in Nr. 425 zusammengestellten einfachsten 
Sätze über bestimmte Integrale nebst ihren Beweisen mit ver- 
hältnismäßig geringen Änderungen des Wortlautes auf Flächen- 
integrale übertragen werden. Dasselbe gilt, wie man ebenso leicht 
erkennt, auch von dem in Nr. 426 aufgestellten ersten Mittelwert- 
satz der Integralrechnung und der in Nr. 427 angegebenen Er- 
weiterung desselben. Insbesondere ist es hiernach stets gestattet, 
ein über einen zusammenhängenden Bereich erstrecktes Flächen- 


(8) 
integral fiz,y)ds, bei welchem die zu integrierende Funktion 


f(x.) in dem Integrationsbereich Y stetig ist, dem Produkt aus dem 
Flächeninhalt des Bereiches 8 und einem Werte gleichzusetzen, 
den die Funktion f(x,y) an einer passend gewählten Stelle von Y 
annimmt. 

496. Verwandlung in ein Doppelintegral. — Ein oft be- 
nutztes Verfahren zur Ausrechnung eines Flächenintegrals besteht 
darin, daß man das Flächenintegral in ein Doppelintegral ver- 
wandelt und dann die zur Berechnung dieses letzteren nötigen 
Integrationen ausführt. Die Grundlage dieses Verfahrens bildet 
der folgende 

Lehrsatz: Für ein abgeschlossenes Intervall, dessen untere 
Grenze a und dessen obere Grenze A heißen möge, seien zwei 
stetige Funktionen p,(&), palæ) gegeben, die daselbst die Ungleichung 

pı(2) < pa(2) 

erfüllen. Ferner sei nach Annahme eines Systems rechtwinkeliger 
ebener Koordinaten x, y in der Ebene dieses Systems ein Be- 
reich B (Fig. 61) durch die Festsetzung abgegrenzt, daß er einen 
Punkt (x, y) dann und nur dann enthalten soll, wenn dessen 
Koordinaten die Ungleichungen 

(1370) a<z<A und YHR)<Yy<Yps@) 

erfüllen, so daß B einerseits von den durch die Gleichungen = a 
und æ= A dargestellten Parallelen zur Ordinatenachse und anderer- 
seits von den durch die Gleichungen y—yY,(x) und y = p(x) dar- 

17% 
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gestellten Linienstücken begrenzt wird. Dann ist, wenn f(x,y) eine 
in B en 1) Funktion bedeutet, stets 


(1371) y! fæ,y)do= J 1 a, y)ayaz. 


1) 
Beweis: Das Intervall (a--- A) sei irgendwie in eine beliebige 


Fig. 61. 


ealliele Anzahl n von Teilen zerlegt, deren Längen der Reihe 
nac 
- ħi, ha, hu 

heißen mögen. Dann ist es immer möglich, n beziehentlich auf 
diesen Teilen liegende spezielle Werte 


Lis Lgs `t Ln 


der Veränderlichen x so zu bestimmen, daß 


aa» f pa Ramayae—! A fa, y)dy -h 
p 


wird. Denn das links stehende, von a bis A zu erstreckende Inte- 
gral ist gleich der Summe der über die einzelnen Teilintervalle 
erstreckten Integrale, und von diesen ist jedes einzelne nach dem 
ersten Mittelwertsatz gleich der Länge des betreffenden Teil- 


1) Über die Möglichkeit einer Ausdehnung der Gleichung (1371) auf den 
Fall, daß die Funktion f(x,y) nicht mehr in ® stetig ist, vgl. C. Jordan, 
Journal de mathématiques pures et appliquées, Série IV, Tome 8, 1892, 
Seite 84—87. 
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ar multipliziert mit dem Wert, den die stetige Funktion 
In; Az, y)dy des Argumentes x für einen passend gewählten, 
A) 


i 
dem Teilintervall angehörenden Wert von æ annimmt. 


In ähnlicher Weise und aus ähnlichen Gründen läßt sich aber 


9,2) 
auch jedes einzelne der Integrale ir, N * Ræ y)dy in eine Summe 
97 
verwandeln. Denn nach Zerlegung des Intervalls [9,(@;) -*'Ps(&;)] 
in eine beliebige endliche Anzahl m, von Teilen ist es jedesmal 
möglich, m, spezielle Werte 
Yii, Yig, "e Yim 
von y, die der Reihe nach auf den einzelnen Teilen liegen, so zu 
wählen, daß, wenn 
ku, krg, F Kim, 
die Längen der Teilintervalle bedeuten, 
p (x ) my $ 
SO tenniy= Z fantu 
p ) au=1 
wird. Durch Ausführung dieser Umwandlung geht dann die Glei- 
chung (1372) über in 
n mM 
p,a 
n Sal fix, mydydo— 3 DICH Yia) Mk àu * 
=i #=1 
Hier gehört vei die rechts Atai Summe nach Nr. 494 zu 
denjenigen, die durch hinreichend weitgehende Verfeinerung der 


9 


(%8) 
Teilung dem Flächenintegral f fæ,y)do beliebig nahe gebracht 


werden können. Also kann auch 
der Wert dieses Flächenintegrals 
von dem Wert des links stehenden 
Doppelintegrals nicht verschieden 
sein. 

Die Anwendbarkeit des hiermit 
bewiesenen Satzes wird durch die 
Einschränkungen, denen die Begren- 
zung des Bereiches ® unterworfen 
wurde, nur wenig beeinträchtigt. 
Fig. 62. Denn bei den Anwendungen kommen 
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immer nur solche Integrationsgebiete vor, welche entweder die 
gemachten Voraussetzungen bereits vollständig erfüllen oder sich 
in eine endliche Anzahl von Bereichen zerlegen lassen, die diesen 
Voraussetzungen genügen. 

Ist der Bereich 8 so beschaffen (Fig. 62), daß er sich durch 
zwei Ungleichungen 


(1373) b<y<B wà yW<e<Kl) 


abgrenzen läßt, in denen b und B Konstante und x,(y) und %,(%) 
Funktionen bedeuten, die für b<y<B stetig sind, so ergibt sich, 
falls auch die Funktion /{@.y) in B stetig ist, durch ähnliche 
Überlegungen wie oben die Gleichung 


(8) B pzy) 
1374) ‚y)ds— ‚y)dzxay. 
( [re,was LS fæ, y)azay 


Hieraus folgt für den Fall, daß das Integrationsgebiet ® 
sowohl auf die durch die Ungleichungen (1370) als auch auf die 
durch die Ungleichungen (1373) dargestellte Art abgegrenzt werden 
kann und daß f(x,y) in Y stetig ist, das Bestehen der Gleichung 


A rp,(z) B f4) 
SS rewarae ff” fevazay. 
a Jo (2) b Jy 0) 


Damit findet die schon in Nr. 487 berührte Frage nach der 
Umkehrbarkeit der Reihenfolge der Integrationen in einem Doppel- 
integral, dessen Grenzen nicht alle konstant sind, eine zwar nicht 
ganz erschöpfende, aber doch praktisch ausreichende Antwort. 

497. Beispiele. — 1. — Nach Annahme eines Systems recht- 
winkeliger räumlicher Koordinaten v, y, z sei (Fig. 63) auf der 
positiven Hälfte der x-Achse ein 
Punkt A nach Belieben ange- 
nommen und von ihm aus eine 
zur y-Achse parallele und gleich- 
gerichtete Strecke AB gezogen. 
Endlich sei um einen Mittelpunkt 
M, der auf der negativen Hälfte 
der z-Achse liegt oder mit dem Ko- 
ordinatenanfang O zusammenfällt, 
in der zx-Kbene mit dem Radius 
MA der kürzeste Kreisbogen be- 
Fig. 63. schrieben, der von A bis zu einem 
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auf der positiven Hälfte der z-Achse liegenden Punkte C reicht. 
Man soll unter der Voraussetzung, daß die Längen a, b, e der 
Strecken OA, AB, OC gegeben sind, das Volumen des Körpers 
OABC berechnen, der von der zy-Ebene, der zx-Ebene, der 
Ebene BOC und demjenigen durch den Kreisbogen AC gehenden 
Zylinder begrenzt wird, dessen Erzeugende zur y-Achse par- 
allel sind. 

Lösung: Die Betrachtung des rechtwinkeligen Dreiecks QAM 
liefert für die Länge r des Radius MA die Gleichung 


r? =.’ -P (r — o’, 
aus welcher nach leichter Zwischenrechnung 


2 2 
(1375) Fe tte 
folgt. Ferner ergibt sich, wenn man das Zeichen r als eine be- 
queme Abkürzung für die rechte Seite der Gleichung (1375) einst- 
weilen noch beibehält, für den den Bogen AC enthaltenden Kreis 
in dem Koordinatensystem OZX die Gleichung 

le+r—0 +r =r 
oder > 
z=—-(r—)+Vr—., 

wobei für die Punkte des Bogens AC unter der Quadratwurzel 
der positive Wert zu verstehen ist. Dieselbe Gleichung stellt, 
wenn man sie als eine Gleichung zwischen den räumlichen 
Koordinaten x, y, z auffaßt, auch die durch den Bogen AC gehende 
Zylinderfläche dar, deren Erzeugende zur y-Achse parallel sind. 
Nach dem am Schluß der Nr. 491 angegebenen Lehrsatz wird da- 
her das gesuchte Volumen V dargestellt durch das über die Fläche 
des Dreiecks OAB zu erstreckende Flächenintegral 


OAB) ER. 
i [—(r— 0 +V r —z']do. 


Nun ist das Dreieck OAB einerseits zwischen den Geraden 
z=) und z==a und andererseits zwischen den Geraden y= 0 


und y=} z enthalten. Folglich ist 
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b 
a —p 
ra [—(r— e) +Vr—arlaydz 
o Vo 


: ee u E, 
=f (=e = E a xdz 


v 
b pa b [ers 
---9.| zdf V r°— z’ zdz 
0 o 


und mit Rücksicht auf die Gleichung (1164), Seite 58, 
v-—1r— bar 1 vr IT 
Er a 3 An 


1 b (37° 
=— 5 (r—eo)ba+ y (r — Vra ). 
Setzt man nun für r den durch die Gleichung (1375) gegebenen 


Wert ein, so erhält man 
å AN DE RE TA "A date (ee) 


f — Q r ra Te 
4e” 2e ) 
und bekommt daher nach einfachen Zwischenrechnungen schließlich 
7 be 2 2 
F= gabl +e). 
2. — Volumen eines schief abgeschnittenen ellip- 


tischen Zylinders. — In der xy-Ebene (Fig. 64) eines Systems 
rechtwinkeliger räumlicher Koordinaten v, y, z sei eine Ellipse 
Z mit den Halbachsen a, b durch die Glei- 

chung 

“+a i= 

a b 
gegeben, und duych diese Ellipse sei ein 
Zylinder gelegt, dessen Erzeugende zur 


z-Achse parallel sind. Endlich sei eine 
Ebene & durch eine Gleichung 
z= + uy +v 

gegeben, in welcher A, u, v Konstante be- 
deuten und » so groß ist, daß die Summe 
(Ax+uy-+») für kein der Bedingung 
Z =- 5 <1 genügendes Wertepaar =, y 
Fig. 64. negativ wird. Man soll das Volumen des- 
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jenigen Körpers berechnen, der unten von der &y-Ebene, seitwärts 
von dem erwähnten Zylinder und oben von der Ebene & begrenzt 
wird. 

Lösung: Das gesuchte Volumen V ist gleich dem über die 
elliptische Grundfläche erstreckten Flächenintegral der Funktion 
(Ax-+uy+»). Nun sind aber die äußersten Werte, welche die 
Abszisse x eines dem Integrationsgebiet angehörenden Punktes an- 
nehmen kann, gleich (—a) und a. Ferner werden die obere und 
die untere Hälfte der begrenzenden Ellipse beziehentlich durch 
die Gleichungen 


b q/ 3 b q/ Br 
y--Y®-ı wid y--- Ve. 


dargestellt. Folglich führt die Umwandlung des Flächenintegrals 
in ein Doppelintegral zu der Gleichung 


: Mo ee x” 
V =f" Es (2 + uy+v)dyde, 
| eVe 


aus der sich durch RER des inneren Integrals und Weg- 
lassung entgegengesetzt gleicher Bestandteile desselben 


~ 
v= (2 "2 Va a — a? #422 e »Va a —a" )d 


ergibt. Die nun noch zu berechnenden unbestimmten Integrale 
sind aus den Gleichungen (1164) und (1268) bereits bekannt. In- 
dem man hiervon Gebrauch macht, erhält man schließlich 


y=? 


a 


nn en = rn 
[-25 Va—xz? +rzV a — x” + va arcsin = 


Ja 
—=vabn. 

Das Volumen V ist hiernach von den Werten der Koeffizienten 
2 und « unabhängig und lediglich durch die Halbachsen a, b der 
Grundfläche und die Höhe » bestimmt, in welcher sich der Mittel- 
punkt der oberen Begrenzungsfläche über dem Mittelpunkt der 
Grundfläche befindet. Bei einem Kreiszylinder ist die Richtigkeit 
dieser Behauptung geometrisch ohne weiteres einleuchtend. Für 
den betrachteten elliptischen Zylinder liegt sie nicht ganz so auf 
der Hand, läßt sich aber aueh elementar beweisen, wenn man be- 
denkt, daß der elliptische Zylinder aus einem Kreiszylinder durch 
eine affine, in der Richtung der kleineren Achse erfolgende Zu- 
sammenziehung abgeleitet werden kann. 
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498. Verwandlung in ein Randintegral. — Für ein ab- 
geschlossenes Intervall mit der unteren Grenze a und der oberen 
g 


Fig. 65. 


Grenze A seien zwei stetige Funktionen (£), p(x) gegeben, die 
daselbst die Ungleichung 
p8) < palT) 

erfüllen und so beschaffen sind, daß in einem System rechtwinke- 
liger ebener Koordinaten v, y (Fig. 65) durch die Gleichungen 

y = p(%) und Y= p(x) 
in Verbindung mit der Ungleichung a< <A zwei gewöhnliche 
Linienstücke I,, lą dargestellt werden. Ist dann ebenso wie in 
Nr. 496 in der Ebene des angenommenen Koordinatensystems durch 
die Ungleichungen 

ası<sA; MMWSYSP“) 
ein Bereich Y abgegrenzt und für denselben eine stetige und in 
bezug auf y differenzierbare Funktion U(x, y) gegeben und ist 
endlich die partielle Ableitung U,(®,y) in B ebenfalls stetig, so 
gilt nach Nr. 496 die Gleichung 


(8) A fp,(2) 
[Uei f U,@,y)dyda. 
a Jo (x) 


Führt man nun hier auf der rechten Seite die innere Inte- 
gration wirklich aus, was ohne weiteres möglich ist, so erhält man 


(8) A 
U, y)do— ià (Us, Uls,pıla)))dz 


A a 
=— | Vmpeldr— f Vteselae. 
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Von den beiden rechts stehenden Integralen ist aber nach 
Nr. 470 das erste gleichbedeutend mit dem über I, in der 
Richtung der wachsenden Abszissen erstreckten Linienintegral 
(1) 
: Ulz, y)%2ds und das zweite mit dem über l, in der Rich- 
amg der abnehmenden Abszissen erstreckten Linienintegral 

HF U, My ds, wobei unter dx und ds jedesmal zusammen- 


gehörende Diferentisle der Abszisse und der auf [, beziehungs- 
weise I, in der Richtung der Integration gezählten Bogenlänge zu 
verstehen sind; und wenn die Begrenzung von ® außer den Linien- 
stücken I, und f, noch eine oder zwei zur y-Achse parallele 
Strecken enthält, so darf man zu den beiden eben erwähnten 
Integralen auch noch die über diese Strecken im Sinne eines posi- 


tiven Umlaufs um ® erstreckten Integrale des Produktes U (%, y) = 
2 auf jeder zur y-Achse parallelen 
Strecke gleich Null ist. Dadurch erhält man das über die ganze 
Begrenzungslinie [ des Bereiches Y im positiven Umlaufungssinn 


hinzufügen, da der Faktor 


(1) 
erstreckte Linienintegral fuen = ds, gelangt also zu einer 


Umwandlung des über den Bereich B erstreckten Flächen- 
integrals der partiellen Ableitung U,(z,y) in ein über den 
Umfang von Y zu erstreckendes Randintegral. Die Regel. 
nach der diese Umwandlung zu erfolgen hat, findet ihren Ausdruck 
durch die ka 


(1376) Ro (0, y)do— — vmnüzas 
oder kürzer 

(8) (0) 
(1377) | U, ydo- = [vawnaz, 


wo das rechts stehende Linienintegral jedesmal in positiver Rich- 
tung über die Begrenzung von Y zu erstrecken ist. 

Nun gibt es auf [ höchstens vier Stellen, wo verschieden- 
artige Bestandteile von { aneinander stoßen und daher eine Ecke 
vorhanden sein kann. An jeder anderen Stelle ist die gegen das 
Innere von Y gerichtete Normale » der Randlinie [ eindeutig be- 
stimmt und zugleich der erste Richtungswinkel der mit dem posi- 


are KT 


Yigal zai 
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tiven Umlaufungssinn übereinstimmenden Tangentenrichtung von Í 
gleich dem Winkel (v, y), unter welchem die Normale » gegen die 
y-Achse geneigt ist, also auch 
= = c0s(v, y). 
ds 5 

Man kann daher, indem man sich die Bedeutung der Nor- 
male » für die etwaigen Ecken von | durch irgendeine nach Will- 
kür getroffene Verfügung festgesetzt denkt, der gefundenen Regel 
für die Umwandlung eines Flächenintegrals in ein Randintegral 


auch die Form geben 
(8) (U) 
(1378) i U, (œx, y)do = — ji U(x, y) cos (v, y)ds. 


Diese Gleichung ist deswegen leichter zu merken als die vor- 
angehenden, weil der Wert des rechts stehenden Linienintegrals 
nicht mehr von der Integrationsrichtung abhängt und weil zweitens 
die Veränderliche y, in bezug auf welche links differenziert ist, 
zugleich auch die Achse bezeichnet, deren Winkel mit der Nor- 
malen » in dem rechts stehenden Integral vorkommt. 

Die im vorangehenden gewonnenen Gleichungen (1376) bis 
(1378) sind noch einer Erweiterung fähig. Sie gelten nämlich 
auch für jeden Bereich 8, der, wie es die Fig. 66 andeutet, 
in eine endliche Anzahl aneinander stoßender Bereiche 
der bisher betrachteten Art zerlegt werden kann, vor- 
ausgesetzt, daß die Funktion U(x, 4y) in ® dieselben Be- 
dingungen wie bisher erfüllt. Denn bei der Addition der 
über die Grenzen der einzelnen Teilbereiche in positiver Richtung 


erstreckten Linienintegrale des Produktes U(«, ID wird jedes 


Y Integral, welches über ein im In- 
nern von ® liegendes Linienstück 
zu erstrecken ist, wofern es nicht 
schon von selbst den Wert 0 hat, 
durch ein entgegengesetzt gleiches 
Integral aufgehoben, so daß nur 
das Integral über die äußere Be- 
grenzungslinie übrig bleibt. 

In ähnlicher Weise wie eben 
läßt sich ein Flächenintegral, bei 
Fig. 66. welchem die Begrenzung des Inte- 
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grationsgebietes und die zu integrierende Funktion gewisse Voraus- 
setzungen erfüllen, auch dann in ein Randintegral verwandeln, wenn 
die zu integrierende Funktion der Koordinaten x, y in der Form 
einer nach der ersten Koordinate x genommenen partiellen Ab- 
leitung gegeben ist. Um dies näher auszuführen, sei in einer Ebene 
mit einem System rechtwinkeliger Koordinaten x, y ähnlich wie 
am Schluß der Nr. 496 ein Bereich B (Fig. 62) durch zwei Un- 
gleichungen 
b<ysB wid yW<Se<xy) 


abgegrenzt, in denen b und B Konstante und x,(y) und z(y) Funk- 
tionen bedeuten, die für 3<y<B stetig sind. Ferner sei jedes 
der beiden durch die Gleichungen 


=y (y) und L= yy) 


in Verbindung mit der Ungleichung b< y <B dargestellten Linien- 
stücke ein gewöhnliches. Ist dann U(x, y) eine in Y stetige und nach 
x differenzierbare Funktion und ist die partielle Ableitung U, y) 
in ® ebenfalls stetig, so gilt, wie eine der vorangehenden genau 
entsprechende Betrachtung zeigt, die Gleichung 


(8) 0) (dr 
0319) [Ua nas— | Ve, y) Yas— | Um way, 


wobei die Linienintegrale über die ganze Begrenzung [ des Be- 
reiches Y im positiven Umlaufungssinn zu erstrecken sind. Ferner 
ist, wenn » wieder die nach dem Innern von ® weisende Normale 
von Í bedeutet, 

dy 

ds 
so daß die Gleichung (1379) auch in der der Gleichung (1378) 
genau entsprechenden Form 


= — cos(v, X), 


(1380) ei U (x, y)do = 7 U(x, y)eos(v, x)ds 


geschrieben werden kann. 

Auch die Gleichungen (1379) und (1380) bleiben bestehen, wenn 
B einen Bereich bedeutet, der zwar nicht ganz den bisherigen 
Annahmen entspricht, wohl aber in eine endliche Anzahl derartiger 
Bereiche zerlegt werden kann, sobald nur die Funktion U(x, y) 
in X die gemachten Voraussetzungen erfüllt. 


http://rcin.org.pl 


270 Flächen- und Raumintegrale, Nr. 499. 


499. Umformung durch Einführung von neuen Veränder- 
lichen. — Lehrsatz: In einer Ebene mit einem System recht- 
winkeliger Koordinaten u, v (Fig. 67) sei ein endlicher meßbarer 
Bereich X abgegrenzt, und für einen größeren den Bereich 8 
und seine Grenzpunkte ganz im Innern enthaltenden Bereich W, 
seien zwei Funktionen plu, v), y(u, v) gegeben, deren partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung p (u, v), z, (u, v), plu, ©), y (u, ©) im In- 


2 


Fig. 67. Fig. 68. 


nern von Y, überall vorhanden, stetig und so beschaffen sind, daß 
die sogenannte Funktionaldeterminante der Funktionen olu, v), 
y(u, v), d. h. die Determinante 


9%, v) Xal: v) 
PU, v) Ku, v) 


im Innern von ® überall positiv ist. Ferner sei nach Annahme 
eines zweiten Systems rechtwinkeliger Koordinaten x, y, welches 
auch mit dem bisherigen übereinstimmen darf, 


(1381) Alu, v)— 


x= plu, v); y= xxu, v) 


gesetzt und dadurch eine Abbildung des Bereiches W auf einen 
Bereich B (Fig. 68) im Gebiet der Veränderlichen x, y ver- 
mittelt. Schließlich werde vorausgesetzt, daß je zwei verschiedenen 
inneren Punkten von WX auch verschiedene Punkte von B ent- 
sprechen. Dann kommt auch dem Bereich B ein Inhalt J zu, 
und zwar ist 

(8) ; 

(1382) J= Alu, v) do, 


wo do’ das Flächenelement des Bereiches X. bedeutet. Und wenn 
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für den Bereich Y eine über denselben integrierbare Funktion 
fx, y) gegeben ist, so güt die Gleichung 


(8 (8') 
(1383) Ine vao — [Figu od, zu vAu e)a. 


Unter den gemachten Annahmen kann man also das über Y zu 


(8) 
erstreckende Flächenintegral [ f(x, y)do durch Einführung der 


neuen Integrationsveränderlichen u, v in ähnlicher Weise um- 
formen wie ein einfaches Integral, und zwar hat man dazu nur 
nötig, 
1. — die alten Integrationsveränderlichen x, y durch die neuen 
u, v auszudrücken, 

9. — das Flächenelement do des ursprünglichen Integrations- 
bereiches Y durch das Produkt der Funktionaldeterminante 
Alu, v) mit dem Flächenelement do’ des entsprechenden 
Integrationsbereiches ® im Gebiet der neuen Veränder- 
lichen u, v und 

3. — den alten Integrationsbereich ® durch den neuen ® zu 

ersetzen, 

Beweis!): Hat man in der wv-Ebene durch Ziehen von ge- 
raden Linien ein innerhalb des Bereiches B, liegendes Netz von 
Dreiecken hergestellt, welches die Ebene nirgends mehrfach über- 
deckt, so entspricht diesem Netz in der xy-Ebene ein Netz von 
Dreiecken, deren Seiten im allgemeinen krumm sind. Auch dieses 
Netz bedeckt die xy-Ebene, soweit es über 
dieselbe ausgebreitet ist, nur einfach. Aber 
wenn man nun jede seiner Maschen durch 
dasjenige geradlinig begrenzte Dreieck 
ersetzt, welches dieselben Ecken hat, so 
kann es vorkommen, daß diese Dreiecke 
die Ebene stellenweise mehrfach über- A 
decken. Einen Fall dieser Art veran- 
schaulicht die Fig. 69. Hier hat nämlich 
das von den Bogen AB, BC und CA be- 
grenzte Dreieck bei B eine einspringende Fig. 69. 


1) Der im Text angegebene Beweis stammt von ©, Jordan, Journal 
de mathématiques pures et appliquées, Serie IV, Tome 8, 1892, Seite 94—99 
und Cours d’analyse I, 2. éd. Paris 1893, oder 3. éd. 1909, S. 1381, 
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Ecke, und man sieht sofort, daß man stellenweise eine doppelte 
Bedeckung der Ebene erhält, wenn man jedes der in der Figur 
gezeichneten krummlinig begrenzten Dreiecke durch das ent- 
sprechende geradlinige Dreieck ersetzt. Auf diese Möglichkeit, 
beziehungsweise ihren Ausschluß ist nun bei dem nachfolgenden 
Beweise Rücksicht zu nehmen. Dadurch wird die ganze Anlage 
des Beweises wesentlich beeinflußt. Insbesondere dienen diesem 
Zwecke die folgenden vorbereitenden Überlegungen und Fest- 
setzungen: 

Man denke sich, was immer zulässig ist, eine positive Kon- 
stante ọ so bestimmt, daß jeder Punkt, dessen Abstand von einem 
zu W oder zur Grenze von ® gehörenden Punkte nicht größer 
als ọ ist, im Innern von ®; liegt, und denke sich sodann den Be- 
reich 8’ durch Hinzunahme aller ihm noch nicht angehörenden 
Punkte der eben erwähnten Art zu einem immer noch ganz im 
Innern von X, enthaltenen Bereiche Y, (Fig. 67) erweitert. Dann 
ist der Bereich ®;, wie man leicht nachweisen kann?), notwendig 
abgeschlossen, und es ist daher möglich, eine positive Konstante 
M so groß anzunehmen, daß in W, überall die Ungleichungen 


(pu DSM; ixu v| <M; 
Ipu v) SM; Izolu, v)| < M 


gelten. Nun werde zunächst vorausgesetzt, daß die Determinante 
Mu, v) auch auf der Grenze von X überall positiv sei. Dann 
ist es möglich, eine positive Konstante p so zu wählen, daß im 
Innern und auf der Begrenzung von W überall 


Alu, v) =p 
ist. 
Nachdem dies geschehen, denke man sich eine positive Kon- 
stante &, die von vornherein der Ungleichung 


(1384) E< Eu 


unterworfen sein möge, nach Belieben angenommen und sodann 
eine zugeordnete positive Konstante t so bestimmt, daß für je 


2) Der Abstand eines beliebigen festen Grenzpunkes @ des Bereiches 8; 
von einem im Innern und auf der Grenze von ® frei beweglichen Punkte 
erreicht für wenigstens eine Lage dieses letzteren einen kleinsten Wert, und 
dieser kann nicht größer als ọ sein, so daß G zu $, gehören muß, 
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zwei dem Bereiche ®, angehörende Stellen (u, v), (w, v), deren 
Abstand kleiner als r ist, die vier Ungleichungen 


Pu, t) —= phu, t) e; [Hh v) — Aula, v) <E 
pw, v) — phu, v)|<e; (Ze, vN — gU, NLE 
bestehen. Endlich verstehe man unter s eine positive Konstante, 
. DDr. DER . r eo Ý 
die kleiner ist als jede der beiden Zahlen ya yo’ und denke 


sich die Ebene der Veränderlichen u, v durch Parallellinien zu 
den Koordinatenachsen in Quadrate von der Seitenlänge s zer- 
legt. Von diesen Quadraten behalte man zunächst nur diejenigen 
bei, deren Flächen ganz zu X gehören, und verstehe unter n die 
Anzahl dieser Quadrate und nach Herstellung irgend einer Rang- 
ordnung unter ihnen für »—=1,2,--:n jedesmal unter Q’ (Fig. 67) 
die abgeschlossene Fläche des »-ten Quadrates und unter u, v, die 
Koordinaten seiner linken unteren Ecke. Denkt man sich dann 
zu den Koordinaten u, v, zwei Vermehrungen A, k zugefügt und 
läßt ınan jede derselben unabhängig von der anderen das ab- 
geschlossene Intervall (0---s) durchlaufen, so beschreibt derjenige 
Punkt der zy-Ebene, welcher dort die Koordinaten 


gu, +h v, tk) xu, th, v, +k) 


hat, den in Fig. 70 durch das krummlinige Viereck ABCD dar- 
gestellten Bereich Q,, welcher der Fläche Q, entspricht. Es 
kommt darauf an, den Inhalt dieses Bereiches zwischen zwei hin- 
reichend nahe beieinander liegende Grenzen einzuschließen. Eben 
dazu dienen folgende Überlegungen: Nach der Ausdehnung des 
Mittelwertsatzes auf Funktionen von mehreren Veränderlichen 
(Nr. 329) ist 

Pu, I h, v, $ k) S Pu, v,) 

+hg,(u,+$h,v,+9k)+kp,(u,+®h, v, +k) 

yu, aH h, v, a k)= y(u,, v,) 

+ hyulu,+9'h,v, + 9K) + kgolu, +h, v, +k), 
wo und 9 zwischen 0 und 1 liegen, und da die Abstände der 
Punkte (u, +h, v, + 9k) und (u, + 9h, v,+9'k) vom Punkte 
(u,, v,) kleiner als sy 2, also auch kleiner als t sind, kann man 


diesen Gleichungen auch die Form 
v. Mangoldt, Einführung, II, 18 
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pu, T h, v, ag k) EN Ylu,, v,) Be h Pult,» v,) = ky,(u,, v,) 


+ ha +%kß 
zlu, +h, v,+k)= u, v,) + hy(u,,v,) + ktl, v,) 
+hy + kô 


geben, wo jede der vier Zahlen «, ß, y, d absolut genommen kleiner 


= 


als s ist. Demgemäß kann man die Abbildung des Quadrates &/ 
auf den Bereich Q, dadurch in zwei einfachere nacheinander vor- 
zunehmende Abbildungen zerlegen, daß man demjenigen Punkte 
von Q, der in der wv-Ebene die veränderlichen Koordinaten 
u,+h, v, +k hat, zunächst den Punkt der xy-Ebene zuweist, 
dessen Koordinaten ë, in bezug auf das dort angenommene Ko- 
ordinatensystem durch die Gleichungen 


E= plun V,) + hy, V) + kpl, v,) 


(1385) 
yan x(u, v,) SR hy, v,) tr ktel, v,) 


gegeben werden, und sodann diesem Punkte denjenigen Punkt der 
gleichen Ebene zuordnet, dessen Koordinaten x, y in bezug auf 
das nämliche Koordinatensystem mit &, n durch die Gleichungen 


(1386) z=$+ha+kß 
y=n+hħy + kô 


verbunden sind. 


Von diesen beiden Abbildungen ist nun die erste nichts weiter 
als eine affine Verwandlung. Sind nämlich A und %k durch eine 
lineare Gleichung verbunden, so 
gilt dasselbe auch von § und 7. 
Jeder Geraden der «v-Ebene ent- 
spricht also in der xy-Ebene 
wieder eine Gerade, und je zwei 
parallelen Geraden entsprechen, 
wie leicht einzusehen, parallele 
Gerade. Die quadratische Fläche 

Fig. 70. OQ wird daher durch die “lei- 

chungen (1385) auf die Fläche 

P, eines Parallelogramms abgebildet (vgl. Nr. 186), und zwar des- 

jenigen Parallelogramms, dessen Ecken A, B,, Cı, D, (Fig. 70) 
beziehentlich folgende Koordinaten haben: 
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(A) pu, v,) Ku v) 
nen a PAPA 
(C1) Yu, V) F sp, V,) + SP(t V); 
AU, V) + sXulu,, V) F SHl, v,) 
(Di) pup 0) E SPU, V KU, V,) F SXC V) - 
Der Inhalt dieses Parallelogramms ist doppelt so groß wie 
der des Dreiecks A, B, D; und wird daher durch den Ausdruck 
S Pulty V) S Xun V,) 
SPU V)  SXlu,v,)| 
dargestellt. Er ist somit mindestens gleich ps’. Ferner sind die 


Komponenten jeder einzelnen Seite in bezug auf die Koordinaten- 
achsen beide absolut genommen kleiner als Ms, also die Länge 
= Seite kleiner als V2 Ms, folglich die zugehörige Höhe größer 
ps’ ps 
e ya 3Ms veMm' 


Wird nun zweitens der im allgemeinen von krummen Linien 
begrenzte Bereich Q, aus dem Parallelogramm ®$, durch die Glei- 


chungen (1386) abgeleitet, so wird jeder Punkt von ®, nur um 
eine Strecke verschoben, deren Komponenten beide absolut ge- 
nommen kleiner als 2&s, deren Länge also kleiner als 2V Zes ist. 
Die Bildpunkte A, B, C, D der Ecken A, Bi, Cu D, und die 
Bildpunkte der übrigen Punkte des Randes von ®, liegen daher 
sämtlich in demjenigen Ringgebiet N, welches von der Fläche 


eines Kreises vom Radius 2V 2es überstrichen wird, wenn sein 
Mittelpunkt den Umfang von ®, durchläuft. Nun ist infolge der 


Ungleichung (1384) 


= ay2ps ps 
) D —— > un 
IV Zes < IEM ~ a Van’ 


D. h. der Radius des eben erwähnten Kreises ist kleiner als 
der vierte Teil der kleinsten Höhe des Parallelogramms $,. Folg- 
lich kann das Ringgebiet N, die Fläche P, nicht vollständig über- 
decken. Dasselbe läßt vielmehr im Innern von ®, die Fläche p, 
Parallelogramms frei, dessen kleinste Höhe immer noch größer 


P®_ ist, und da der Inhalt des Ringgebietes R, nach 


2 v2Mm 
18* 


= $° Alu, v,) 


als 4 
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Nr. 492, 3 kleiner ist als die Länge des Umfangs von ®, multi- 
pliziert mit dem Durchmesser des das Ringgebiet überstreichenden 
Kreises, also erst recht kleiner als das Produkt 
4AV2Ms-4V2es=32Mes”, 
so kann der Flächeninhalt von p, durch einen Ausdruck von der 
Form 
[A(u, v,)— 9,32 Me]s’ 

dargestellt werden, wo #, eine zwischen 0 und 1 liegende Zahl 
bedeutet. 

‚Die Fläche p, ist ferner ganz in Q, enthalten. Denn gäbe ` 
es in p, einen nicht zu Q, gehörenden Punkt R, so könnte man 
diesen Punkt mit dem sicher in p, liegenden Punkt S, welcher 


durch die Abbildung (1386) aus dem Mittelpunkt von ®B, her- 
vorgeht, durch eine gerade Strecke verbinden, und es müßte 
dann auf der Strecke SR einen Punkt T von solcher Be- 
schaffenheit geben, daß jeder von 7 verschiedene Punkt der 
Strecke ST im Innern von Q,, der Punkt 7 dagegen auf der 


Grenze von Q, läge. Dabei müßte nun der Punkt T zu Q, gehören 
und könnte nicht etwa ein von dem Bereich Q, ausgeschlossener 
Grenzpunkt desselben sein. Denn wären æ, y, die Koordinaten 
von T, so hätte die Funktion V [æ, — g(u, v)]? + [y, —z(u, v)]® der 
Veränderlichen u, v in dem Quadrat Q’ die untere Grenze 0 und 
müßte, da sie in Q, stetig und Q’ abgeschlossen ist, diese untere 
Grenze auch an einer zu Q; gehörenden Stelle wirklich erreichen. 
Der Punkt 7 wäre also Bildpunkt eines Punktes von Q’. Dies 
ist aber unmöglich, denn 7’ kann als Grenzpunkt von Q, nicht 
Bildpunkt eines inneren Punktes von Q’ sein und kann auch 
nicht Bildpunkt eines Randpunktes von Q sein, da die Bildpunkte 
dieser Randpunkte sämtlich außerhalb p, liegen. 
Die Flächen der Parallelogramme p,, Pa, -++ Pa bilden also zu- 
sammengenommen einen von dem Bereich YX eingeschlossenen gerad- 
\ linig begrenzten Bereich. Der Inhalt dieses Bereiches wird durch 
die Summe 


I [A(u,, v,) — #,32Me]s? 


‚=1ı 


http://rcin.org.pl 


Nr, 499. Umformung durch Einführung von neuen Veränderlichen, 277 
dargestellt und kann, wie man mit einem Blick erkennt, dadurch 


dem Flächenintegral 
(8) 
J= fau v)do’ 


beliebig nahe gebracht werden, daß man die Konstanten e und s 
hinreichend klein annimmt. 

Zweitens füge man zu den bisher beibehaltenen Quadraten 
der wv-Ebene auch noch alle diejenigen hinzu, die mit dem Bereich Y’ 
wenigstens einen inneren oder Randpunkt gemein haben, wodurch 
die Anzahl der in Betracht zu ziehenden Quadrate auf den Wert 
m>n. steigen möge, denke sich zwischen diesen Quadraten wieder 
eine Rangordnung hergestellt und verstehe dann für v=1, 2,- m 
unter u, v, P, NR, jedesmal diejenigen Zahlen und Flächen, welche 
für das »-te Quadrat die gleiche Bedeutung haben wie zuvor. 
Hierauf fasse man alle diejenigen Teile der xy-Ebene zusammen, 
welche von den Flächen ®,, Pa- -Pm und Ri, No,- Ry Über- 
deckt werden, ohne dabei zwischen einfach und mehrfach über- 
deckten Punkten einen Unterschied zu machen. Dann erhält man 
einen den Bereich ® ganz im Innern enthaltenden endlichen Be- 
reich, dessen Grenzen aus einer endlichen Anzahl von geraden 
Strecken und Kreisbogen bestehen und dessen Inhalt kleiner ist 
als die Summe 


I [AW,, v) + 32Me]s*. 
v=1 

Nun kann man aber, wie man ebenfalls mit einem Blick er- 
kennt, auch diese obere Grenze für den Inhalt des erwähnten um- 
schließenden Bereiches dadurch dem Wert J beliebig nahe bringen, 
daß man die Konstanten s und s hinlänglich klein annimmt. Folglich 
kommt auch dem Bereich $ ein Inhalt zu, und dieser Inhalt wird 
durch das Integral J dargestellt, wie behauptet wurde. 

Nachdem dies festgestellt, kann man sich von der bisher fest- 
gehaltenen Einschränkung, daß die Determinante A(w, v) auch auf 
der Grenze von ® überall positiv sein soll, nachträglich leicht 
befreien. Wenn nämlich diese Bedingung nicht mehr erfüllt ist, 
so kann man nach willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen 
positiven Konstanten % den Bereich ® auf mannigfach verschiedene 
Weise derart in zwei meßbare Teile T,, T, zerlegen, daß die De- 
terminante A(u, v) im Innern und auf der Grenze von T, überall 
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positiv und daß zugleich der Flächeninhalt von T, kleiner als 
7 ist, und sodann folgendermaßen weiter schließen: 

1. — Demjenigen Bereich der xy-Ebene, welcher dem Teil T, 
entspricht, kommt nach dem vorangehenden ein Inhalt zu, nämlich 


(I) 
der Inhalt ` j: A(u,v)do, und dieser kann dadurch, daß man die 


Konstante y hinreichend klein annimmt, dem Wert J beliebig nahe 
gebracht werden. 

2. — Der dem Teil T, entsprechende Bereich der æy- Ebene 
kann in einen meßbaren Bereich eingeschlossen werden, dessen 
Inhalt durch passende Wahl der Konstanten y beliebig klein ge- 
macht werden kann. 

Denn bedeckt man die wv-Ebene mit einem Netz gleich großer 
Quadrate, deren Seiten den Koordinatenachsen parallel laufen, so 
kann man dadurch, daß man die gemeinsame Seitenlänge s dieser 
Quadrate hinreichend klein annimmt, stets erreichen, daß die Fläche 
eines jeden Quadrates, dessen Fläche oder Umfang mit T, einen 
Punkt gemein hat, ganz innerhalb des oben erklärten Bereiches %8; 
liegt und daß zugleich die Summe der Inhalte aller dieser Qua- 
drate kleiner als 277 ausfällt. Nun sind aber die Komponenten 
der Strecke, welche den Mittelpunkt A eines Quadrates der eben 
gekennzeichneten Art mit irgendeinem anderen im Innern oder 
auf dem Umfang des Quadrates liegenden Punkte B verbindet, 
absolut genommen niemals größer als L s. Also sind die Komponen- 
ten der Strecke, welche die den Punkten A, B entsprechenden Punkte 
der xy-Ebene verbindet, wie man wieder mit Hilfe der Aus- 
dehnung des Mittelwertsatzes auf Funktionen von zwei Veränder- 
lichen (Nr. 329) leicht erkennt, absolut genommen kleiner als 
2M ş=M s, folglich die Länge dieser Strecke kleiner als V2 Ms. 
Derjenige Bereich der xy-Ebene, welcher irgendeinem der er- 
wähnten Quadrate entspricht, läßt sich also immer in einen Kreis 
vom Radius V2Ms, also dem Inhalt 2x M°s? einschließen, d. h. 
einen Kreis, dessen Inhalt sich aus dem Inhalt des Quadrates 
durch Multiplikation mit dem festen Faktor 2x M° ergibt. Folg- 
lich läßt sich derjenige Bereich der sy-Ebene, welcher der obigen 
den Teil T, überdeckenden Quadratsumme entspricht, in einen 
meßbaren Bereich einschließen, dessen Inhalt kleiner als 2x M*-2n 
—4xM”n ist, und dasselbe gilt erst recht für den dem Teil T, 
entsprechenden Bereich der z%y-Ebene. 
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Hiermit ist die oben unter 2 ausgesprochene Behauptung be- 
wiesen. Aus ihr und dem zuvor unter 1 Bemerkten folgt aber 
sofort, daß die Gleichung (1382) auch dann noch richtig bleibt, 
wenn man die Voraussetzung, daß die Determinante A (u,v) auch 
auf der Grenze von WX überall positiv sei, fallen läßt. 

Infolge der Stetigkeit der Determinante A (u, v) ist der Inhalt 
eines jeden zusammenhängenden meßbaren Teiles des Bereiches B 
nach Nr. 495 gleich dem Produkt aus dem Inhalt des entsprechen- 
den Teiles von Y und dem Wert, den die Funktionaldeterminante 
A(u, v) in einem passend gewählten Punkte dieses Teiles annimmt. 
Dies gilt insbesondere von den Inhalten do, do’ zweier einander 
entsprechenden Flächenelemente. Es gibt also auf dem zweiten 
Element stets wenigstens eine Stelle (u, v), für welche die Gleichung 


(1387) do— Alu,v)do' 
genau richtig ist. Hiermit ist aber, wie man leicht erkennt, auch 
der Beweis der allgemeinen, durch die Gleichung (1383) aus- 
gedrückten Umformungsregel erbracht. 

Zusatz: Wenn die Determinante Alu, v) im Innern von W 


dauernd negativ ist, so stimmen die Integrale 
(8) (8) 
faus v)do' und [rw (u,v), (u, v)] Alu, v)do’ 


beziehentlich mit den entgegengesetzten Werten des Flächeninhalts 
(8) 
von X und des Integrales f f(x, y)do überein. 


500. Einführung von Polarkoordinaten. — Ein besonders 
häufig vorkommender Fall der Umformung eines Flächenintegrals 
ist der, daß man statt der ursprünglich benutzten rechtwinkeligen 
Koordinaten x, y Polarkoordinaten ọ, œ einzuführen hat, die mit 
den rechtwinkeligen durch die Gleichungen 


x= 0008Y; y= ọsin o 


verbanden sind. In diesem Falle gilt innerhalb eines jeden Konti- 
nuums im Gebiet der Veränderlichen ọ, ø die Gleichung 


dr dy| 

To r e COSp sın p I 
dr dyl A a e 
Ty do | |ESMY Q COSO | 


Ist nun in der zy-Ebene ein Bereich ® derart als Bild eines 
Bereiches ® im Gebiet der Veränderlichen 0, p gegeben, daß je 
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zwei verschiedenen inneren Punkten von ®’ auch verschiedene 
Punkte von 3 entsprechen, und ist der Bereich Y’, falls man auch 
e und als rechtwinkelige Koordinaten deutet, endlich und meß- 
bar, so kommt auch dem Bereich ® ein Inhalt zu, da ja die Ver- 
änderliche ọ, also auch die eben erwähnte Funktionaldeterminante, 
im Innern von 3’ beständig positiv bleibt. Zugleich gilt, wenn 
fiz,y) irgendeine über Y integrierbare Funktion bedeutet, immer 
die Gleichung 


(8) (8) ) 
(1388) [re y)do= [rtecoss, esingy)odo., 


Dieses Endergebnis läßt sich auch ohne Berufung auf die all- 
gemeine Umformungsregel der Nr. 499 durch einfache geometrische 
Y Überlegungen gewinnen. Denkt man 
sich nämlich den Bereich Y und seine 
nächste Umgebung durch Halbstrah- 
len, die vom Nullpunkt ausgehen, und 
durch Kreise, die diesen Punkt zum 
Mittelpunkt haben, in Elemente zer- 
schnitten, so hat dasjenige Element, 
welches (Fig. 71) zwischen den be- 
nachbarten Kreisen mit den Radien o 
und (ọ + dọ) und zwischen den zu den 
Fig. 71. benachbarten Abweichungen œ und 
A (p + dg) gehörenden Halbstrahlen ent- 
halten ist, bei positiven Werten der Vermehrungen dọ, dp den 
Flächeninhalt 


do— (+ do) do — I.’ dg— le +5 de) dodo. 


Nun ist aber das Produkt dodo gleich dem Flächeninhalt do’ 
desjenigen Elementes, welches dem eben gekennzeichneten Element 
der zy-Ebene in der ọg-Ebene entspricht. Ferner verschwindet 


der Einfluß des in der Klammer (e+-;de) an zweiter Stelle 
stehenden Summanden bei unbegrenzter Verfeinerung der Teilung. 


Man darf daher mit einer durchaus zulässigen Vernachlässigung 
do=2gdo' setzen und gelangt dann sofort zu der Gleichung (1388). 


501. Beispiele. — 1.— Im Innern einer Kugel (Fig. 72) von 
dem gegebenen Radius r ist ein Kreis £ gegeben, der einen Radius 
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der Kugel als Durchmesser hat, und durch diesen Kreis ist der 
auf der Ebene desselben senkrecht stehende Zylinder gelegt. Man 
soll das Volumen V desjenigen Körpers berechnen, der durch diesen 
Zylinder aus der Kugel ausgebohrt wird. 

Lösung: Nimmt man ein System rechtwinkeliger räumlicher 
Koordinaten x, y, z so an, daß der Anfang mit dem Mittelpunkt 


Fig. 72. 


der Kugel und die xy-Ebene mit der Ebene des Kreises f zu- 
sammenfällt und daß die positive Hälfte der x-Achse durch den- 
jenigen Punkt A geht, wo der Kreis f die Oberfläche der Kugel 
berührt, so wird der betrachtete Körper durch die «y-Ebene in 
zwei gleich große Teile zerlegt. Ferner wird die oberhalb der 
xy-Ebene liegende Hälfte der Kugelfläche durch die Gleichung 


Yes Vr a y? 
dargestellt. Das gesuchte Volumen V wird daher durch die 
Gleichung F 
v=} A e Ao 
gegeben, in der das rechts stehende Integral über die Fläche des 
Kreises f zu erstrecken ist. 
Zerschneidet man den Integrationsbereich durch Parallellinien 


zur x- und zur y-Achse in Elemente, so erhält man, da der Kreis f 
durch die Gleichung 
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oder 


ER Aare Rn aa 


dargestellt wird, die a 


8 nn u. 
V= af ia i (2 — y’dyde. 
var— 2 

Hier läßt sich nun die innere Integration mit Hilfe der Glei- 
chung (1268) erledigen, und nachdem dies geschehen, kann auch 
die äußere Integration durchgeführt werden, aber nur mit einem 
ziemlich erheblichen Aufwand von 
Rechnung. Einfacher kommt man 
zum Ziel, wenn man statt der 
rechtwinkeligen Koordinaten mit- 
tels der Gleichungen 


£= COSH; y=osinp 


r Polarkoordinaten ọ, œ einführt. 
Dann wird nämlich 


Vr ee y? eA Vr rg 0? ; 
Zugleich ist das Flächenele- 
ment do nach Nr. 500 durch das 
Fig. 73. Produkt ọdọdø und die Fläche 
des Kreises £ durch den ent- 
sprechenden Integrationsbereich im Gebiet der Veränderlichen ọ, o 
zu ersetzen. Diesen letzteren erhält man, wie die Fig. 73 zeigt, 


wenn man den Winkel œ das Intervall (-5 +) durchlaufen 


und bei gegebenem Werte von œ den Leitstrahl ọ jedesmal von 
0 bis rcosp zunehmen läßt. Somit ergibt sich 


Z= rcoso -— - 
(1389) v= Vr’— ododo. 
EM 
3 


Hier sind aber die einzelnen Integrationen leicht durch- 
zuführen, wenn auch an einer Stelle die Gefahr eines Vorzeichen- 
fehlers nahe liegt. Zunächst ist nämlich 
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1 
JVP ede- gid | saiyan 


3 


u= r? ami d 
also 


a T ak seli 
[ ) r — g’gde=— r V1—cosp? +5” 
0 


= (1V1 — cosg? ). 


Aber man würde einen Fehler begehen, wenn man jetzt einfach 


Yı — cosg’ =sing setzen wollte. Denn die beiden Seiten dieser 
Gleichung stimmen nur für die positiven Werte von @ überein, 
sind dagegen für die negativen Werte von o einander entgegen- 
gesetzt gleich. Man muß daher positive und negative Werte 
von g sorgfältig unterscheiden und hat nur für die ersteren 
V1— cosg’ =sinp, 

für die letzteren dagegen 


V1—cosg? = — sing 


zu setzen. Indem man dies berücksichtigt, erhält man aus (1389) 
die Gleichung 
er 7 RN 2 s/[" se 
V=zr (1—sinp )dy+zr . (1+sing do. 
F 5 | 


7 


2 


Hier ist aber der zweite Teil der rechten Seite ebenso groß 
wie der erste. Denn er geht in den ersten über, wenn man an 
Stelle von p mittels der Gleichung ø ==— z% eine neue Veränder- 
liche y einführt und, nachdem dies geschehen, statt y wieder ọ 
schreibt. Auch geometrisch folgt die Übereinstimmung leicht 
daraus, daß der erste Teil das Volumen der auf der positiven 
und der zweite das Volumen der auf der negativen Seite der 
zxw-Ebene liegenden Hälfte des betrachteten Körpers darstellt. 
Demgemäß ist 


v4 fa —sing’)dg, 
0 


und hieraus erhält man mit Hilfe der Gleichung (1211) oder der 
Gleichung (12112) sofort 
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Denkt man sich den eben betrachteten Körper durch die 
2x-Ebene halbiert und dann die beiden Hälften, so wie es die 
Fig. 74 andeutet, aus einer Halb- 
kugel vom Radius r herausgebohrt, 
so bleibt ein krummflächig begrenz- 
ter Körper übrig, dessen Volumen 


durch die Differenz 
8 


2 3 &) 3 Bie 83. 
gır (Zar Er er 


gegeben wird, also zu dem Volu- 
Fig. 74. men des Würfels von der Kanten- 
länge r in dem rationalen Verhält- 


nis z steht. Damit hat sich zu den bekannten Möndchen des Hip- 


pokrates ein räumliches Analogon ergeben. (Vgl. auch Nr. 511, 
Beispiel 2.) 

2. — Ein größeres Schwungrad wird in der Regel nicht in 
einem Stück gegossen, sondern in der Weise hergestellt, daß man 
die Hälften, die zu beiden Seiten einer durch die Achse des Rades 
gehenden Ebene liegen, einzeln anfertigt und nachträglich mit- 
einander verbindet. Will man dann wissen, wie stark man diese 
Verbindung machen muß, so ist es wichtig, die Antwort auf die 
folgende Frage zu kennen: 

Der Radkranz eines mit der gegebenen konstanten Winkel- 
geschwindigkeit œ umlaufenden Schwungrades besteht aus einem 
homogenen Material von der gegebenen Dichte u und wird von 
zwei Kreiszylindern, deren Achsen mit der Umdrehungsachse 
des Rades zusammenfallen, und zwei zu dieser Achse senkrechten 
Ebenen begrenzt. Der innere Zylinder hat den gegebenen Radius >,, 
der äußere den gegebenen Radius »,, und die beiden Ebenen haben 
den gegebenen Abstand a. Wie groß ist dann, wenn man sich 
durch die Umdrehungsachse eine mit dem Rade fest verbundene 
Ebene € gelegt und den Radkranz durch diese Ebene halbiert 
denkt, die Resultante aller Fliehkräfte, denen die einzelnen Massen- 
elemente der einen Hälfte des Radkranzes unterworfen sind? 


Lösung: Man denke sich ein System rechtwinkeliger Koordi- 
naten x, y, z so angenommen, daß die z-Achse mit der Umdrehungs- 
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achse des Rades zusammenfällt, daß ferner die «y-Ebene in der 
Mitte zwischen den beiden parallelen Begrenzungsebenen des Rad- 
kranzes liegt und daß endlich diejenige 
Hälfte der zx-Ebene, welche auf der glei- 
chen Seite der z-Achse liegt wie die posi- 
tive Hälfte der x-Achse, den in Betracht 
gezogenen Teil des Radkranzes in zwei 
kongruente Stücke zerlegt. Dann liegt die 
gesuchte Resultante in der x-Achse, ist mit 
dieser gleichgerichtet und wird, wenn q die 
Fläche des Querschnitts (Fig. 75) bedeu- 
tet, in welchem die zy-Ebene die betrach- 
tete Radkranzhälfte schneidet, der Größe 
nach durch den Ausdruck 


Fig. 75. 


BE: AU) lo 
= ua xad6 


dargestellt. Unter der Resultante aller auf die einzelnen Teile 
der betrachteten Radkranzhälfte wirkenden Fliehkräfte hat man 
nämlich folgendes zu verstehen: Man denke sich den Querschnitt q 
in eine beliebige Anzahl n von meßbaren Teilen und dementsprechend 
die betrachtete Radkranzhälfte in diejenigen n zylindrischen Säulen 
zerschnitten, die sich ergeben, wenn man durch die Ränder der 
einzelnen Teile von q parallel zur z-Achse Zylinder legt. Hierauf 
denke man sich die Masse jeder einzelnen Säule in einem be- 
liebigen Punkte ihres in der zy-Ebene liegenden Querschnitts 
vereinigt und stelle sich vor, daß statt der betrachteten Hälfte 
des Radkranzes das so erzeugte System materieller Punkte um 
die Achse rotiere. Sind dann nach Herstellung irgendeiner Rang- 
ordnung zwischen den einzelnen Teilen von q für 2=1, 2,- n 
jedesmal o, der Flächeninhalt des A-ten Teiles und s, y, die 
Koordinaten des auf demselben angenommenen Punktes, so wird 
die diesem Punkte zukommende Masse durch das Produkt uao, 
also die Größe der auf ihn wirkenden Fliehkraft durch den Aus- 
druck 


ao, V a} + yEo® 


dargestellt, und da diese Kraft nach außen wirkt, hat sie in bezug 
auf die Koordinatenachsen die Komponenten 


2 2 
UAD 2,0; uao Yı9ı; 0. 
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Alle diese Fliehkräfte lassen sich ferner, da sie durch ein 
und denselben Punkt gehen, zu einer Resultante zusammensetzen. 
Diese liegt in der zy-Ebene und hat in den Richtungen der z- und 
der y-Achse die Komponenten 


uao’ N c0, und uao? X Yo. 
i=1 | 
Die letzteren können aber dadurch, daß man die Teilung des 
Querschnitts q fein genug macht, den Grenzwerten 


a0) a0) 
uao fzis=R und uao [vao—0 


beliebig nahe gebracht werden, und es ist nun eben die zu diesen 
Grenzwerten gehörende Kraft, die man, falls man sich die be- 
trachtete Radkranzhälfte lückenlos mit Masse von der kon- 
stanten Dichte « erfüllt denkt, als die Resultante aller auf die 
Teile dieser Hälfte wirkenden Fliehkräfte bezeichnet. 


: (a) 
Die zahlenmäßige Ausrechnung des Flächenintegrals [ xdo 


würde ziemlich umständlich werden, wenn man zur Zerschneidung 
des Integrationsbereiches Parallellinien zu den Koordinatenachsen 
benutzen wollte. Sie wird dagegen sehr einfach, wenn man mittels 
der Gleichungen 

£= 9 0SH ; y = osin p 


Polarkoordinaten ọ, p einführt. Dann erhält man nämlich sofort 


R=uaw | 


und nach Ausführung der Integrationen 


7E 


Ka .y 
2 2 
y o cosododo 
7 r 


E 


2 2 
R— , uao H—r). 


502. Raumintegrale. — Ist im Raum ein endlicher meßbarer 
Bereich $} gegeben und hat man nach Annahme eines Systems 
rechtwinkeliger Koordinaten x,y, z für den Bereich & eine zwischen 
endlichen Grenzen enthalten bleibende Funktion /(z,y,2) erklärt, 
so kann man nach Zerlegung des Bereiches & in eine beliebige 
Anzahl von Teilbereichen, denen ebenfalls Volumina zukommen, 
aus den Produkten dieser Volumina mit den zugehörigen unteren 
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beziehungsweise oberen Grenzen der Funktion f(%.y,2) zwei 
Summen bilden und in bezug auf diese ganz ähnliche Überlegungen 
anstellen wie diejenigen, welche in Nr, 420 zum Zweck der Er- 
klärung des Begriffs eines einfachen Integrals und in Nr. 491 zum 
Zweck der Erklärung des Begriffs eines Flächenintegrals angestellt 
wurden. Man gelangt dadurch zu dem Begriff eines Raumintegrals, 
für den sich im Anschluß an die eben erwähnten Nummern leicht 
eine genaue Erklärung aufstellen läßt, und kann dann auch ohne 
viel Mühe nachweisen, daß die in den Nummern 491—496 ent- 
wiekelten Sätze auf Raumintegrale übertragbar sind. Zur Ver- 
meidung von Wiederholungen möge indessen davon abgesehen 
werden, diese nirgends Schwierigkeiten bietenden Betrachtungen 
hier im Einzelnen durchzuführen. 

Auch die in Nr. 499 bewiesene Regel für die Umformung 
eines Flächenintegrals durch Einführung von neuen Integrations- 
veränderlichen kann auf Raumintegrale ausgedehnt werden, und 
zwar führt diese Erweiterung zu dem folgenden 

Lehrsatz: Nach Annahme eines ersten Systems rechtwinke- 
liger räumlicher Koordinaten u, v, w sei ein endlicher räumlicher 
Bereich K, dem ein Volumen zukommt, irgendwie abgegrenzt, und 
es seien dann für einen größeren, den Bereich K und seine Grenz- 
punkte ganz im Innern enthaltenden Bereich $, drei Funktionen 
plu,r,w), y(u, v, w), y(u, v, w) gegeben, deren partielle Ableitungen 
erster Ordnung im Innern von $, überall vorhanden, stetig und 
so beschaffen sind, daß die aus ihnen gebildete Funktionaldeter- 
minante 

Pulu, V, w) Xu (u, v, w) Du (u, V, w) 
Alu, v, w) =| plu, v, w) Wwv,w Poft, V, w) | 
| Pu (t, v, w) Xw (u, v, w) Pu (U, v, w) 


positw ist. Ferner sei nach Annahme eines zweiten Systems recht- 
winkeliger Koordinaten x, y, z, welches auch mit dem bisherigen 
übereinstimmen darf, 


x= phu, v, w); y =x(u, v, w); z=Ņ (u, v, w) 


gesetzt und dadurch eine Abbildung des Bereiches & auf einen 
Bereich X im Gebiet der Veränderlichen æ, y, 2 vermittelt. Schließ- 
lich werde vorausgesetzt, daß je zwei verschiedenen inneren Punkten 
von $ aueh verschiedene Punkte von & entsprechen. Dann kommt 
auch dem Bereich & ein Volumen V zu, und zwar ist 
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, 


(8) 
(1390) F= fatu v, w)dß', 


wo dS’ das Volumenelement des Bereiches $ bedeutet und das 
rechts stehende Integral über den Bereich zu erstrecken ist. 
Und wenn für den Bereich R eine über denselben integrierbare 
Funktion f(x, y, 2) gegeben ist, so gilt für das über X erstreckte 


(8) 
Integral f f(x,y, 2)dS dieser Funktion die Gleichung 


| F (x,y, z)d S 


(8) 


(1391) 
=- frios v, wW), y(u, V, wW), Y(U, v, w)] Alu, v, w)ds‘, 


Der Beweis läßt sich dem in Nr. 499 durchgeführten Beweise 
Schritt für Schritt nachbilden, aber von seiner wirklichen Durch- 
führung möge hier der Kürze wegen ebenfalls abgesehen werden. 
Dies ist um so eher zulässig, als man in den praktisch am häufig- 
sten vorkommenden besonderen Fällen die Richtigkeit des aus- 
gesprochenen Satzes mit ganz elementaren Mitteln beweisen kann. 
Insbesondere gilt dies, wenn man sich ein und denselben endlichen 
meßbaren räumlichen Bereich & einmal auf ein System recht- 
winkeliger Koordinaten &, y, z und ein zweites Mal auf ein 
System mit den ersteren durch die Gleichungen 

x= rtos ptos’; y = rcospsin}; z=rsinp 
verbundener räumlicher Polarkoordinaten r, 2, p bezogen denkt 
und dabei der Bereich & derart als Bild eines endlichen und gleich- 
falls meßbaren Bereiches KX im Gebiet der Veränderlichen r, A, Ø 
erscheint, daß jeder innere Punkt von & nur einem einzigen Punkte 
von $ entspricht. Dann ist nämlich 


| òs òy 2 s: 4 A 
a AENA | COSPCOSA cospsini sing | 

ET AS E h EEE un ; h 

Kr 32 mr cossin? rCOSPCOSA 0 | 
òs dy òz ; F ; 
E —| |— rsin cosà —rsingsin? rcos 

| p dp dp, Ar ie P| 


— r° sing coso + r° cosp =r? coso, 


so daß sich, wenn /(z,y, 2) eine über & integrierbare Funktion 
bedeutet, aus (1391) die Gleichung 
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R 
; fræ, m aas 


(E) 
| — [f(rcospeos}, rcosysin}, rsing)r’cospds‘ 


u 


(1392) 


ergibt. Nun kann man aber das Volumen dS eines Raumelementes 
(Fig. 76), welches zwischen zwei um den Koordinatenanfang mit 
den Radien r und (r--dr) be- 
schriebenen Kugeln, zwischen zwei 
zu den geographischen Längen A 
und (2 + då) gehörenden Meridian- 
ebenen und zwischen zwei Rota- 
tionskegeln enthalten ist, welche 
die z-Achse als Achse haben und 
zu den geographischen Breiten 
und (p + do) gehören, auf elemen- 
tarem Wege berechnen. Man fin- Fig. 76. 

det dann für dasselbe bei posi- 

tiven Werten der Differentiale dr, d2, dp den Ausdruck 


ç „Bra: er r ) 
dg =i aie + an? 2er igot dg)— sing) da 
č tnr án 


= = [(r + dr)’ — r’) [sin(p + dg) —sing]d 2 


und kann nun leicht nachweisen, daß man, ohne einen Fehler be- 
fürchten zu müssen, auch 


(1393) AS=1  cospdrdido 


setzen darf, da beide Seiten dieser Gleichung sich nur um Glieder 
unterscheiden, deren Einfluß verschwindet, wenn man die Zer- 
legung des Körpers Ñ in Elemente der erwähnten Art unbegrenzt 
verfeinert. So kommt man also in dem vorliegenden besonderen 
Falle verhältnismäßig leicht zu einer direkten Bestätigung der 
Gleichung (1392). 

503. Differentiation nach einem Parameter. Lehrsatz: 
Es sei f(x, y,2;p) eine Funktion der Koordinaten x, y, z eines 
auf einen abgeschlossenen meßbaren Bereich & eingeschränkten 
Punktes und eines Parameters p, der höchstens der Einschränkung 
unterliegt, einem gegebenen begrenzten Intervall X anzugehören. 


Wenn dann die Funktion f(x,y,2;p) für alle zulässigen Wert- 
v. Mangoldt, Einführung, II. 19 
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systeme ihrer Argumente stetig ist, so stellt das über den Be- 
reich & erstreckte Raumintegral 


(8) 
[re y,2; p)dS 
eine in dem Intervall 3 stetige Funktion des Parameters p dar. 
Und wenn die partielle Ableitung epz fye, y,2; p) für 


jedes zulässige Wertsystem der Araona £, Y, z; p vorhanden 
und stetig ist, so ist die durch das eben erwähnte Integral dar- 
gestellte Funktion des Parameters p in dem Intervall 3 auch 
differenzierbar und läßt sich dadurch differenzieren, daß man 
unter dem Integralzeichen partiell nach p differenziert. Es gilt 
also dann die Se? 


(1394) arte y,2; p)AS— "fra Y, Z5 P) as. 


Der Me beider Behauptungen läßt sich in engstem An- 
schluß an die Betrachtungen der Nr. 484 erbringen. Ist nämlich 
p irgendeine feste und (p -+ h) eine veränderliche, dem Intervall I 
angehörende Zahl, so kann man den absoluten Wert der Differenz 


(&) (8) 
[re y,2;p + h)dS— [re 4,2; p)dS 


(8) 
== rev: p + h — fie, y z; pas 


dadurch beliebig klein machen, daß man den absoluten Wert des 
Zuwachses k hinreichend klein annimmt. Denn die Funktion 
f(&,y.2;p + h) ist bei Einschränkung der Stelle (x, y,2) auf den 
Bereich $t und des;Parameters (p-+ A4) auf irgendein abgeschlossenes, 
den Wert p enthaltendes Teilintervall von 3 jedesmal gleich- 
mäßig stetig. 

Ähnlich kann man, falls auch die übrigen oben angegebenen 
Voraussetzungen erfüllt sind, die Richtigkeit der Gleichung (1394) 
beweisen. Man hat dazu nur nötig, von der mit Hilfe des Taylor- 
schen Satzes leicht zu bestätigenden Gleichung 


(®) (8) 
L | fre, y,z; p +h)dS— fre n2Dd8 


(8) (8) 
= frena pas J [fp (8,4,2; p + 9h) -T,@uDld8, 
wo 0< 8<1 ist, Gebrauch zu machen. 
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Zwanzigster Abschnitt. 


Anwendungen mehrfacher Integrale. 
Volumenberechnung. 


504. Volumenberechnung durch Zerlegung in Säulen. — 
Bei jedem endlichen räumlichen Bereich von der in Nr. 490 ge- 
kennzeichneten Art und bei jedem endlichen räumlichen Bereich, 
der aus endlich vielen Bereichen dieser Art durch Addition und Sub- 
traktion zusammengesetzt werden kann, gibt eben diese Beschaften- 
heit ein Mittel an die Hand, um die Frage, ob dem Bereich ein Vo- 
lumen zukommt, zu entscheiden und im Bejahungsfall das Volumen 
durch ein Flächenintegral beziehungsweise eine algebraische Summe 
von Flächenintegralen darzustellen und dann zu berechnen. Die 
hiermit angedeutete Art der Volumenberechnung möge zum Unter- 
schied von anderen noch zu besprechenden Verfahrungsweisen als 
die Volumenberechnung durch Zerlegung in Säulen be- 
zeichnet werden. Wie die in den Nummern 497 und 501 bereits 
angeführten Beispiele zeigen, führt sie in vielen Fällen sehr leicht 
zum Ziel. 

505. Volumenberechnung durch Zerlegung in Pyramiden. 
-— In einer Ebene mit einem System rechtwinkeliger Koordinaten 
u,v sei ein endlicher meßbarer Be- 
reich $ (Fig. 77) gegeben, und für 
einen größeren, den Bereich Y und 
seine Grenzpunkte ganz im Innern 
enthaltenden Bereich Y, seien drei 
Funktionen (u,v), y(u, v), w(u,v) von 
solcher Beschaffenheit erklärt, daß die 
partiellen Ableitungen erster Ordnung 
Pult, v), P(t, v), Xu (t, v), X(t, v), 
Dulu, V), Wolt, v) dieser Funktionen Fig. 77. 
im Innern von 9, überall vor- 
handen und stetig sind und daß die Determinante 


| p (u, v) p (u, v) Y (u, v) | 
(1395) D(u,v)=| pulu, 0) Xul, v) Palu, v) | 
| Po (u, v) Xv (u, v) Py (u, v) | 


im Innern von Y durchweg positiv ist. Dann kann man sich nach 
19* 


y 
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Annahme eines Systems rechtwinkeliger räumlicher Koordinaten 
s, y,z und nach Einschränkung der Stelle u, v auf den Bereich $ 
ein diesem Bereich entsprechendes Flächenstück 5 (Fig. 78) durch 
die drei Gleichungen 

x= g (u,v); y=ı(uv); z= (u,v) 
gegeben denken, und wenn man nun noch weiter voraussetzt, daß 
jeder vom Anfang O ausgehende Halbstrahl das Flächenstück 3 
höchstens in einem von O ver- 
schiedenen Punkte trifft, so kann 
man einen endlichen räumlichen 
Bereich & durch die Festsetzung 
abgrenzen, daß er alle diejenigen, 
aber auch nur diejenigen Punkte 
enthalten soll, die auf den vom 
Koordinatenanfang O nach den ein- 
zelnen Punkten des Flächenstücks 

Fig. 78. 5 führenden Strecken liegen. 

3 Auch für Körper dieser Art 
läßt die Aufgabe der Volumenberechnung eine einfache Lösung 
zu. Setzt man nämlich zur Vermeidung unnötiger Weitläufigkeiten 
voraus, daß je zwei verschiedenen inneren Punkten von ® auch 
verschiedene Punkte von % entsprechen, so gilt der folgende 

Lehrsatz: Bei den gemachten Annahmen kommt dem Kör- 
per & ein Volumen V zu, und dieses wird durch die Gleichung 


A AAS) 
(1396) v=} [Dos v)do 


gegeben, wo do das Flächenelement des in der Ebene der Veränder- 
lichen u, v gegebenen Bereiches B bedeutet. 

Beweis: Man denke sich aus dem System der ebenen Koordi- 
naten u, v durch Hinzunahme einer dritten Koordinatenachse, die 
auf den beiden ursprünglich vorhandenen Achsen senkrecht steht, 
ein System rechtwinkeliger räumlicher Koordinaten u, v, w ab- 
geleitet und sodann einen Bereich KR’ im Gebiet der Veränder- 
lichen u, v, w durch die Bestimmung abgegrenzt, daß eine ge- 
gebene Stelle (u, v, w) ihm dann und nur dann angehören soll, 
wenn u, v die Koordinaten eines zu B gehörenden Punktes sind 
und außerdem 

0<w<i 
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ist. Dann läßt sich der Bereich &, wofern man 
z=ugp(u,v); y=wy(u,v); z—=wvp(u,v) 


setzt, als ein Bild des Bereiches &’ ansehen, bei welchem je zwei 
verschiedenen inneren Punkten von $ auch verschiedene Punkte 
von $t entsprechen. Nun kommt dem Bereich &', da er die Gestalt 
eines geraden Zylinders und eine zu ® kongruente, also endliche 
und meßbare Grundfläche hat, ein Volumen zu. Ferner ist die 
Funktionaldeterminante 


. dr ò dz 
Er ey du | w Pu (t, v) W Xu (u, v) w Wau (u, v) 
laa aa oala i 
EEE ul) weud wyt) 
ðr dy Az f | 
Ba Be p (u,v) x(u, v) y(u, v) | 


= w° D(u v) 


im Innern von $ positiv. Also hat nach Nr. 502 auch der Be- 
reich Stein Volumen, und dieses wird durch das über $ zu er- 
streckende Raumintegral 


w 
= w? D (u, v)d S" 


dargestellt. Nun kann man aber den Bereich 8 dadurch in Ele- 
mente zerlegen, daß man ihn zunächst durch Zylinderflächen, deren 
Erzeugende zur w-Achse parallel sind, in zylindrische Säulen zer- 
schneidet, die über den einzelnen Flächenelementen der mit dem 
Bereich 8 kongruenten Grundfläche stehen, und dann diese Säulen 
durch Parallelebenen zur wv-Ebene in Elemente zerteilt. So er- 
hält man, wie leicht einzusehen, für das Volumen des Bereiches & 
den Ausdruck 


Br! ; 1 ® 
(1397) Fl w Du, v)dwdo =- [Devda 
0 


Eine Volumenberechnung, welche auf der Anwendung des hier- 
mit bewiesenen Satzes beruht, kann passend als eine Volumen- 
bereehnung durch Zerlegung in Pyramiden oder auch durch 
Zerlegung in Kegel bezeichnet werden. 

Zusatz 1. — Wenn die Determinante D (u,v) im Innern von 
B überall negativ ist, so liefert die rechte Seite der Gleichung 
(1397) das Volumen des Körpers X mit dem negativen Vorzeichen. 
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Zusatz 2. — Die ausgesprochenen Behauptungen lassen sich 
unter Umständen auch dann noch aufrecht erhalten, wenn die 
Determinante D (u,v) im Innern des Bereiches B gleich Null werden 
oder gar in Y ihr Vorzeichen wechseln kann. Doch möge die 
Entscheidung der Frage, ob und wie eine solche Erweiterung in 
gegebenen Einzelfällen möglich ist, der Betrachtung dieser Einzel- 
fälle überlassen bleiben. 

Übungsaufgabe. — In einem System räumlicher Polar- 
koordinaten r, 2, p sei ein einfaches Flächenstück 3 durch eine 
Gleichung von der Form 

N fì, p) 
als Abbild eines zweifach ausgedehnten, zusammenhängenden, ab- 
geschlossenen und meßbaren Teiles Y des durch die Ungleichungen 


0<sı<2r; —3<y9<Z 


abgegrenzten Bereiches gegeben, und dabei sei f(2, ø) eine Funk- 
tion, die in ® nirgends negativ wird und deren partielle Ab- 
leitungen in einem größeren, alle Punkte von ® im Innern ent- 
haltenden Bereiche vorhanden und stetig sind. Man soll zeigen, 
daß dann das Volumen V des von dem Flächenstück % und dem 
vom Koordinatenanfang durch seinen Rand gelegten Kegel be- 
grenzten Körpers durch die Gleichung 


4 mei Br, Ba AA z 
(1398) =z |? cosgdo =; f(A,p)\"cospdo 


gegeben wird. 

506. Volumenbereehnung durch Zerlegung in Schichten. 
— In manchen Fällen ist es möglich, die Volumenberechnung eines 
gegebenen Körpers noch einfacher 
zu erledigen als mittels der in den 
Nummern 504 und 505 besprochenen 
Verfahrungsweisen. So gilt z. B. 
für Rotationskörper die folgende 
Regel: 

Ist y=f(x) eine über ein ab- 
geschlossenes Intervall, dessen un- 
tere Grenze a und dessen obere 
Grenze b heißen möge, integrierbare 
und in diesem Intervall nirgends 
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negative Funktion und ist in einer Ebene mit einem System recht- 
winkeliger Koordinaten ein Bereich B (Fig. 79) durch die Fest- 
setzung abgegrenzt, daß er einen gegebenen Punkt P dann und 
nur dann enthalten soll, wenn die Abszisse von P nicht auper- 
halb der Grenzen a und b und zugleich die Ordinate von P nicht 
außerhalb der Grenzen 0 und f(x) liegt, so hat der durch Um- 
drehung dieses Bereiches um die Abszissenachse entstehende Rota- 
tionskörper R ein Volumen V, und dieses wird durch die Gleichung 


"b b 
(1399) V-k J yvar—al footax 
dargestellt. 


Zum Beweise denke man sich das Intervall (a---b) in eine 
beliebige Anzahl n von Teilen zerlegt, deren Längen der Reihe 
nach dı, da, =- heißen mögen, rechne jedem Teilintervall seine 
beiden Grenzen zu und verstehe sodann unter g,, 93, *** Jn die unte- 
ren und unter @,, Ga, =- Gha die oberen Grenzen der Funktion f(x) 
für die einzelnen Teilintervalle. Ferner denke man sich durch 
diejenigen Punkte der Abszissenachse, welche den Grenzen der 
Teilinteryvalle entsprechen, Ebenen gelegt, die auf der Abzissen- 
achse senkrecht stehen. Dann zerlegen diese Ebenen den Rotations- 
körper K in n Schichten, und für 21,2, :--n schließt jedesmal 
die A-te Schicht eine Kreisscheibe von der Dicke d, und dem 
Radius g,, also dem Volumen xg76, ein, ist aber andererseits in 
einer Kreisscheibe von der gleichen Dieke und dem Radius @,, 
also dem Volumen x@76, enthalten. Ferner bilden die ein- 
geschlossenen Kreisscheiben zusammengenommen einen von dem 
Rotationskörper N umschlossenen und ebenso die umschließenden 
Kreisscheiben zusammengenommen einen den Rotationskörper R 
einschließenden Körper, und die Volumina 


N gs, und z.B, 


i=1 =t 


dieser beiden dem Körper Ñ zugeordneten Körper können einander 
durch Verfeinerung der Teilung des Intervalls (@---b) beliebig nahe 
gebracht werden. Denn da die Funktion f(x) über das Intervall 
(a---b) integrierbar ist, so ist nach Nr. 425 auch ihr Quadrat über 
das nämliche Intervall integrierbar. Dies besagt aber, daß die 
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Summen X g?ó, und DG36, sich bei hinreichend feiner Teilung 
2=1 i=1 

des Intervalls (a---b) nur um beliebig wenig unterscheiden. Also 

kommt auch dem Körper N ein Volumen zu, und dieses wird durch 


das Produkt x J. [fæ dx dargestellt, wie behauptet wurde. 


a 
Beispielsweise hat der spindelförmige Rotationskörper (Fig. 80), 
welcher entsteht, wenn man in einer Ebene mit einem System 
rechtwinkeliger Koordinaten x, y durch das vom Nullpunkt bis 


Fig. 80. 


zum Punkte =x reichende Stück der xz-Achse und den die 
gleichen Endpunkte verbindenden Bogen der Linie „=sinz einen 
endlichen Bereich abgrenzt und diesen um die z-Achse dreht, das 


Volumen 
st m P”: 2 
IE. re 1— 2 
zf sing’de— a | — dx =5, 
0 0 F 


Ebenso wie die Rotationskörper lassen sich auch manche 
andere Körper durch parallele Ebenen in Schichten zerlegen, deren 
Volumina mit Hilfe elementarer Sätze berechnet werden können, 
wenigstens bis auf Fehler, deren Einfluß bei unbegrenzter Ver- 
feinerung der Zerlegung schließlich verschwindet. Trifft dies in 
einem gegebenen Einzelfalle zu, so kann man das Volumen des 
betrachteten Körpers als Grenzwert der Summe der Volumina der 
einzelnen Schichten sofort durch ein einfaches Integral aus- 
drücken und durch dessen Berechnung ermitteln. Dieses Verfahren, 
welches im Fall seiner Anwendbarkeit meistens am schnellsten 
zum Ziele führt, kann passend als Volumenberechnung durch 
Zerlegung in Schichten bezeichnet werden. 

507. Beispiele. — 1. — In einem System rechtwinkeliger 
räumlicher Koordinaten x, y, z sei ein dreiachsiges Ellipsoid 
gegeben durch die Gleichung 
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2 2 2 
x y 2 
;+5+5 1-1, 
a b G 


in welcher a, b, e voneinander verschiedene positive Konstante 
bedeuten. Man soll das Volumen des Innenraumes dieses Ellipso- 
ides finden. 

Lösung: Hat man eine Parallelebene zur yz-Ebene so an- 
genommen, daß sie das Ellipsoid schneidet, so ist die Schnittlinie 
eine Ellipse. Und die mit der Schnittellipse kongruente Projektion 
derselben auf die yz-Ebene wird, wenn x den gemeinsamen Wert 
der ersten Koordinaten aller Punkte der schneidenden Ebene be- 
deutet, durch die Gleichung 


y? z Ka a — t 
aka e a 
b c a a 
oder 
2 2 
y z J 
2 


dargestellt, hat also die Halbachsen 


sype wi Veit 
a a 
Folglich hat die Schnittellipse den Inhalt 
Va Vz 
a a a 


und die Schicht zwischen der Ebene dieser Ellipse und derjenigen 
unendlich nahe benachbarten Parallelebene, die zu dem größe- 
ren Wert (æ+ dx) der ersten Koordinate gehört, abgesehen von 
einem unendlich kleinen Fehler höherer Ordnung, das Volumen 


abe a? _2®)dx. Daraus ergibt sich für das gesuchte Volumen V 


sofort die Gleichung 
(1400) K= ca: a- —a’jdr—= $ zabe. 
Die Volumenberechnung durch Zerlegung in Säulen ist im vor- 


liegenden Fall zwar auch anwendbar, aber weniger bequem. Sie 
liefert nämlich zunächst die Gleichung 


AE ig Zu, 
vl Fir 1 3 Kdyaz, 
ae Ta a 
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und deren rechte Seite kann mit Hilfe der Gleichung (1268) der 
Nr. 453 berechnet werden, doch hat man dabei einige Weitläufig- 
keiten in den Kauf zu nehmen, bis man zu dem einfachen End- 


ergebnis Z zabe gelangt. 
Dagegen führt die Volumenberechnung durch Zerlegung in 


Pyramiden ebenfalls schnell zum Ziel. Man kann sich nämlich 
das Ellipsoid durch die Gleichungen 


x= 4 Cos p COS) 


R Een 
y=bcospsinı 
— F<S9<S7 


z=csinp \ / 
dargestellt denken und erhält dann 


i Z mn  COSpcosA cosøsin? sing 
v=3ave f? f — cososinà cosp cosà 0  dıdyp 
-7 ° |—singcosi —singsinà cosg) 
1 z [27 
ze S cospdiAdgp 


2 
—zzabe |? cospdg =; zabe. 
2 

2. — Zwei gerade Kreiszylinder (Fig. 81) vom gleichen 
Radius r liegen so, daß ihre Achsen sich rechtwinkelig schneiden. 
Man soll das Volumen V des in- 
nerhalb beider Zylinder liegenden 
Raumteils finden. 

Lösung: Jede zur Ebene der 
beiden Zylinderachsen parallele 
Ebene schneidet den zu betrach- 
tenden Raumteil in einem Quad- 
rat, und wenn A den Abstand der 
schneidenden Ebene von der Ebene 
der Achsen bedeutet, so ist die 
- Seitenlänge dieses Quadrates 

Fig. 81. gleich 2V r’—h°, also der In- 

halt desselben gleich 4(r? — h’). 

Folglich liefert die Volumenberechnung durch Zerlegung in Schich- 
ten die Gleichung 
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: Free 2 16 3 
v=s | (r —h)d=zr. 
0 


3. — Ein Kreis f (Fig. 82) vom Radius r und eine zu seiner 
Ebene parallele Gerade q, die von dieser Ebene den gegebenen 
Abstand a hat, sind durch diejenige Fläche 
(Konoid) verbunden, die durch die Be- 
wegung einer beständig zu q senkrecht 
bleibenden und dabei beständig sowohl g 
als f schneidenden Geraden erzeugt wird. 
Man soll das Volumen V des von dieser 
Fläche und der Fläche des Kreises É be- 
grenzten keilföürmigen Körpers ermitteln. 

Lösung: Jede zu g senkrechte Ebene, 
deren Abstand z vom Mittelpunkt des 
Kreises f kleiner als r ist, schneidet den Fig. 82. 
zu betrachtenden Körper in einem Drei- 


eck von der Höhe a und der Grundlinie 2 V r®—z°’, also dem 


Inhalt a V r—z*. Folglich liefert die Volumenberechnung durch 
Zerlegung in Schichten 
2 


Pr r 
V=2al ) r — ze dz=5 ar". 
0 


Inhaltsberechnung krummer Flächenstücke. 


508. Notwendigkeit einer gewissen Einschränkung. — 
Beispiel: Die Mantelfläche eines geraden Kreiszylinders vom 
Radius r und der Höhe A sei mit einer beliebigen Anzahl (k— 1) 
von Ebenen zum Durchschnitt gebracht, die den Ebenen der Grund- 
kreise parallel sind und den Zylinder in Æ kongruente Teile zer- 
legen. Ferner sei nach willkürlicher Annahme einer oberhalb 2 
liegenden ganzen Zahl n in jeden der Querschnitte einschließlich 
der Grundkreise ein regelmäßiges n-Eck eingezeichnet, und zwar 
so, daß die Halbebenen, welche die Zylinderachse mit den Ecken 
des einen von zwei benachbarten dieser n-Ecke verbinden, stets 
durch die Mitten der Seiten des anderen n-Ecks gehen. Verbindet 
man sodann bei je zwei benachbarten n-Ecken jede Seite des einen 
mit der ihr zunächst liegenden Ecke des anderen durch ein Drei- 
eck, so erhält man eine dem Zylindermantel eingeschriebene, aus 
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lauter kongruenten Dreiecken zusammengesetzte gebrochene Fläche 
(Fig. 83), deren Inhalt J leicht zu berechnen ist. Die Anzahl der 
Dreiecke ist nämlich gleich 2kn, und in jedem einzelnen Dreieck 
hat eine Seite als Seite des regelmäßigen n-Ecks im Kreise vom 


Radius r die Länge Irsin-, während die zugehörige Höhe durch 
den Ausdruck 


vE Tr A hk? TA 2 \4 hè 
} r? (1 — cos =) + ye 4r? (sin an) ae z 
dargestellt wird. Man erhält daher 


sin Z 100% sin \* tye 3 
=2rxr- — sies g7 r F (5) +h é 


Läßt man nun die Zahlen k und n gleichzeitig unendlich groß 
werden, so werden die Seitenlängen der einzelnen dreieckigen 
Facetten der gebrochenen Fläche 
sämtlich unendlich klein. Aber 
der Inhalt J dieser Fläche braucht 
sich dabei nicht notwendig dem 
Inhalt 2rzrh des Rechtecks zu 
nähern, welches man durch Auf- 
schneiden des Zylindermantels 
längs einer Erzeugenden und 
nachfolgende Ausbreitung des- 
selben auf eine Ebene erhält. 
Er tut dies vielmehr nur dann, 
Fig. 83. wenn k und n in einem solchen 

Verhältnis unendlich groß wer- 


den, daß der Bruch 5 dem Grenzwert 0 zustrebt. Nähert sich 


Kur: A 
dagegen der Bruch „z einem von Null verschiedenen Grenzwert 


g, so strebt der Inhalt J dem von 2xrh verschiedenen Grenz- 


wert 2ar V+ x*r’g? +h? zu. Wird endlich der Bruch 5 un- 


endlich groß, was z. B. eintritt, wenn man k=n? setzt, so wächst 
auch J über alle Grenzen. 
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Im ersten dieser Fälle werden die Ebenen der einzelnen 
Facetten, wie man leicht einsieht, mehr und mehr parallel zu den 
Erzeugenden des Zylindermantels. In den beiden anderen Fällen 
trifft dies aber nicht mehr zu, ja im letzten Falle stellen sich die 
Ebenen der Facetten sogar mehr und mehr senkrecht zu den 
Erzeugenden des Zylindermantels. Zugleich bieten die beiden 
letzten Fälle die Eigentümlichkeit dar, daß der größte Winkel in 
jedem einzelnen Dreieck sich mehr und mehr einem gestreckten 
Winkel annähert. 

Hiernach ist es nicht möglich, den Inhalt eines krummen 
Flächenstückes einfach in engem Anschluß an die Erklärung der 
Länge eines krummen Linienstückes als den Grenzwert zu er- 
klären, dem der Inhalt einer eingeschriebenen gebrochenen Fläche 
bei unbegrenzter Verkleinerung der Längen aller Kanten dieser 
Fläche zustrebt. Es ist vielmehr erforderlich, die eingeschriebene 
gebrochene Fläche einer geeigneten Einschränkung!) zu unter- 
werfen, um solche Möglichkeiten auszuschließen, wie sie bei der 
Besprechung des Beispiels zuletzt erwähnt wurden. 

509. Ausdehnung des Inhaltsbegriffs auf krumme Flächen. 
— In einer Ebene mit einem System rechtwinkeliger Koordinaten 
u,v sei ein zusammenhängender endlicher meßbarer Bereich ® 
gegeben und für einen größeren, den Bereich Y und seine Grenz- 
punkte ganz im Innern enthaltenden Bereich B, seien drei Funk- 
tionen phu, v), y(u, v), w(u, v) von solcher Beschaffenheit erklärt, 
daß die partiellen Ableitungen erster Ordnung 9,(u, V), Zult, V), 
wu, V), Polul, V), 4,4, ©), w,(u, V) dieser Funktionen im Innern von 
B, überall vorhanden und stetig sind und daß die Unterdetermi- 
nanten zweiten (Grades 


1.0, V) w,(u, v)| A |Paul v) Pulti, ©) -BR 
wano) pluv) > Immo) pu, v)) 
Pu, v) Xul v)| _ 
(pu o) Xoe) 


1) Auf die Notwendigkeit einer Einschränkung haben fast gleichzeitig 
O. Hölder, Beiträge zur Potentialtheorie, Diss. Tübingen, Stuttgart 1882, 
5.29, G. Peano in Vorlesungen (vgl. Atti della R. Accademia dei Lincei, 
Serie 4: Rendiconti, Vol.6, Rom 1890, S. 55) und H, A, Schwarz, Ges. 
math. Abhandl, 2, Berlin 1890, S. 309—311 = Cours de M. Hermite, pro- 
fessé pendant le 2e semestre 1881/82, second tirage, Paris 1883, 5. 35—36, auf- 
merksam gemacht, Das im Text erwähnte Beispiel ist von H. A. Schwarz 
angegeben worden. 


y 
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des Systems dieser partiellen Ableitungen in ® niemals gleich- 
zeitig gleich Null werden. Ferner sei nach Annahme eines Systems 
rechtwinkeliger Koordinaten x, y, z und nach Einschränkung der 
Stelle u, v auf den Bereich ® ein diesem Bereich entsprechendes 
Flächenstück 5 durch die drei Gleichungen 
z=gyluv); y=xlu, v); z=yl(u,v) 

gegeben, und dabei werde vorausgesetzt, daß auch umgekehrt 
jedem Punkte von 75 nur ein Punkt von $ entspreche. Endlich 


sei eine zwischen 0 und F enthaltene Konstante œ nach Belieben 


angenommen und hierauf in der Ebene der Veränderlichen u, v 
ein den Bereich ®, überall einfach bedeckendes Netz von Drei- 
ecken derart hergestellt, daß 

erstens keiner der vorkommenden Dreieckswinkel größer 
als (X — oœ) ist und daß 

zweitens die Ecken eines jeden Dreiecks, dessen Fläche 
mit Y einen Punkt gemein hat, falls sie nicht in Y selbst liegen, 
doch wenigstens zu B, gehören. 

Dann kann man, nachdem man von diesen Dreiecken alle die- 
jenigen beibehalten hat, deren Flächen ganz im Innern von Y liegen, 
und außerdem beliebig viele von denen, welche Punkte der Begren- 
zung von ® enthalten, eine dem Netz der beibehaltenen Dreiecke 
entsprechende dem Flächenstück 5% eingeschriebene!) ge- 
brochene Fläche © bilden, indem man jedesmal die drei Punkte 
des Raumes, welche den Ecken eines beibehaltenen Dreiecks ent- 
sprechen, durch ein ebenes Dreieck verbindet, und für die Flächen- 
inhalte aller in dieser Weise herstellbaren gebrochenen Flächen 
einen Grenzwert angeben. Es gilt nämlich der folgende 

Lehrsatz: Unter den gemachten Voraussetzungen kann man 
dadureh, daß man für die Seitenlängen der einzelnen Maschen 
des in der uv-Ebene anzunehmenden Dreiecksnetzes eine hinläng- 
lich kleine obere Grenze vorschreibt, stets erreichen, daß der Unter- 
schied zwischen dem Inhalt der gebrochenen Fläche & und dem 
über B erstreckten Flächenintegral 


(8) ss —— 
yas +B?-+0°do 


1) Die Fläche & kann an ihrem Rande Eckpunkte enthalten, die nicht 
auf % selbst liegen. Das Wort eingeschrieben ist daher hier nicht im 
allerengsten, sondern in einem etwas erweiterten Sinne zu verstehen. 


http://rcin.org.pl 


Nr. 509. Ausdehnung des Inhaltsbegrifis auf krumme Flächen. 303 


absolut genommen kleiner wird als eine willkürlich gegebene posi- 
tive Konstante e. 

Beweis: Man denke sich, was immer zulässig ist, eine posi- 
tive Konstante ọ so bestimmt, daß jeder Punkt, dessen Abstand 
von einem zu ® oder zur Grenze von ® gehörenden Punkte nicht 
größer als o ist, im Innern von ®, liegt, und denke sich sodann 
den Bereich XY durch Hinzunahme aller ihm noch nicht ange- 
hörenden Punkte der eben erwähnten Art zu einem immer noch 
ganz im Innern von X, enthaltenenen Bereiche B, erweitert, 
der dann notwendig abgeschlossen ist (vgl. 8.272), und unter- 
werfe die Seitenlängen der Maschen des in der «v-Ebene anzu- 
nehmenden Dreiecksnetzes zunächst der Bedingung, daß sie sämt- 
lich <o sein sollen. Hierauf verstehe man unter n die Anzahl 
der in der wv-Ebene beibehaltenen Dreiecke und nach Herstellung 
irgend einer Rangordnung zwischen ihnen für A—1,2, ---n jedes- 
mal unter u, v, die Koordinaten derjenigen Ecke des A-ten Drei- 
ecks, an welcher der größte Winkel dieses Dreiecks liegt, oder, 
wenn das Dreieck mehrere gleich große größte Winkel hat, die 
Koordinaten des Scheitels irgend eines derselben. Ferner seien 
«y B und a, 8, die Richtungskosinus und s, und sy die Längen 
der von dem Eckpunkt (u, v,) ausgehenden Seiten des Dreiecks, 
wobei die Reihenfolge so gewählt sein möge, daß die Drehungs- 
richtung von der Richtung (æ, b) zur Richtung (œ, B) mit dem 
positiven Drehungssinn der «v-Ebene übereinstimmt. Dann haben 
die auf die Ecke (w, vı) im positiven Sinne folgenden Ecken des 
4-ten Dreiecks beziehentlich die Koordinaten 


UHS; Hb ud tsia; vr ts: 

Folglich haben die Ecken der dem 2-ten Dreieck entsprechen- 
den Facette der gebrochenen Fläche © der Reihe nach die Koor- 
dinaten 

p, vu); Xa, v); vu, Va) 
Prt Siar +); Aa H Sraa, Vi H Saba); Pa HSan Va + Saba) 
plu tsian vit+sibi); xua + siai u ts); Patsid vat sibi)- 

Nun ist aber der Inhalt 4, dieser Facette nach Nr. 126 gleich 
der Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der Inhalte 
Aas Ai, Ars, ihrer Projektionen auf die Koordinateneberen. Diese 


letzteren Inhalte können aber leicht angegeben und mit genügen- 
der Annäherung durch den Inhalt 
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(1401) =+ sa si(a pi — aib) 


des 2-ten Dreiecks der uv-Ebene ausgedrückt werden. Zunächst 
ist nämlich 
2 An Pa 
Wa F Srta Va H Saba) — Uanw) Palat Sra Va H Saba) — Pta v) 
zn tsiei vitsi bi) — unv) Wut siai vit sibi) — tun v) 
Ferner ist nach dem Mittelwertsatz 


a F Saar; Va F Saba) — xl, V) 
= S1 [0 Xul + P S102; Va F Sabi) + + 9, vr M D s161), 

wo eine zwischen 0 und 1 liegende Zahl bedeutet, oder ein- 
facher 

20; + 530,0 F S161) — zu, 0) 

= S1 [0 Xua, V1) + Blu, V) + Ml, 

wo 7, eine zugleich mit s, verschwindende Korrektion bezeichnet, 
und zwar läßt sich dadurch, daß man für die Seitenlängen der 
einzelnen Maschen des Dreiecksnetzes in der wv-Ebene eine hin- 
reichend kleine obere Grenze vorschreibt, immer erreichen, daß 
[7,| stets unterhalb einer vorgegebenen beliebig kleinen von 2 un- 
abhängigen positiven Konstanten liegt, einerlei welchen der Werte 
1, 2,---n die Ordnungszahl 2 haben mag. Denn die Stelle 
(u, A- Ps1, v+ sb) liegt immer in dem abgeschlossenen Be- 
reich ®, und die Funktionen y,(, v), y(u, v) sind in diesem Be- 
reich stetig, also auch gleichmäßig stetig. 

Ganz ähnlich lassen sich die übrigen Elemente der oben 
für 24, angegebenen Determinante umformen. Indem 
man dies tut und sodann aus beiden Elementen der ersten 
Zeile den Faktor s, und aus beiden der zweiten den Faktor s; 


aushebt, erhält man 
dı > 
sil r| €r Xullas V1) F Ba Xola v) H Na Ca Pult V1) + Ba Welty v) H 
| HUn V) FBI XU VFN ai Pulla V) + Bi Vlt v) H” 
WO 71, %11, 14 Korrektionen von der gleichen Grundeigenschaft wie 
7, bedeuten. Alle diese Korrektionen können nun aber durch 
eine einzige Korrektion H, ersetzt werden, welche zu der durch 
Weglassung der Korrektionen 7, 73, n7, n” abgeänderten Deter- 
minante hinzufügen ist. So ergibt sich 


1 
35 
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du = 
| |1 Xullas Va) + Baxo(un, Va) ar Puln V1) + Ba Polt, V1)| 
l Qi Xulas v) Ar Bi X(n va) a; vu, v) Fe Bi Polta, v)! 


1 ‚IB U, V1) U, V 
=z ssi] a Pa| Al nVa) Xola 2m), 
£ az Pal (Walta. Va) Walla, Va)| 


und zwar ist dabei H, ebenfalls eine Zahl, deren absoluter Wert 
bei hinreichender Kleinheit der Maschen des in der wv-Ebene an- 
zunehmenden Dreiecksnetzes beständig unter einer vorgegebenen 
beliebig kleinen positiven Konstanten bleibt, gleichgültig welchen 
Wert man der Ordnungszahl 2 beilegt. 

Infolge des Umstandes, daß der an der Ecke (w, v;) liegende 
Dreieckswinkel nicht kleiner als die übrigen Winkel des Dreiecks 
und daher einerseits größer als œ, andererseits kleiner als (7 —o) 
ist, läßt nun der für 4, gefundene Ausdruck noch eine weitere 
Vereinfachung zu. Die Determinante (a8; —ca;ß;) ist nämlich 
nichts weiter als der Sinus des an der Ecke (u, vı) liegenden 
Dreieckswinkels und erfüllt daher die Ungleichung 


1 ‚ 
Y 5,87 


+H! 


abi —a; bh > sino. 

Folglich darf man durch diese Determinante dividieren. Ins- 
besondere darf man sie aus dem für 4, gefundenen Ausdruck 
als Faktor ausheben und erhält dann, wenn man noch zur Ab- 
kürzung 

Xulas Va) Paltin Va) H, 
=Á = r ’ 
Kult, va) Py (th, va) ` oi “a fi ni; «ih 
setzt, mit Rücksicht auf die Gleichung (1401) 
4, pe d, (A + H;) ’ 
und dabei kommt der Korrektion H; dieselbe Grundeigenschaft zu, 
die bei der Korrektion H, hervorgehoben wurde, 

Ganz ähnlich findet man 

Anr = ô, (B, + H3’) 
s= 0 (0 + Hi”), 


wo zur Abkürzung 


(Wuta Va) Pulttn Va) een Palun Va) Kult, Va) So 


a k] | 1% 
KAC v) Polt v) (Po (t, v) Xolis vı) 
v. Mangoldt, Einführung, III. 20 


4 
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gesetzt ist und H; und H;” Korrektionen von derselben Beschaffen- 
heit wie H, bedeuten. Folglich ist 
a 
=V A ++ 4 
= V (4, + Hif + (Bi + HI + (0, + H) 
=V +B ++ n), 
wo auch r, eine Korrektion bedeutet, deren absoluter Wert gleich- 
mäßig für alle zulässigen Werte von A dadurch unter eine will- 
kürlich vorgegebene positive Konstante herabgedrückt werden 
kann, daß man für die Seitenlängen der Maschen des in der 
uv-Ebene anzunehmenden Dreiecksnetzes eine hinreichend kleine 
obere Grenze vorschreibt. Sieht man nämlich A,, B,. C, als die 
Koordinaten eines ersten und (4, + H;), (B+ H37), (0, + H;”) 
als die Koordinaten eines zweiten Punktes in einem System recht- 
winkeliger räumlicher Koordinaten an, so erkennt man sofort, 
daß immer 


als VE FEOT Ea a + HS + HS” 
sein muß. 


Der Inhalt der gebrochenen Fläche © läßt sich somit durch 
einen Ausdruck von der Form 


zva FB+ CH, + I 
darstellen. Daraus folgt aber sofort die Richtigkeit des aus- 
gesprochenen Lehrsatzes. Denn nach willkürlicher Annahme 
einer beliebig kleinen positiven Konstanten £ kann man stets eine 
zweite positive Konstante % so bestimmen, daß für jedes Dreiecks- 
netz von der früher angegebenen Beschaffenheit, bei welchem jede 
einzelne Dreiecksseite kleiner als % ist, sowohl 


3 ——— (8B) 3 — 
SVA Bros — [VE ao => 
sai 
als auch 
Ins<: 
i=1 | z 


wird, und zwar einerlei, wie viele der „Randdreiecke“ man bei- 
behalten hat. 
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Der hiermit gefundene Grenzwert 
A (8) ab nT EPN i 

(1402) J= |V Æ +B +C do 


des Inhalts der gebrochenen Fläche © wird als der 
Flächeninhalt des Flächenstückes 5 bezeichnet. 

Setzt man, wie es in der Lehre von den krummen Flächen 
üblich ist, 


[(p.(lu, v)? ef PAUA v)? 5 [Wulu v))? =E 
Pulu, V) PlU, V) + Aula, V) Xl, V) + palu, v) plU, v) =F 
lolu N + iuo + puy =G, 
so ist, wie man sich leicht überzeugt, 


A’+B’+0?—=-EG— A 


Der Inhalt J des Flächenstückes 5 kann daher auch 
durch die Gleichung 


Br, ; — 
(1403) J= IVEG-F’do 


erklärt werden. 

Dieser Flächeninhalt ist, wie man leicht nachweisen kann, 
nur von der geometrischen Beschaffenheit des Flächen- 
stückes % abhängig, aber nicht davon, durch welche besondere 
Parameterdarstellung man sich das Flächenstück % gegeben denkt. 
Ist nämlich außer der bisher angenommenen noch eine zweite den 
gleichen Voraussetzungen genügende Parameterdarstellung 

z= ppd); y=Xp, 0); z= Pp, 9) 

des Flächenstückes 5 gegeben, bei welcher dasselbe als eindeutig 
umkehrbares Bild eines endlichen meßbaren Bereiches XY im Ge- 
biet von zwei Veränderlichen p, q erscheint, so gehört zu jedem 
zulässigen Wertepaar p, q ein bestimmter Punkt von #5 und zu 
diesem ein bestimmter Punkt (u, v) von X. Es sind also w und v 
Funktionen von p und q, und zwar Funktionen, deren partielle 
Ableitungen erster Ordnung in 9’ überall vorhanden und stetig 
sind. Denn da die Determinanten A, B, C niemals gleichzeitig 
verschwinden, so sind bei Einschränkung der Veränderlichen 
u, v; p,q auf hinreichend enge Umgebungen einander entsprechen- 
der Stellen immer mindestens zwei der Gleichungen 


plu, v) = (p, N; x(u, v) s= X(p, q); plu, v) E Pp, q) 
90* 
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in bezug auf u und v eindeutig auflösbar, und diese Auflösung 
liefert für u und v stets Funktionen von p und q, deren partielle 
Ableitungen erster Ordnung vorhanden und stetig sind. 

Sind nun A’, B’, 0’ die drei Determinanten, welche für die 
zweite Parameterdarstellung die gleiche Bedeutung haben wie 
A, B, C für die erste, so ist 


| | „ du dv du dv 
3 |p P, Kup T Xe õp Vu zp t Wo òp 
Fa) I |. d% dv du dv 
2 p een I, 
|X 2, Xu gq T Xe Sq Pu zg T Yo Tg! 
[òu dv 
Xu Xv òp òp 
= du dv 
(Pu Pol | Tgl 
oder, wenn zur Abkürzung 
du Au 
òp òp 
[du dv =D 
2 (òg òg 
gesetzt wird, s 
A=4D: 


Ebenso ist natürlich 
B=BD; C=(D. 


Sr ei; 
Folglich ist der Ausdruck fy A"? + B"” +0'’do', den man 


für den Inhalt von % erhält, wenn man von der zweiten Parameter- 
darstellung ausgeht, gleich Be: +B°+0°|D|do‘. Dieses 
Integral hat aber denselben Wert wie das zuerst erhaltene Inte- 
gral "[ver® +0?do, denn es entsteht aus diesem, wenn 


man statt der Parameter u, v die Parameter p, q als neue Inte- 
grationsveränderliche einführt. 

Ebenso erweist sich der im Vorangehenden erklärte Inhalt 
des Flächenstückes $ als unabhängig davon, auf welches recht- 
winkelige Koordinatensystem man dieses Flächenstück bezogen 
hat. Ist nämlich außer dem System der Koordinaten x, y, z noch 
irgendein zweites System rechtwinkeliger Koordinaten &, n, { ge- 
‘ geben und sind (vgl. Nr. 131) 
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S= Ea HaT + aY Ha? 
n= m + bix + BY + Psz 
E= to H 712 + Yay + 737 
die linearen Gleichungen, welche die alten Koordinaten z, y, z 


eines beliebigen Punktes von 75 mit den neuen Koordinaten $, %, č 
desselben Punktes verbinden, so ergibt sich mit Rücksicht auf die 


zwischen den neun Richtungskosinus &4, «a, ++ 7, bestehenden 
Gleichungen 
ðq? Re 
GE +35) +) 
òy dz\ dr ò Wir d2\ 
= (a; ur ar, Ta ae) T) GF du + Ps du +38) J 
dy d2\? 


+r du tr Frau) 


dy Ba a 
(32) + (2) + (32) =E, 
und ähnlich findet sich 
dE DË òy ò 
sE A BL ER 


du ðv u òv du dv 


d&\? d ‚2 dL 
tere 
& n, 5 erhält 


man daher für den Inhalt von % wieder den alten Ausdruck 


(8) 
VEG-— Ftds. 


Zusatz 1. — Von den bisher gemachten Annahmen, daß die 
Determinanten A, B, C in ® nirgends gleichzeitig gleich Null 
werden und daß jedem Punkte von % nur ein Punkt von B ent- 
spreche, kann man sich nachträglich wenigstens teilweise befreien. 
Wenn man nämlich dadurch, daß man aus ® eine endliche Anzahl 
passend gewählter meßbarer Teile ausschneidet, erreichen kann, daß 
für den übrig bleibenden Teil T von X alle bisherigen Voraus- 
setzungen erfüllt sind, so entspricht diesem Teile ein Teil von 5, 
dem ein Inhalt zukommt, und dieser Inhalt ist niemals größer als das 


ER 
Integral J= J V A? +B?’ +0°do. Denn da die zu integrierende 


Auch bei Zugrundelegung des Systems der & 


Funktion V A? -+ B?+C*? niemals negativ ist, kann das über T 
erstreckte Integral dieser Funktion nie größer sein als das über 
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den ganzen Bereich Y erstreckte Integral derselben. Aber wenn es 
nach willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen positiven Kon- 
stanten e immer möglich ist, die auszuschneidenden Teile von 3 so 
zu wählen, daß ihr Gesamtinhalt kleiner als € ist, was z. B. zutreffen 
kann, wenn dem Bereich Y ein die Spitze enthaltendes Stück einer 
Kegelfläche entspricht, so kann das über T zu erstreckende Integral 


der Funktion V A? + TBn + +0? dem Wert J beliebig nahe gebracht 
werden. Für eben diesen Fall erweitert man den Begriff des 
Flächeninhalts durch die Festsetzung, daß unter dem Inhalt 
von die obere Grenze aller möglichen Werte des Inte- 


Dr. 
grals [VEB + ao, also wieder das Integral 


ee 
J= ULEN + B?’+0?do verstanden werden soll. 


Zusatz 2. — Ist in einem System rechtwinkeliger Koordi- 
naten x, y, z ein einfaches Flächenstück 5 durch eine Gleichung 
von der Form 

Z = f(x, y) 
gegeben und ist dabei die Stelle (x, y) auf einen zusammen- 
hängenden endlichen meßbaren Bereich Y eingeschränkt und fx, y) 
eine Funktion, deren partielle Ableitungen erster Ordnung in einem 
größeren, den Bereich 8 und seine Grenzpunkte ganz im Innern 
enthaltenden Bereiche vorhanden und stetig sind, so kommt dem 
Flächenstück % ein Inhalt zu, und dieser wird durch die Gleichung 


Vak 


“p Viy + æy) do 


(1404) 


gegeben. 


Denn die gegebene Gleichung des Flächenstückes % ist gleich- 
wertig mit der Parameterdarstellung 


g=; y= v; z= f(u, v), 
und bei dieser ist 
ER dy ans 
ee Fri i = f; (2,4) 
dx dy 
0; Bea Fra), 
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also 
4=— f:(2,4); B=- f(x,y); C=1. 


Zusatz 3. — Während die Berechnung des Gesamtinhaltes 
eines krummen Flächenstückes praktisch verhältnismäßig selten 
vorkommt, hat man öfter Veranlassung, von den Gleichungen 


(1405) do=V 4: +B? +0 do =V EG— F’ do 


und 


N (da \2 d2\? 

1406) do—y ı 22 (=) +(35) do 

Gebrauch zu machen, welche für die beiden erwähnten Fälle der 
analytischen Darstellung eines Flächenstückes 5% den Inhalt do 
eines Elementes von 5 liefern, wenn der Inhalt do des ent- 
sprechenden Flächenelementes der uv- beziehungsweise der æy- 
Ebene gegeben ist. Falls nämlich ein Körper mechanischen, an 
seiner Oberfläche angreifenden Druck- oder Reibungskräften unter- 
liegt, wird die Wirkung dieser Kräfte auf ein einzelnes Element 
der Oberfläche regelmäßig durch einen Ausdruck dargestellt, der 
den Inhalt dieses Elementes als Faktor enthält. Entsprechendes 
gilt in allen den Fällen, wo man sich eine Fläche mit materieller 
oder elektrischer oder magnetischer Masse belegt denkt und die 
Wirkungen, die sie dann ausübt oder erfährt, durch Zusammen- 
setzung der Wirkungen ermittelt, die von den einzelnen Elementen 
der Fläche ausgehen oder an ihnen angreifen. 


Übungsaufgabe. — In einem System räumlicher Polar- 
koordinaten r, A, p sei ein einfaches Flächenstück 5 durch eine 
Gleichung von der Form 


r=f(},9) 


als Abbild eines zweifach ausgedehnten, zusammenhängenden, ab- 
geschlossenen und meßbaren Teiles Y des durch die Ungleichungen 


0<ı<2r; —5<9<5 


abgegrenzten Bereiches gegeben, und dabei sei /(A,g) eine Funk- 
tion, die in ® nirgends negativ wird und deren partielle Ab- 
leitungen in einem größeren, alle Punkte von B im Innern ent- 
haltenden Bereiche vorhanden und stetig sind. Man soll zeigen, 
daß dann der Inhalt J des Flächenstückes 75 durch die Gleichung 
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“S 
ari Vir+ | cosg ag’ + (2 2) do 
=") Hda EE TA ETA 


gegeben wird. 

510. Inhalt einer Rotationsfläche. — Lehrsatz: Ist in 
einem System rechtwinkeliger ebener Koordinaten x, y ein ein- 
faches Linienstück 1, welches auf der oberen Seite der z-Achse 
liegt, mit dieser Achse aber auch eine endliche Anzahl von Punkten 
gemein haben darf, (oder auch eine geschlossene Linie von den 
gleichen Eigenschaften) durch eine Parameterdarstellung 

x= g(t); y=x(® 

gegeben, bei welcher der Parameter t von einem festen Anfangs- 
wert a bis zu einem größeren festen Endwert b stetig zuzunehmen 
hat und o (t), y(t) Funktionen bedeuten, deren Ableitungen in dem 
abgeschlossenen Intervall (a--.b) vorhanden und stetig sind, so 
kommt der Rotationsfläche R, die durch eine volle Umdrehung des 
Linienstückes | um die x-Achse entsteht, ein Inhalt J zu, und 
dieser wird durch die Gleichung 


(1407) 


[ ee EI aa Fr 
(1408) 3-27 [yas—2x O Very +O at 


gegeben. 

Die Rotationsfläche N wird nämlich in einem System recht- 
winkeliger räumlicher Koordinaten x, y, 2, dessen erste und zweite 
Achse beziehentlich mit der æ- und y-Achse des gegebenen ebenen 
Systems zusammenfallen, durch die Gleichungen 


z= g(t); y = x(t) 0082; z= z%(sin2 
in Verbindung mit den Ungleichungen 
a<t<b; 0<I<2r 
dargestellt, und bei dieser Darstellung ist 
E= +O; F=0; =), 
woraus die Richtigkeit der Behauptung leicht abzuleiten ist. 


Insbesondere ergibt sich für den Fall, daß das Linienstück I 
durch eine Gleichung von der Form 


=fle) 
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gegeben ist und daß jetzt a die untere und b die obere Grenze 
des Wertbereiches der Veränderlichen x und f(x) eine in dem ab- 
geschlossenen Intervall (a---b) nirgends negative und nicht unend- 
lich oft verschwindende differenzierbare Funktion mit stetiger 
Ableitung bedeutet, für den Inhalt J der Rotationsfläche N die 
Gleichung 


09) sera | yy 14 (H dæ—za | fæ VIE raa. 


Ist das Linienstück | gerade, also die Rotationsfläche R, all- 
gemein zu reden, der Mantel eines abgestumpften Kegels, so er- 
hält man aus der Gleichung (1408) oder der Gleichung (1409) 
nach leichter Zwischenrechnung die aus der Stereometrie bekannte 
Formel 


: 2 s 
(1410) J=2al = alr +r), 


welche den Inhalt J der Mantelfläche eines solchen Kegels durch 
die Länge / der Erzeugenden und die Radien r,, r, der begrenzen- 
den Kreise ausdrückt. Unter Benutzung dieser Formel erkennt 
man ferner leicht, daß der Inhalt der Rotationsfläche, die von 
einem beliebigen Linienstück [ der beschriebenen Art erzeugt wird, 
jedesmal den Grenzwert darstellt, dem die Summe der Inhalte 
der von den einzelnen Seiten eines Sehnenpolygons von [ erzeug- 
ten Kegelmäntel dadurch beliebig nahe gebracht werden kann, 
daß man für die Längen dieser Seiten eine hinlänglich kleine obere 
Grenze vorschreibt. 

511. Beispiele. — 1. — Flächeninhalt eines Rotations- 
ellipsoides. Eine Ellipse mit der großen Halbachse «a und der 
kleinen Halbachse b werde einmal um ihre große und ein zweites 
Mal um ihre kleine Achse gedreht. Man soll 


den Flächeninhalt J, des im ersten Fall entstehenden ver- 
längerten und 
den Flächeninhalt J, des im zweiten Fall entstehenden ab- 
geplatteten Rotationsellipsoides ermitteln. 
Lösung: Denkt man sich die gegebene Ellipse nach passen- 
der Wahl eines Systems rechtwinkeliger ebener Koordinaten x, y 
durch die beiden Gleichungen 


x= acost; y-—bsint (— a<tsza) 
dargestellt, so wird 
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da? _ (dy® a. ,. 2 2 
(7) +) — a° sint? + b? cost 
Man erhält daher zunächst 


nef VE (2y dab 


Ir A 


Nr. 511, 


nz 
[ sint V asint + b’cost? dt 
vO 


En Ya ie. b?) cost sintdt 


2 2 
A NV 
oder, wenn man wie üblich ~| 


=€ setzt, 


Jt m Re 
J, =2xab | V1— e cost sintdt 
0 
ee In u 
=2xab V 1— "u du=2 xab f V 1—v 
—ı u 
und hieraus ergibt sich mit Hilfe der Gleichung (1268), Nr.453 


€ 


I =2rab} |} vV i—v + 3 arosine | 
-e 
1 f 2 2 
—2rab1() 1—e + arosine). 
\ 


Bedenkt man nunmehr 
schließlich 


daß V 1— e =} ist, so erhält man 
(1411) 


€ 


ERRANG ER assine), 
Ganz ähnlich findet man im zweiten Fall 


RE : 
J, =2zx N Va 


7) (fazaa mr) asint + b’cost’dt 
Ze 


m 


2 


Vb? + (a? —b’)sint costat 
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b* : ; 
Da nun le ist, so folgt hieraus 


w| a 


J, =2xa | Vi— +e sint costdt 
» a 


ra 
f ee 1 
Beer Vi— è + du=2xa 4fv Wi +w 2? dw 
—1 a 
oder mit Hilfe der Gleichung rw Nr. 453 


€ 
J,=2ra Iyovi TE E Selgw+ Vi—e re] 
-g 
pe el D 1e 
—=2ra Le a 3) 
oder endlich 
142) A=2ra + ab’ lg, =ne" (+E Ki). 
ə, — Fläche von Viviani. Wie in Nr. 501, Beispiel 1, sei 
aus einer Kugel vom Radius r (Fig. 84) durch einen geraden Kreis- 


Fig. 84. 


zylinder vom Radius + sr dessen Mantelfläche durch den Mittel- 
punkt der Kugel wai ein Körper ausgebohrt. Man soll den 
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Flächeninhalt desjenigen Teiles der Oberfläche dieses Körpers 
berechnen, welcher der Oberfläche der gegebenen Kugel angehört. 

Lösung: Der fragliche Flächenteil ist aus Symmetriegründen 
viermal so groß wie dasjenige Stück desselben, welches im ersten 
Oktanten des in Nr. 501 benutzten Koordinatensystems liegt. Führt 
man nun auf der Kugel mittels der Gleichungen 


æ= r Coso 08%; Yy=rcospsini; z=rsinp 
geographische Koordinaten 2, œ ein, so erscheint dieses Stück als 
Bild eines Bereiches im Gebiet der Veränderlichen A, ø, und zwar, 
wie man sich leicht überzeugt, desjenigen Bereiches, der durch 
die Ungleichungen 
I<I<a: 159<Z 


abgegrenzt wird. Da ferner im vorliegenden Fall 
dx dy dz 


s ~ TOsosin’; z4 ~ rcuspcosi; T 

d2 _ _ rBinNpCosà; òy ——rsingsin2; OEA 

dp ? dp ] dp P. 
also 


E=r° cosg"; F= 0; G=r? 
ist, so ergibt sich 


3 5 T 
J u f cospdgdi=4r* | (1— sinA)dA, 
o Ya 0 


also schließlich 
(1413) J=2ar! — 4r. 


Denkt man sich den hiermit berechneten von dem Zylinder 
ausgebohrten Teil der Kugelfläche durch die zx-Ebene halbiert 
und dann die beiden Hälften so wie 

es die Fig. 85 andeutet, aus der obe- 

ren Halbkugel herausgenommen, so 

bleibt von dieser ein Teil übrig, der 

sich mit einem von vier gleich großen 

Fenstern durchbrochenen Tempel- 

gewölbe, oder mit einer Schildkröten- 

schale oder auch mit einem vom 

Fig. 85. Winde geblähten Segel vergleichen 


SZ 
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läßt. Dieser übrig bleibende Teil hat den Inhalt 
2ar? — (ar — 4r") =4r*, 


das heißt den gleichen Inhalt wie das Quadrat über dem 
Durchmesser der Kugel. Hierauf ist zuerst 1692 von Vin- 
cenzo Viviani (1622—1703) in der Form eines geometrischen 
Rätsels hingewiesen worden !), und die Entdeckung dieser Tat- 
sache hat damals erhebliches Aufsehen gemacht. 

3. — Inhalt eines Stückes einer Schraubenfläche. Auf 
einer Achse a sei ein Lot von der Länge r errichtet und durch 
eine Schraubenbewegung dieses Lotes um a sei ein Stück einer 
geschlossenen geraden Regelschraubenfläche erzeugt. Dabei sei Ah 
die Ganghöhe der Schraubenfläche und « der Winkel, um den sich 
das erwähnte Lot gegen seine ursprüngliche Richtung drehen 
muß. Man soll den Inhalt J des so bestimmten Flächenstückes 
ermitteln. 

Lösung: Bei passender Wahl eines Systems rechtwinkeliger 
Koordinaten æ, y, z wird das fragliche Flächenstück durch die 
Gleichungen 


z=00089; ymosny 25,9 


in Verbindung mit den Ungleichungen 


0sesr; 0<SpSa 
dargestellt. Hierbei ist 
du r h AE A E % 0 
do ~ C089; Jo 7 SNO; az 
I aan À Eo 6 £ dz h 
u dp 9 059; dp 2n 
also 
E=1; F=; G= +E) 
; =E ọ P 


Folglich ergibt sich 
e r AT AEE 
u Ve+( + (5) | dgde=af” Ve+( +( “ae, 


1) Vgl. Acta Eruditorum, Anno 1692 publicata, Lipsiae 1692, S. 274—279 
und 370—371, und Johannis Bernoulli Opera omnia, Tomus III, Lausannae 
et Genevae 1742, S. 211—212. 
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und hieraus folgt mit Hilfe der Gleichung (1267), Nr. 453 


J=a|z Vetit eeN eE) 


oder schließlich 


Kutia) T=} afr V e +E HE) er h (+V + 1. (E) J) 


512. Gewöhnliche Flächenstücke und Körper. — Er- 
klärung: Ein einfaches Flächenstück $% soll fortan gewöhnlich 
genannt werden, wenn für dasselbe in einem System recht- 
winkeliger Koordinaten x, y, z eine Parameterdarstellung 

x=gplu v); y=zxu, v); z= yu, v) 

möglich ist, bei der das Flächenstück % als eindeutig umkehrbares 
Bild eines in der Ebene der Parameter u, v gelegenen gewöhn- 
lichen (Nr. 468) Bereiches Y erscheint und (u, v), glu, v), phu, v) 
Funktionen bedeuten, deren partielle Ableitungen erster Ordnung 
in einem größeren, alle Punkte von ® im Innern enthaltenden 
Bereiche vorhanden, stetig und so beschaffen sind, daß die Deter- 
minanten 

Ak Yal, HE Wu Pu ; o—|P Ku! 

Xo W W Pv Pv Xv 

in B nirgends gleichzeitig verschwinden. 

Gibt es in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem eine 
diesen Anforderungen genügende Parameterdarstellung, so ist eine 
solche Darstellung offenbar auch in jedem anderen rechtwinkeligen 
Koordinatensystem möglich, dessen Achsenkreuz gegen das Flächen- 
stück fest ist. 

Die Voraussetzungen, welche bei der eben aufgestellten Er- 
klärung gemacht wurden, haben zur Folge, daß jedes gewöhn- 
liche einfache Flächenstück 


1. — in jedem seiner Punkte eine Tangentenebene hat, 
daß ihm 

2. — ein Flächeninhalt zukomiak daß 

3. — sein Rand aus einer endlichen Anzahl gewöhnlicher 


einfacher Linienstücke besteht und daß 
4. — jedem Punkte des Flächenstücks eine mit ihm sich immer 
nur stetig ändernde positive Normalenrichtung eindeutig 
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zugeordnet werden kann, z. B. durch die Festsetzung, die 
positive Normalenrichtung solle diejenige sein, deren Rich- 
tungskosinus mit den Determinanten A, B, C im Vorzeichen 
übereinstimmen. 

Durch die zuletzt erwähnte Eigenschaft werden die soge- 
nannten einseitigen Flächenstücke von den gewöhnlichen 
Flächenstücken ausgeschlossen: Biegt man einen rechteckigen hin- 
reichend langen und zugleich hinreichend schmalen Papierstreifen 


B 
Fig. 86. 


ABCD (Fig. 86) ohne Knickung und Faltung so zusammen, daß 
die Endpunkte A, B der einen langen Seite miteinander zur 
Deckung kommen, und ebenso auch die Endpunkte C, D der anderen 
langen Seite, so entsteht ein ringförmiges gewöhnliches Flächen- 
stück. Biegt man ihn dagegen so zusammen, daß A mit dem gegen- 
überliegenden Eckpunkt C und zugleich B mit D zur Deckung 

kommt, so entsteht (Fig. 87) ein ring- 


förmiges einseitiges Flächenstück 
von wesentlich anderer Art wie die 
gewöhnlichen Flächenstücke. Hat man 


N nämlich für einen Punkt P, dieses 
i Flächenstücks, der etwa auf der ur- 
Fig. 87. sprünglich mit der längeren Mittel- 
linie ÆF des Streifens zusammen- 
fallenden Linie í liegen möge, die eine der beiden Normalen- 
richtungen als positive Normalenrichtung angenommen und läßt 
man sodann einen beweglichen Punkt P die Linie í einmal 
durchlaufen, bis er wieder zu P, zurückkehrt. so fällt diejenige 
zu P gehörende Normalenrichtung, die aus der ursprünglich an- 
genommenen positiven Normalenrichtung durch stetige Fortsetzung 
entsteht, bei der Rückkehr des Punktes P in seine Anfangslage 
P, nicht mit der positiven, sondern mit der negativen Richtung 
der dortigen Normale zusammen. Hierin besteht die Einseitig- 
keit des betrachteten Flächenstücks, und eben wegen dieser Eigen- 
schaft darf dasselbe nicht mehr als ein gewöhnliches Flächenstück 
bezeichnet werden. 
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Für gewöhnliche Flächenstücke gilt, wie hier unter Weg- 
lassung des den Betrachtungen der Nr. 468 nachzubildenden Be- 
weises angeführt werden möge, der folgende 

Lehrsatz: Jedes gewöhnliche einfache Flächenstück kann 
nach Annahme eines Systems rechtwinkeliger Koordinaten x,y, z 
in eine endliche Anzahl von Teilen zerlegt werden, von denen 
Jeder einzelne mit Einschluß seiner Grenzpunkte derart durch 
eine Gleichung von einer der drei Formen 


z=fly2); y=g2a%); z=hla, y) 


darstellbar ist, daß die Stelle (y, z), beziehungsweise (z, x), be- 
ziehungsweise (x, y) jedesmal einen gewöhnlichen Bereich zu durch- 
laufen hat und daß fly, 2), bez. gle, £), bez. hlæ, y) eine Funktion 
bedeutet, deren partielle Ableitungen erster Ordnung in diesem 
Bereiche vorhanden und stetig sind. 


Daraus folgt: Jedes gewöhnliche einfache Flächenstück läßt 
sich in ein Polyeder von beliebig kleinem Rauminhalt einschließen. 

Und hieraus ergibt sich endlich: Jedem endlichen räumlichen 
Bereiche, dessen Grenze aus einer endlichen Anzahl gewöhnlicher 
einfacher Flächenstücke zusammengesetzt werden kann, kommt 
ein Volumen zu. 

Ein endlicher räumlicher Bereich, der aus einem räumlichen 
Kontinuum durch Hinzunahme aller Grenzpunkte des Kontinuums 
abgeleitet werden kann und dessen Grenze aus einer endlichen 
Anzahl gewöhnlicher einfacher Flächenstücke besteht, soll fortan 
als ein gewöhnlicher Körper bezeichnet werden oder ausführlicher 
als ein gewöhnlicher geometrischer Körper, falls neben ihm 
auch materielle Körper in Betracht kommen. 


513. Erweiterung des Begriffes Flächenintegral. — Nach 
Annahme eines Systems rechtwinkeliger räumlicher Koordinaten 
£, y, z sei ein gewöhnliches einfaches Flächenstück % durch drei 
den Forderungen der Nr. 512 genügende Gleichungen 


z—pluv); y=xu, v); z= y(u, v) 


als Bild eines Bereiches B im Gebiet der Parameter u, v gegeben. 
Ferner sei für einen im Gebiet der Veränderlichen «, y, z gegebenen 
und sämtliche Punkte des Flächenstückes 5 enthaltenden Bereich 
eine daselbst stetige Funktion f(x, y, z) erklärt. Dann stellt das 
über den Bereich Y erstreckte Flächenintegral 
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(8 eau 
J= [now v), xu, v), y(u, v)] væ E B’ z C’ do 


den Grenzwert der Summe aller Produkte dar, die sich ergeben, 
wenn man nach Zerlegung des Flächenstückes $$ in eine beliebige 
endliche Anzahl meßbarer Teile den Flächeninhalt eines jeden 
Teiles mit dem Werte multipliziert, den die Funktion f(x, y, Z) an 
einer auf diesem Teil nach Belieben ausgewählten Stelle annimmt, 
und zwar den Grenzwert, dem die erwähnte Summe dadurch be- 
liebig nahe gebracht werden kann, daß man für den Abstand 
zweier zu ein und demselben Flächenteil gehörenden Punkte eine 
hinreichend kleine nicht zu überschreitende Grenze vorschreibt. 
Aus diesem Grunde wird das Integral J auch als das über das 
Flächenstück % erstreckte Integral der Funktion f(#, y, 2) 
bezeichnet und kürzer durch das Zeichen 


Dr, 
f. F(#, y, z)do 
dargestellt, wo jetzt i 
do=ŅV A’ + B° +0 do 
den Inhalt des Elementes des Flächenstückes 5 bedeutet. 
Zur zahlenmäßigen Ausrechnung eines solchen Flächen- 


integrals in erweitertem Sinne muß man dasselbe zunächst 
mittels der Gleichung 


í Bf. 
f fix, y, 2)do 
(1415) 


= y? Sly(u, v), yiu, ©), plu, VIV Æ + B + Cdo 


in ein Flächenintegral gewöhnlicher Art und dann dieses in ein 
Doppelintegral verwandeln. 


Schwerpunkte, Trägheitsmomente, Potentiale. 


514. Diehte. — Abweichend von der in der Chemie und der 
Wärmelehre meistens gemachten Annahme, daß jeder materielle 
Körper aus einer sehr großen Anzahl durch verhältnismäßig weite 
Zwischenräume getrennter Moleküle bestehe, bildet man in der 
Mechanik einen materiellen Körper sehr oft durch einen gewöhn- 
lichen geometrischen Körper £ ab, den man sich lückenlos und dabei 


in solcher Weise mit Masse erfüllt denkt, daß die folgende aysi gilt: 
v. Mangoldt, Einführung, IIl. 
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Wenn man in & irgend einen Punkt P nach Belieben an- 
nimmt und sodann einen diesen Punkt enthaltenden meßbaren 
Teil von 8 irgendwie nach und nach so verkleinert, daß die Ab- 
stünde seiner Grenzpunkte von P sämtlich unendlich klein werden, 
so nähert sieh der (Quotient, den man bekommt, wenn man die 
Masse des fraglichen Teiles durch das Volumen desselben dividiert, 
stets einem Grenzwert, und dieser Grenzwert ist nur von der Lage 
des Punktes P, nicht aber davon abhängig, in welcher Weise man 
den den Punkt P enthaltenden Teil von R verkleinert. 


Dieser Grenzwert heißt dann die Dichte der den 
Körper & erfüllenden Masse oder kurz die Dichte des 
Körpers X am Punkte P. 


Hat man ein räumliches Koordinatensystem angenommen, 
dessen Grundfigur gegen einen in der angegebenen Weise mit 
Masse erfüllten Körper fest ist, so ist die Dichte an einem will- 
kürlich wählbaren Punkte P dieses Körpers eine Funktion der 
Koordinaten von P. In den allermeisten Fällen setzt man voraus, 
daß diese Funktion durchweg stetig sei. Daneben kommt indessen 
gelegentlich auch der Fall vor, daß man sich einen größeren 
Körper & aus einer endlichen Anzahl kleinerer gewöhnlicher mit 
Masse erfüllter Körper zusammengesetzt denkt und daß dabei 
zwar für jeden dieser kleineren Körper die Dichte eine stetige 
Funktion des Ortes ist, daß aber unter den Stellen, wo zwei ver- 
schiedene Körper zusammenstoßen, sich auch solche vorfinden, an 
denen die Dichten dieser Körper verschiedene Werte haben. An 
jeder derartigen Stelle kann natürlich nicht mehr von einer Dichte 
des Körpers 8 schlechthin, sondern nur noch von Dichten der 
einzelnen dort zusammentrefienden Teile von & die Rede sein. 


Einen plattenförmigen materiellen Körper bildet man oft 
durch ein gewöhnliches einfaches lückenlos mit Masse belegtes 
Flächenstück ab und versteht dann unter der Flächendichte 
oder kurz Dichte der Belegung in einem gegebenen Punkte P 
des Flächenstücks den Grenzwert des Quotienten, welcher die 
Masse eines den Punkt P enthaltenden meßbaren Teiles des 
Flächenstücks als Zähler und den Flächeninhalt dieses Teiles als 
Nenner hat, für den Fall daß man die Abstände der einzelnen 
Punkte des fraglichen Flächenteils vom Punkte P sämtlich un- 
endlich klein werden läßt. Dabei wird natürlich stillschweigend 
vorausgesetzt, die Massenverteilung über das Flächenstück sei so 
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beschaffen, daß der eben erwähnte Quotient wirklich stets einem 
Grenzwert zustrebt, der nur von der Lage des Punktes P abhängt. 


Endlich kommt auch der Fall vor, daß man einen stab- oder 
drahtförmigen materiellen Körper durch ein lückenlos mit Masse 
belegtes gewöhnliches einfaches Linienstück abbildet. Linien- 
dichte oder kurz Dichte der Belegung in einem gegebenen 
Punkte P eines solchen Linienstücks ist dann der Grenzwert des 
Quotienten, welcher die Masse eines den Punkt P enthaltenden 
Bogenelementes des Linienstücks als Zähler und die Länge dieses 
Elementes als Nenner hat, für den Fall, daß alle Punkte des Ele- 
mentes dem Punkte P unbegrenzt genähert werden. Auch hier 
wird stets eine solche Beschaffenheit der Massenverteilung vor- 
ausgesetzt, daß der eben erwähnte Grenzwert in jedem Falle vor- 
handen ist. 


Ist die Dichte in einem gewöhnlichen mit Masse erfüllten 
Körper X vom Volumen V überall größer als eine Konstante e 
und überall kleiner als eine andere Konstante C, so liegt die Ge- 
samtmasse des Körpers innerhalb der Grenzen cV und CV. Denn 
wäre sie etwa —=CV, so wäre es nach Zerlegung des Körpers & 
in eine beliebige Anzahl gewöhnlicher Teilkörper immer möglich, 
unter diesen einen zu finden, dessen Masse nicht kleiner wäre als 
das Produkt seines Volumens mit der Konstanten ©. Auf diesen 
Teil könnte man dann den gleichen Schluß noch einmal anwenden 
und sodann durch Fortsetzung dieser Überlegungen bei geeigneter 
Einrichtung der Teilungen zu einem bestimmten Punkte P ge- 
langen, der innerer oder Grenzpunkt eines jeden der nach und 
nach beibehaltenen Teilkörper wäre, so weit man diese auch ver- 
kleinern mag. Damit wäre aber ein Widerspruch mit der Annahme 
erreicht, daß auch im Punkte P die Dichte kleiner als Ọ ist, 


Aus ähnlichen Gründen kann die Gesamtimasse auch nicht 
<cV sein. 

Auf Grund der hiermit bewiesenen Behauptung kann man 
sich leicht von der Richtigkeit des folgenden oft gebrauchten 
Satzes überzeugen: Zst die Dichte in einem mit Masse erfüllten 
gewöhnlichen Körper 8 bei Zugrundelegung eines Systems von 
Parallelkoordinaten eine stetige Funktion o(x, y, 2) der Koordinaten 
x, y, z des Ortes, auf den sie sich bezieht, so wird die Gesamt- 
masse des Körpers X durch das über 8 zu erstreckende Raum- 
integral 

31% 
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(8) 
f olx, y, z)a S 

gegeben. 

Genau entsprechende Sätze gelten natürlich auch für gewöhn- 
liche einfache Flächen- und Linienstücke, die mit Masse belegt sind. 

515. Schwerpunkt. — Als Schwerpunkt oder Massenmittel- 
punkt eines Systems von endlich vielen materiellen Punkten, 
welche die Massen »n,, Ma, +M, haben und denen in einem ge- 
gebenen System räumlicher Parallelkoordinaten beziehentlich die 
Koordinaten £, Y1, 21; La, Yes Zaj tEn Y Zn zukommen, bezeichnet 
man denjenigen Punkt, dessen Koordinaten Ly Ys 2, in bezug auf 
das gleiche System durch die Gleichungen 


Mic H Maxa + FMıLn 


Em FE 
aa 1 T Ve ENAN 

(1416) Ye tm tm 
P my st M72 Heee +E Myan 

“s mtm t -+m, 


gegeben werden. 

Die Lage dieses Punktes zu den gegebenen Punkten hängt 
nur von den Massen dieser letzteren und ihrer gegenseitigen Lage 
ab, nicht aber davon, auf welches Koordinatensystem man die 
gegebenen Punkte beziebt. Hat man nämlich ein System mate- 
rieller Punkte auf irgend zwei verschiedene Systeme von Parallel- 
koordinaten bezogen, so bestehen nach Nr. 131 zwischen den Koor- 
dinaten x, y, z eines beliebigen Punktes in bezug auf das eine 
und den Koordinaten &, 7, £ des nämlichen Punktes in bezug auf 
das andere System stets drei Gleichungen 

=a+tas+bntes 

y-b+a,s+bn+ ei 

z=c¢ + t + ban + 63%, 
wo a, b, e und a,, bi, +C konstante, das heißt von &, 7, £, be- 
ziehungsweise v, 4,2 unabhängige Zahlen bedeuten. Daraus folgt 
aber ohne Schwierigkeit, daß der Punkt, der sich bei Zugrunde- 
legung des einen Koordinatensystems als Schwerpunkt ergibt, 
stets mit demjenigen Punkte zusammenfällt, der bei Zugrunde- 
legung des anderen Koordinatensystems als Schwerpunkt erscheint. 
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Durch naheliegende Überlegungen gelangt man ferner zu einer 
Ausdehnung des Begriffes Schwerpunkt auf lückenlos mit 
Masse erfüllte Körper, Flächen- und Linienstücke. 

Ist zunächst ein gewöhnlicher derart lückenlos mit Masse 
erfüllter Körper 8 gegeben, daß die Dichte bei Zugrundelegung 
eines Systems räumlicher Parallelkoordinaten eine stetige Funktion 
oz, y, 2) der Koordinaten x, y, z des Ortes ist, auf den sie sich 
bezieht, und ist dieser Körper in irgend eine Anzahl n zusammen- 
hängender meßbarer Teile zerlegt, zwischen denen irgong eine 
Rangordnung festgesetzt sein möge, so ist es für 4=1, 2,- n 
immer möglich, im Innern oder auf der Grenze des 2-ten Teiles 
einen Punkt (z,, Y} 21) so zu bestimmen, daß die Masse dieses 
Teiles sich aus seinem Volumen v, durch Multiplikation mit der 
am Ort (£, Y1, 21) herrschenden Dichte o(z;,, Yı 21) ergibt. Denkt 
man sich dann die Masse jedes einzelnen Teiles in dem eben 
näher gekennzeichneten ihm zugeordneten Punkte vereinigt, so 
erhält man ein System materieller Punkte, für welches die Koor- 
dinaten &, n, & des Schwerpunktes durch die Gleichungen 


>; MASSU Yy 2,) Wi S yol TC Yy z,)e, 


1» i=l i=1 


see F er 75 ; 
> olt, Yy 2,)v, v Sosy olta Yy 2,) v 


EF i=1 


n 


Naar, 


N oep vo a) 


rE 5i 


gegeben werden. Nun können aber diese Koordinaten, wie man 
mit einem Blick erkennt, lediglich durch hinreichend weitgehende 
Verfeinerung der Teilung, das heißt dadurch, daß man für den 
Abstand zweier zu ein und demselben Teil gehörenden Punkte 
eine hinlänglich kleine positive Konstante als nicht zu über- 
schreitende Grenze vorschreibt, gleichzeitig denjenigen Grenz- 
werten beliebig nahe gebracht werden, die sich ergeben, wenn 
man in den vorangehenden Ausdrücken die vorkommenden Summen 
durch die entsprechenden über & zu erstreckenden Raumintegrale 
ersetzt, das heißt den Grenzwerten 
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(8) (8) 
[zu Y)dSs fve, Y, ads 
TU Te OS ; 
Se, Y, z)dS fee, Ys JAS 
1417 p 
Sece, Y)ds 


ARE > - 1 
ji ea, Y, z)d S 

Zugleich lehrt die Erfahrung, daß die Abbildung eines mate- 
riellen Körpers durch ein Punktsystem der beschriebenen Art bei 
hinreichend feiner Teilung in vielen Fällen ebensogut zulässig 
ist wie die Abbildung durch einen lückenlos mit Masse erfüllten 
gewöhnlichen Körper. Aus diesen Gründen erklärt man den 
Schwerpunkt des Körpers 8 als denjenigen Punkt, welcher 
die durch die Gleichungen (1417) gegebenen Grenzwerte 
Zu Ys Zs zu Koordinaten hat. 

Ganz ähnliche Überlegungen führen zu den folgenden für 
Flächen- und für Linienstücke geltenden Erklärungen: 

1. — Ist ein gewöhnliches einfaches Flächenstück % derart mit 
Masse belegt, daß die Flächendichte der Belegung nach Einführung 
eines Systems räumlicher Parallelkoordinaten durch eine stetige 
Funktion &(x, y, z) der Koordinaten x, y, z des Punktes dargestellt 
wird, auf den sie sich bezieht, so versteht man unter dem Schwer- 
punkt des Flächenstücks 5 denjenigen Punkt, dessen Koordinaten 
Zu Ya Zs durch die Gleichungen 


(8) (8) 

[zoa y, z)do fuv, y, z)do 

re We 
foe, y, 2)do fo, y, 2)do 

(1418) 5 


zo(%, y, z)do 


ER 
fo, y,2)do 
gegeben werden. 


2. — Ist ein gewöhnliches einfaches Linienstück [ derart mit 
Masse belegt, daß die Liniendichte der Belegung nach Einführung 
eines Systems räumlicher Parallelkoordinaten durch eine stetige 


“5 


= 
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Funktion d(z, y, 2) der Koordinaten x, y, z des Punktes dargestellt 
wird, auf den sie sich bezieht, so versteht man unter dem Schwer- 
punkt des Linienstücks | denjenigen Punkt, dessen Koordinaten 
=, Ys 2, Aurch die Gleichungen 


(1) (9) 
BE y,2)ds [use y,z)ds 
ee ’ u) Pe ; 
Ya, y, z)ds foe, y,z)ds 
(1419) 


zö(x, y, 2)ds 


FREE. 
x 


re 
F clx, y, z)ds 
gegeben werden. 


Diese Erklärungen unterscheiden sich ja von der für einen 
Körper geltenden Erklärung nur dadurch, daß die Raumintegrale 
durch Flächen-, beziehungsweise Linienintegrale ersetzt sind. 

Zusatz 1. — Bei der Rechtfertigung der für den Schwer- 
punkt eines Körpers gegebenen Erklärung ist es nicht unbedingt 
erforderlich, die Masse des 2-ten Teiles gerade im Punkte (£7, Y1, 21) 
zu vereinigen. Man könnte sich diese Masse vielmehr auch in 
irgend einem anderen Punkte (x;, y;, 2;) vereinigt denken, der 
dem A-ten Teil oder seiner Begrenzung angehört. Dann würde 
allerdings an die Stelle des Quotienten ë der andere Quotient, 

= Li (Er Ya Zi) 


, kei 


ë= 
> lEn Yn 2) 
2=1 


treten, und Entsprechendes würde für 7 und Z gelten. Aber diese 
Unterschiede verlieren schließlich jeden Einfluß. So wird z. B. 
die Differenz 


D (ei — 21) Er Yr dd 
ga m 
S Ola, Yas 21) Va 


i=1 
unendlich klein, weil die Differenzen (x; — x,) bei unbegrenzter 
Verfeinerung der Teilung alle gleichmäßig unendlich klein 
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werden. Auch die Quotienten &, 4, £ haben daher die Zahlen 
La Ys 2, als Grenzwerte. 

Zusatz 2. — Sehr oft spricht man vom Schwerpunkt eines 
gewöhnlichen Körpers, ohne eine Angabe über die Dichte der 
ihn erfüllenden Masse hinzuzufügen. In jedem solchen Falle 
setzt man voraus, daß der Körper homogen, das heißt mit Masse 
von irgend einer konstanten Dichte, etwa der Dichte Eins, er- 
füllt sei, und hat unter seinem Schwerpunkt denjenigen Punkt 
zu verstehen, der sich bei dieser Annahme als Schwerpunkt ergibt. 
Entsprechendes gilt für gewöhnliche einfache Flächen- und Linien- 
stücke. An die Stelle der allgemeinen Ausdrücke für die Koor- 
dinaten La %, 2, des Schwerpunktes treten dann wesentlich ein- 
fachere Formeln. Bei konstanter Dichte ist nämlich 

1. — für einen gewöhnlichen Körper Ñ, wenn V das Volumen 
desselben bedeutet, 


ı ® ı (®) m) 
(1420) z, =F fras; ST [vas; z,=y |745, 


2. — für ein gewöhnliches einfaches Flächenstück %, wenn J 
den Inhalt desselben bedeutet, 


(& (8) 8) 
(1421) n=} [z«o; 44 va; 2, = 2 [zao, 


3. — für ein gewöhnliches einfaches Linienstück [, wenn / 
die Länge desselben bezeichnet, 


A ER (1) ı (9 n WU 
(1422) AETA cds; Y=7 [vas; ,=7T feas. 


Zusatz 3. — Bei der Ermittelung eines Schwerpunktes kann 
‚man in manchen Fällen Rechenarbeit sparen, indem man die 
folgenden auf Grund der vorangehenden Erklärungen leicht zu 
beweisenden Sätze beachtet: 

1. — Der Schwerpunkt eines Systems von zwei materiellen 
Punkten liegt auf der sie verbindenden Strecke und fällt, wenn 
beide Punkte gleiche Massen haben, mit dem Mittelpunkt dieser 
Strecke zusammen. 

2. — Man bekommt den Schwerpunkt eines gegebenen Systems 
materieller Punkte auch dann, wenn man diese Punkte irgendwie 
in zwei Gruppen einteilt, sodann den Schwerpunkt jeder einzelnen 
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Gruppe ermittelt und, nachdem man in ihm jedesmal die Gesamt- 
masse der betreffenden Gruppe vereinigt hat, den Schwerpunkt 
des so erhaltenen Systems von zwei materiellen Punkten bestimmt. 

3. — Ein dem vorigen entsprechender Satz gilt auch für die 
Teilung der Punkte eines Systems materieller Punkte in mehr als 
zwei Gruppen, sowie für die Zerlegung eines lückenlos mit Masse 
erfüllten gewöhnlichen Körpers, Flächen- oder Linienstückes in 
eine beliebige endliche Anzahl gewöhnlicher Teile. 

4. — Ist bei einem mit Masse erfüllten gewöhnlichen Körper, 
Flächen- oder Linienstück sowohl die Gestalt als die Massen- 
verteilung symmetrisch in bezug auf eine Ebene oder eine Achse, 
so liegt der Schwerpunkt in dieser Ebene, beziehungsweise dieser 
Achse, und zwar auch dann, wenn die Symmetrie nur eine schiefe 
ist. Im Fall der Symmetrie in bezug auf einen Punkt ist dieser 
selbst der Schwerpunkt. 

Übungsaufgabe. Den Schwerpunkt eines homogenen Kugel- 
oktanten vom Radius r zu bestimmen. 

Lösung: Der Schwerpunkt liegt im Innern des Oktanten und 
hat von jeder der drei den Oktanten begrenzenden Ebenen den 


Abstand 3 r. 


516. Guldinsche Regel. — In einer Ebene mit einem System 
rechtwinkeliger Koordinaten æ, y sei ein gewöhnliches Linienstück 
durch eine Gleichung y = f(x) gegeben, wobei x ein abgeschlossenes 
Intervall zu durchlaufen hat und f(x) eine daselbst nirgends nega- 
tive stetige Funktion bedeutet. Ist dann a die untere und b die 
obere Grenze dieses Intervalles und ./ der Inhalt des von dem 
Linienstück, den durch seine Endpunkte gehenden Parallelen zur 
y-Achse und dem zwischenliegenden Stück der z-Achse begrenzten 
Bereiches 3, so wird die Ordinate y, des Schwerpunktes dieses 
Bereiches durch die Gleichung 


ı ®) 
Y= fya sif fe ydydz 
gegeben, die nach Ausführung der inneren Integration die Form 
n=], ray? 


annimmt. 
Andererseits gilt für das Volumen V des durch Umdrehung 
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des Bereiches X um die x-Achse entstehenden Rotationskörpers 
nach Nr. 506 die Gleichung 


(1399) y= » [ Weitz, 


in der das nämliche Integral vorkommt wie in der vorangehenden. 
Indem man dies beachtet, erhält man leicht 


(1423) V=J-:ay,. 


Nun kann man zur Betrachtung ebener Bereiche aufsteigen, 
die sich aus endlich vielen Bereichen der soeben betrachteten Art 
durch Addition und Subtraktion zusammensetzen lassen, ja auch 
zur Betrachtung ganz beliebiger gewöhnlicher ebener Bereiche, 
deren innere Punkte alle auf der oberen Seite der x-Achse liegen, 
und sich leicht überzeugen, daß der Inhalt J eines solchen Be- 
reiches, die Ordinate y, seines Schwerpunktes und das Volumen V 
des durch Umdrehung des Bereiches um die x-Achse entstehenden 
Rotationskörpers immer ebenfalls durch die Gleichung (1423) ver- 
bunden sind. Dies ist die sogenannte Guldinsche Regel'). Mit 
Rücksicht darauf, daß 2x, nichts anderes ist als die Länge des 
Weges, den der Schwerpunkt des ebenen Bereiches bei der Um- 
drehung zurücklegt, kann man dieser Regel in Worten auch 
folgende Fassung geben: 

Denkt man sich durch Umdrehung eines gewöhnlichen ebenen 
Bereiches um eine in seiner Ebene liegende aber nicht durch das 
Innere des Bereiches gehende Achse einen Rotationskörper erzeugt, 
so ist das Volumen dieses Körpers gleich dem Inhalt des gegebenen, 
den Meridianschnitt des Körpers darstellenden Bereiches multipli- 
ziert mit der Länge des Weges, welchen der Schwerpunkt des Be- 
reiches bei der Drehung beschreibt. 


Je nach den Umständen kann man diese Regel bald zur Er- 
mittelung eines Volumens, bald zur Bestimmung eines Schwer- 
punktes benutzen. Beispielsweise folgt aus dem Umstand, daß der 


1) So genannt nach P. Guldin (1577—1643), Centrobaryca, 2. Buch 
(1640), obwohl sie sich bereits in der aus dem 12. Jahrhundert stammenden 
ältesten noch erhaltenen Handschrift der Sammlung des Pappus von 
Alexandria findet, wobei es freilich zweifelhaft ist, ob die betreffende 
Stelle von Pappus selbst oder von einem Interpolator herrührt. Vgl. Pappi 
Alexandrini collectionis quae supersunt etc, ed. Frider. Hultsch, Vol. II, 
Berlin 1877, Seite 682. 
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Schwerpunkt einer homogenen Kreisfläche mit ihrem Mittelpunkt 
zusammenfällt, für das Volumen eines Kreisrings (Fig. 58), der 


Fig. 88. 


durch Drehung einer Kreisfläche vom Radius r erzeugt ist und 
die innere Weite 2a hat, sofort der Ausdruck 


ar -2rla +r)—=2a”r’(a-+r). 


Umgekehrt kann man aus dem bekannten Ausdruck für das 
Volumen einer Kugel vom Radius r den Abstand a ableiten, in 
welchem sich der Schwerpunkt einer homogenen Halbkreisfläche, 
deren Radius ebenfalls gleich r ist, von dem diese Fläche be- 
grenzenden Durchmesser befindet. Es muß nämlich die Gleichung 


4 1 
zar=zar -2na 
gelten, aus der sich 
ie 
~ 8n 


ergibt. 

Ähnliche Überlegungen wie bisher lassen sich noch in einem 
zweiten Fall anstellen. Ist nämlich in einer Ebene mit einem 
System rechtwinkeliger Koordinaten x, y ein einfaches Linien- 
stück Í (oder auch eine einfache geschlossene Linie) durch eine 
Parameterdarstellung 

=; ya 

gegeben, bei welcher der Parameter ? von einem festen Anfangs- 
wert a bis zu einem größeren festen Endwert b stetig zuzunehmen 
hat und ø(f), y(t) Funktionen bedeuten, deren Ableitungen in dem 
abgeschlossenen Intervall (a --- b) vorhanden und stetig sind, so 
wird die Ordinate y, des Schwerpunktes des Linienstücks [, vor- 
ausgesetzt daß Z die Länge des Linienstücks bedeutet, durch die 
Gleichung 


b uch ne 
n=} [vas=} f 10V + Word 


gegeben. Andererseits gilt aber, wofern das Linienstück Í keinen 
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auf der unteren Seite der x-Achse liegenden Punkt enthält, für 
den Inhalt J der von ihm bei einer Umdrehung um die x-Achse 
erzeugten Rotationsfläche nach Nr. 510 die Gleichung 


eh r T Ee. 
(1408) JT=2a | 1O VWO +K dt, 


und es ist daher 
(1424) J=1.2ay,. 


Der Inhalt der Rotationsfläche ist also gleich der 
Länge ihrer Meridianlinie multipliziert mit der Länge 
des Weges, welchen der Schwerpunkt der Meridianlinie 
bei der Drehung beschreibt. 


Auch dieser Satz kann in doppelter Weise benutzt werden. 
Beispielsweise ergibt sich aus ihm für den Inhalt der Oberfläche 
des vorhin erwähnten Kreisrings der Ausdruck 


2rr-2r(a+r)=Ar”’r(a+r). 


Ferner findet man durch umgekehrte Anwendung mit Hilfe des 
bekannten Ausdrucks für den Flächeninhalt einer Kugel leicht, 
daß der Schwerpunkt einer homogenen Halbkreislinie vom 
Radius r (Bild eines halbkreisförmigen Drahtes) von dem ihre 


Endpunkte verbindenden Durchmesser den Abstand 2r hat. 


517. Trägheitsmoment. — Als Trägheitsmoment eines 
Systems materieller Punkte in bezug auf eine Achse bezeichnet 
man die Summe, die man erhält, wenn man die Masse eines jeden 
Punktes mit dem Quadrat seines Abstandes von der Achse mul- 
tipliziert und die so erhaltenen Produkte addiert. 

Auch dieser Begriff wird in ähnlicher Weise und auf Grund 
ganz ähnlicher Überlegungen erweitert wie der des Schwerpunktes. 
Ist nämlich ein mit Masse erfüllter gewöhnlicher Körper & ge- 
gegeben und ist nach Einführung eines Systems von Parallel- 
koordinaten x, y, z die Dichte ọ im Punkte (x, y, 2) eine stetige 
Funktion der Koordinaten dieses Punktes, so versteht man unter 
dem Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf eine ge- 
gebene Achse g das über 8 zu erstreckende Raumintegral 


fr oads 
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des Produktes r*ọ, wo r den Abstand des Punktes (x, y, 2) von 
der Achse g bedeutet. 

Wird über die Dichte eines gewöhnlichen Körpers keine be- 
sondere Angabe gemacht, so hat man unter dem Trägheitsmoment 
des Körpers in bezug auf eine gegebene Achse dasjenige Träg- 
heitsmoment zu verstehen, welches sich ergibt, wenn man sich den 
Körper mit Masse von der konstanten Dichte Eins erfüllt denkt. 


Entsprechende Erklärungen gelten für gewöhnliche einfache 
mit Masse belegte Flächen- und Linienstücke. 

Der Begriff des Trägheitsmomentes ist in der Dynamik für 
die Behandlung verschiedener Arten von Aufgaben wichtig, ins- 
besondere aller derjenigen, bei denen es darauf ankommt, die Be- 
wegung eines um eine feste Achse drehbaren starren Körpers 
(Pendel, Magnetnadel, Schwungrad usw.) rechnend zu verfolgen. 
Denn die Drehung eines solchen Körpers erfolgt jedesmal gemäß 
der Gleichung 


Trägheitsmoment mal Winkelbeschleunigung 
— Drehungsmoment. 


Auch in der Elastizitätslehre werden Trägheitsmomente ge- 
wöhnlicher ebener Bereiche (Balkenquerschnitte) in bezug auf 
Achsen, die mit ihnen in der gleichen Ebene liegen, sehr oft ge- 
braucht. 

Übungsaufgabe. Den folgenden Satz zu beweisen: Ist M 
die Masse eines gewöhnlichen materiellen Körpers, sind ferner 7 
und 7” seine Trägheitsmomente in bezug auf zwei parallele Achsen 
g und a’, von denen g durch den Schwerpunkt des Körpers geht, 
und ist endlich a der Abstand der Geraden g, g', so ist immer 


T=T-+aM. 


518. Beispiele. — 1. — Das Trägheitsmoment T, einer homo- 
genen Stange, die man sich durch 


eine Strecke von der konstanten Linien- EN 

dichte ð abgebildet denkt, in bezug 

auf eine durch den Anfang O der Rh x 

Strecke gehende Achse OX (Fig. 89) 0 T 
zu finden, wenn die Länge / der Strecke Fig. 89. 


und der Winkel « gegeben ist, den 
sie mit der einen Richtung der Achse einschließt. 
Lösung: Es ist 
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2 
T,=0 f s’sina’ds=4 dl sina’? 
0 
oder 
T,=5 Psina’ M, 


wenn M= ð} die Gesamtmasse der Stange bedeutet. 


2. — Das Trägheitsmoment T, einer rechteckigen Platte 
von den Seitenlängen a, b (Fig. 90) 
in bezug auf eine durch den Mit- 
telpunkt der Platte gehende Achse 
zu finden, die zu den Seiten von 
der Länge a parallel ist. 


Lösung: Nimmt man in der 
Ebene der Platte ein System recht- 
winkeliger Koordinaten x, y so an, 
daß der Anfang O mit dem Mittel- 

Fig. 90, punkt der Platte zusammenfällt 
und daß die &-Achse zu der Seite 
von der Länge a parallel ist, so erhält man leicht 


2 9 2 
T,= sij ydydz = »Pdz— ad 
-2 


oder 
T l 72) 
z DB bM, 


wo M=ab die Masse der Platte bedeutet. 


3. — Das Trägheitsmoment 7, einer 
rechteckigen Platte von den Seiten- 
längen a, b (Fig. 91) in bezug auf eine 
durch den Mittelpunkt der Platte gehende 
Achse zu finden, die auf der Ebene der 
Platte senkrecht steht. 


Lösung: Nimmt man in der Ebene 
der Platte ein System rechtwinkeliger 
Koordinaten x, y in der gleichen Weise 
an wie bei der vorigen Aufgabe, so findet man leicht 
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2 
T,= (x? + y’)dydx 


= | bar +de pb + ab’) 


— ,.ab(a’ +o) = 5a +0°)M, 


wo wieder M=ab die Masse der Platte bedeutet. 


Da das Quadrat des Abstandes eines beliebigen Punktes der 
Platte von der z-Achse stets der Summe der Quadrate seiner Ab- 
stände von der v- und der y-Achse des angenommenen Koordinaten- 
systems gleichkommt, so muß das Trägheitsmoment 7, mit der 
Summe der aus 2 sich ergebenden Trägheitsmomente in ‚bezug auf 
die x- und die y-Achse übereinstimmen. 


Aus dem gleichen Grunde gilt ganz allgemein die Gleichung 
1425) T,=-T,+T,, 


sobald T,, T, die Trägheitsmomente irgend eines gewöhnlichen 
mit Masse belegten ebenen Bereiches in bezug auf zwei in seiner 
Ebene liegende zu einander senkrechte Achsen OX, OY bedeuten 
und 7, das Trägheitsmoment desselben Bereiches in bezug auf die 
durch den Schnittpunkt der Achsen OX, OY gehende und zu ihnen 
senkrechte Achse bezeichnet. 


4. — Das Trägheitsmoment T, einer kreisförmigen Platte 
vom Radius r (Fig. 92) in bezug auf 
eine Achse OX, die einen Durchmesser Z 
enthält, sowie das Trägheitsmoment T, Y 
einer ebensolchen Platte in bezug auf 
die durch den Mittelpunkt O gehende zur 
Ebene der Platte senkrechte Achse OZ 
zu ermitteln. 
Lösung: Nimmt man in der Ebene | 
der Platte ein System von Polarkoordi- Fig. 92. 
naten ọ, p so an, daß sein Anfang mit O 
und seine Achse mit OX zusammenfällt, so erhält man leicht 
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n=f "ftesinn’ edeg =f? i sing’dodg 
=}r Tik sing !dg=ıa r=} 
0 


wo M=xr” die Masse der Platte bedeutet. 
Noch einfacher ergibt sich 


T=[ [eat atlruean 
ser 0 4GP = FTT E. n z 
0 0 


in Übereinstimmung mit der zu 3 gemachten Bemerkung. 
5. — Die Trägheitsmomente 7,,7,,T, einer Ellipsenfläche É 
mit den Halbachsen a und b in bezug auf die drei Achsen OX, 
OY,OZ (Fig. 93) eines Systems recht- 
winkeliger Koordinaten xv, y, z zu fin- 
den, wenn diese Achsen so liegen, daß 
die erste die Ellipsenachse von der 
Länge 2a und die zweite die Ellipsen- 
X achse von der Länge 2b enthält. 
Lösung: Man denke sich die 
Ellipse aus einem Kreise vom Radius 
Fig. 9, a durch Projektion abgeleitet, denke 
sich die Fläche dieses Kreises durch 
Radien und konzentrische Kreise in Elemente zerschnitten und 
sodann durch Projektion dieser Zerschneidung eine entsprechende 
Zerlegung der Ellipsenfläche € durch eine Schar vom Mittelpunkt 
ausgehender Halbstrahlen und eine Schar ähnlicher und ähnlich 
gelegener Ellipsen hervorgebracht. Analytisch wird dies dadurch 
ausgeführt, daß man in der Ebene der Ellipse statt der Koordi- 
naten x, y mittels der Gleichungen 


= 


ļ : 
x= p COSY ; Q => osing 


zwei neue Rn ọ, p einführt, von denen die erste das 
Intervall (0---a) und die zweite das Intervall (0---2x) zu durch- 
laufen Ai Dann ergibt sich für den Inhalt do des zu den 
Differentialen dọ, dp gehörenden Elementes von E der Ausdruck 


d= 2 ọdọ do. 
Man erhält daher 
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(€) 2n ra \2 
T,— fra f osno)? 2 gdedy 
A ac 
5 Te sing’dodp =} at’ f” sing’dg 
a 


=} zab =} 0M, 
wo M= xab die Masse der Ellipsenfläche bedeutet. 
Ganz ähnlich findet man 


(©) 2n ra 2n 
T,= ff } t eosp’dedp— 1 ab f coso’ do 


E un à 


2 7, 
ri aM 


und bekommt hierauf 
(©) 2 2 2 
Ty fe +y’do=T, + T,=} (a +0°)M. 


Bei einer Zerschneidung der Ellipsenfläche durch zwei Scharen 
von Parallellinien zu den Achsen OX und OY würde man schließ- 
lich auch zu den eben erhaltenen Formeln gelangen, aber erst 
nach etwas längerer Rechnung. 

6. — Die Trägheitsmomente T, und T, eines Kreisabschnitts 
(Fig. 94) in bezug auf seine Symmetrie- 
achse OX und die dazu senkrechte durch Y 
den Mittelpunkt O des Kreises gehende 
und in dessen Ebene liegende Achse OY r 
zu finden, wenn der Radius r des Kreises 
und der dem Abschnitt entsprechende 


Zentriwinkel 2« gegeben sind. i 2 
Lösung: Man erhält 
Va | 
T= |" f ae ? dydz Fig. 9. 
COS QY 0 
= 
=> yr I "dr 
rcosa 
2 0 9 Q 
--5/ r‘sing'do—= | sing'dp 
a 0 
v. Mangoldt, Einführung, II. 22 
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=ż}r g [cos(4p)— 4cos(2 p) + 3]dp 


=5" 6 sin (4a) — 2sin(2a) + 3a] 

ar 5 sin (2a)cos(2e) —2sin (2a) + 34| 

- ar |sinacosa(1 — 2sine’) — 4sina cosa + 3a] 
=}r [3 (e —sinacosa) — 2sina" cosa]. 


Bedenkt man nun, daß die Masse M des Kreisabschnitts durch 
die Gleichung 
M=r*(«— sinacose) 


gegeben wird, so kann man der zuletzt erhaltenen Gleichung 
auch die Form geben 


2 sin a” cosa ] 
8 a—sinacosa | 


Ls 
T,=7zr [1— 


Ähnlich findet man 


R AET, r == 
2] ji de LV — rda 
reosaVo rcos« 
0 
-2f r* c08p’ sing’ do = "i [sin 2g) do 
a 


ESN i 1, 
=7" [1 — cos (4g) dp = 1 sin(4a) 
0 

= 7 r* [a —sinacosa(1 — 2sina?)] 

oder schließlich 
i UE S sin «’cosa 
IEN [i +2 a— en | M- 
7”. — Die Trägheitsmomente T, und T, eines Kreisaus- 

schnitts (Fig. 95) in bezug auf seine Symmetrieachse OX und 


die dazu senkrechte durch den Mittelpunkt O des Kreises 
gehende und in dessen Ebene liegende Achse OY zu finden, 
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wenn der Radius r des Kreises und der dem Ausschnitt 
y, 


entsprechende Zentriwinkel 2« gegeben 
sind. i 


Lösung: Man erhält bei Anwendung 
von Polarkoordinaten 


@ LO 
T,=2 | Sesinn’eaeay 
0 0 


[74 P 3 
=f fr sing’ dodo 
0 0 


1 4 « n 2 1 4 Gi D 
=z" | sing do—zr | [1—cos(2g)]do 
á 0 0 


Fig. 95. 


PEE E T Ainasose 
={r le-zsin 2a] Zr*(1 z )M, 


wo M=r?’« die Masse des Kreisausschnitts bedeutet. 
Ganz ähnlich findet man 


“or ET J 
n=:f f (cosg) odedo=2 f P ọ coso“ dodo 
0 0 0 0 


Q [24 
ai l “f sg [1 + cos(2g)]do 
0 0 


1 RR A i b 
== 4 a E -f- y sin(2a)| =- ir (1 + ne M. 


\ 


8. — Das Trägheitsmoment T, eines rechtwinkeligen 
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Parallelepipedons (Fig. 96) von den Kantenlängen a, b, e in 
bezug auf die durch den Mittelpunkt gehende Achse zu finden, 
die zu den Kanten von der Länge a parallel ist. 


Lösung: Man findet leicht 


e ò a 
n=8| | W redriyer 
0 0 0 
CE 2: A 
=1a f’ f'o +Hayas-aa ('|3(5) +42 |a: 
0 0 0 


-ide i E itt A 
= 0+ e)M, 


wo M=abc die Masse des Parallelepipedons bedeutet. 


Anmerkung. Will man von der für ein Parallelepipedon 
geltenden Gleichung 


T,= 4 abe(b? + e) 
zu der unter 2 gefundenen Gleichung 
1 3 
s la =5 ab 


für das Trägheitsmoment einer rechteckigen Platte übergehen, so 
darf man nicht etwa einfach c—=0 setzen, denn dann würde ja 
die rechte Seite der zuerst erwähnten Gleichung ebenfalls gleich 
Null werden. Man muß vielmehr beachten, daß man sich im einen 
Fall das Parallelepipedon mit Masse von der Raumdichte Eins, 
im anderen dagegen die Platte mit Masse von der Flächen- 
dichte Eins erfüllt denkt und daß Raumdichte und Flächendichte 
Größen verschiedener Dimension sind. Man kommt dann zum 
Ziel, wenn man sich das Parallelepipedon zunächst mit Masse 


von der Raumdichte 5 erfüllt denkt, so daß sich, falls man 


eine der Seitenflächen mit den Kantenlängen a, b als Grundfläche 
ansieht, über der Flächeneinheit dieser Grundfläche stets die Masse 


e= befindet. Dann tritt nämlich an die Stelle des Ausdrucks 


T,= 2 abe(b? + c°) der Ausdruck 
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1.1 abet +N—abb’ +e), 


und wenn man jetzt e unendlich klein werden läßt, so erhält 
man in der Tat den früher gefundenen Ausdruck für das Träg- 
heitsmoment einer Platte von der Flächendichte Eins. 


— Die Trägheitsmomente T,, T, eines geraden Kreis- 
ope (Fig. 97) vom Radius r und der Höhe h in bezug auf. 
seine geometrische Achse und in bezug auf eine durch seinen 
Mittelpunkt gehende Achse zu finden, die 
auf der geometrischen Achse senkrecht Z 
steht. 


n Es ist 


e fe dodydz 


1 
ir . 2a- ar th=} r M, 


> 


wo M= xzr*h die Masse des Zylinders be- 
deutet. Ferner ist 


h 
3 pn pr 
Pj= 2f J J (esing)’ + z"Jededgdz DET 
0 v0 “0 


h 
Ep 
DT R Sag RE 1 2,24 dz 
= REF) pdz 
0 0 


ENE fE E "aa er j 
2af (arts dz 2(; pr htr h’) 
=} rr h(r + zi )=3 +s K) M. 


10. — Das Trägheitsmoment T einer Vollkugel vom Radius Æ 
(Fig. 98) in bezug auf einen Durchmesser zu finden. 


Lösung: Indem man die Endpunkte S, N des in Frage 
kommenden Durchmessers als Süd- und Nordpol ansieht und dann 
räumliche Polarkoordinaten benutzt, erhält man 
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F 2x „R 
T=f J) f (r cosp)’r’ cospdrdidy 
— u 0 
2 


= 2n pR 
=j r J r*cosp drda do 
0 0 


z 
l p5 E 8 
—=—R'.2r coso do 


2 


1 »5 : 2\ 7, 
=z; 2ak | (1—w)du 


1 


wo M =f aR die Masse der Kugel bedeutet. 


11. — Das Trägheitsmoment T' eines Kreisrings (Fig. 99) in 
bezug auf seine geometrische Achse zu finden, wenn der Radius r 
seines Meridianschnitts und seine innere 
Weite 2a gegeben sind. 

Lösung: Man denke sich in einem 
der kreisförmigen Meridianschnitte des 
Ringes die Schar der vom Mittelpunkt 
ausgehenden Halbstrahlen sowie die 
Schar der konzentrischen Kreise, denke 

Fig. 9. sich durch Umdrehung dieser Linien- 

scharen um die Achse des Ringes eine 

Schar von Kegeln und eine Schar von Ringflächen erzeugt und 

benutze zur Zerlegung des Ringes in Elemente diese beiden 

Flächenscharen und die Schar der durch die Achse gehenden Meri- 

dianebenen. Dies kommt analytisch darauf hinaus, zunächst ein 

System rechtwinkeliger Koordinaten x, y, z anzunehmen, dessen 

Anfang O mit dem Mittelpunkt und dessen z-Achse mit der Achse 
des Ringes zusammenfällt, und dann durch die Gleichungen 


x= (a +r + 0C08Yp)Ccos2 


y=(a +r -+ ọcoso)sin? 
z =ọsino 


EEE 
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drei neue Veränderliche ọ, A, œ einzuführen, von denen die erste 
das Intervall (0 ---r) und jede der beiden anderen das Intervall 
(0---2x) zu durchlaufen hat. Man erhält dann für den Inhalt dS 
des zu den Differentialen do, dA, dp gehörenden Raumelements 
die Gleichung 


dS—(a+r+ocosp)odgdidp 


und bekommt daher 
an Pn fr 1 
tf $ ji (a--r-+ocosp) ododidp 
0 0 0 


rP2rr -f2n fr 5 me h < 
=] J J [(a +r) o +3(a + r)”g cosp + 3(a + r)o cosg 
0 0 0 
+ o*cosp’]dodidp 


2n P 
=2xf h (a + rjr? + (a+ r)?’ r? coso - ža + r)r* cosg? 
6 


Hrsg” | do. 
Nun ist aber 


P2 ) 


2n 2x 27 š 
N: cospdp=—V; J coso do =x; fi coso dp—U. 
0 0 0 

Daher ergibt sich 

T=22° K +rn’r + 2 (a +r) a 
TT 2f UREE E OE E 
—=2x(a+r)r [a+r +zr \=[a+n +77 |, 
è J L 


wo M—2x°”(a+r)r” die Masse des Ringes bedeutet. 


519. Potential. — Ein materieller Punkt von der Masse m 
habe in einem rechtwinkeligen räumlichen Koordinatensystem die 
Koordinaten $, y, č und wirke nach Newtons Anziehungsgesetz 
auf einen zweiten an einer anderen Stelle des Raumes befindlichen 
materiellen Punkt, der die Masse Eins und die Koordinaten x, y, 2 
hat und als Aufpunkt bezeichnet werden möge. Dann wird die 
Größe der auf diesen letzteren ausgeübten Anziehung durch den 
Ausdruck i 
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ga 
7? 


gegeben, wo r=ŅV @— 8 + y —n)’ +(z— 0? den Abstand der 
Punkte ($, 7, ©) und (x, y, 2) und Œ die sogenannte Gravitations- 
konstante bedeutet (vgl. Nr. 141, Bd. 1, S. 285). Ferner sind die 
Richtungskosinus der Anziehung beziehentlich gleich den Quo- 
tienten 


Folglich haben die Komponenten der Anziehung nach den 
Koordinatenachsen die Werte 
m~a). mn—y). n&—2), 
G r? 3 G r? ? G z$ 
Nun erhält man aber, wenn man die Koordinaten z, y, z des 


Aufpunktes als veränderlich ansieht, durch partielle Differentiation 


des Quotienten ”" 


7 _drdr__ma—-t _mk—a) 
dx dr òx a; r 
und ganz ähnlich 
m m 
7 _mm-y), d7 __mk-2) 
dy Fi Fi a 


Die drei Anziehungskomponenten stimmen also, abgesehen von 
dem Faktor GŒ, mit den nach den Koordinaten x, y, z des Auf- 
punktes genommenen partiellen Ableitungen ein und derselben 


Funktion dieser Koordinaten, nämlich des Quotienten y=" überein. 


Ähnliches gilt auch in dem Fall, daß ein und derselbe mit 
der Masse Eins versehene Aufpunkt gleichzeitig von mehreren 
anderen materiellen Punkten nach Newtons Gesetz angezogen 
wird. Ist nämlich n die Anzahl dieser anderen Punkte, sind ferner 
& Mis Sı5 Šas Nas Co; *** Ens 7, Ën ihre Koordinaten in einem recht- 
winkeligen System, m;, M, --- m, ihre Massen und r}, ra, +- p 
ihre Abstände vom Aufpunkt und sind endlich x, y, z die Koor- 
dinaten des Aufpunktes, so werden die Komponenten der Resultante 
aller auf diesen letzteren ausgeübten Anziehungen durch die 
Ausdrücke 
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Mm, 15 ER m, (n, — y) m, (G 2) 
I” 2 Ey à 1 Ee G9” à 2 
4=1 154 i=1 
dargestellt. Auch diese Komponenten lassen sich aber, wie man 
leicht erkennt, aus einer einzigen Funktion der Koordinaten x, y, z 
durch partielle Differentiation in bezug auf x, y, z ableiten, und 
zwar bei Unterdrückung des Faktors @ aus der Funktion 


s 5 am 
=X = 
i=1 

Dieses Ergebnis läßt sich nun in folgender Weise abermals 
erweitern: Man denke sich einen gewöhnlichen mit Masse erfüllten 
Körper & gegeben, in welchem die Dichte nach Einführung eines 
rechtwinkeligen Koordinatensystems eine stetige Funktion o($, 7, č) 
der Koordinaten &, 7, £ desjenigen Punktes ist, auf den sie sich 
bezieht. Diesen Körper denke man sich in eine beliebige Anzahl 
n von meßbaren Teilen zerlegt und zwischen diesen irgend eine 
Rangordnung hergestellt. Dann gibt es für 2=1,2,...n im 
Innern oder auf der Grenze des A-ten Teiles jedesmal einen Punkt 
(&, 27, ča) von solcher Beschaffenheit, daß das Produkt der Dichte 
e(& Na ča) mit dem Volumen v, des A-ten Teiles gleich der Masse 
dieses Teiles ist, und wenn man jeweils die Masse des A-ten 
Teiles in diesem Punkte vereinigt, so erhält man ein System 
materieller Punkte, dessen Gesamtanziehung auf einen außerhalb 
g Henn Aufpunkt von der Masse Eins und den Koordinaten 
x, y, z die Komponenten 

E (£ — z) o (p KFE Ee, y < (na — y) o(p Ny SGA 
P Bene must ei: Re 
G 5 ee La 


i=1 


hat, vn=V(e—5)% + (Y — m)? + (z— t)? jedesmal den Ab- 
stand des Punktes (£,, 7,, &) vom Aufpunkt (x, y, 2) bedeutet. 

Diese Komponenten können nun aber dadurch, daß man für 
den Abstand zweier zu ein und demselben Teil gehörenden Punkte 
eine hinlänglich kleine positive Konstante als nicht zu über- 
schreitende Grenze vorschreibt, den Grenzwerten 
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«TE meEnd ag; a “fawn d5; 
r r 


v 


gemt 45 
r 
beliebig nahe gebracht werden, wo jetzt dS das Volumenelement 
des Körpers $, &, y, £ die Koordinaten dieses Elementes und 


r=V(@—9°+y—n)"+(e—0* den Abstand desselben vom 
Aufpunkt bedeuten. Auch wenn man für 2=1,2,--- n die Masse 
des A-ten Teiles nicht gerade im Punkte ($,, %1, &), sondern in 
irgend einem anderen im Innern oder auf der Grenze des }-ten 
Teiles liegenden Punkte vereinigt, bleibt das Endergebnis das 
nämliche, da man in ähnlicher Weise schließen kann wie in 
Nr. 515, Zusatz 1. 

So kommt man dazu, dem lückenlos mit Masse erfüllten 
Körper f eine Anziehung auf den am Ort (x, y, 2) befindlichen 
Aufpunkt zuzuschreiben, welche die oben angegebenen Grenzwerte 
zu Komponenten hat, und kann auch gar nicht anders verfahren, 
wenn das Newtonsche Gesetz ausnahmslos gültig bleiben und 
zwischen den Bildern, die man sich von den Dingen macht, kein 
Widerspruch auftreten soll. 

Die in den angegebenen Komponenten zu der Gravitations- 
konstante @ hinzutretenden Faktoren sind aber, wie man leicht 
bestätigen kann, auch jetzt nichts anderes als die partiellen Ab- 
leitungen einer gewissen Funktion der Koordinaten x, y, z des 
Aufpunktes, nämlich der Funktion 


(1426) v_ "fe neas, 
P 


Entsprechendes gilt endlich auch für den Fall eines mit 
Masse belegten Flächen- oder Linienstücks. 

In jedem der bisher erwähnten Fälle bezeichnet man nun die- 
jenige Funktion V, deren partielle Ableitungen nach Multiplikation 
mit der Gravitationskonstanten @ den Komponenten der auf den 
Aufpunkt ausgeübten Anziehung gleichkommen, als das Potential 
der anziehenden Massen, und wenn man von dem Potential eines 
gewöhnlichen Körpers, Flächen- oder Linienstücks redet, ohne 
eine Angabe über die Dichte hinzuzufügen, so hat man 
darunter immer dasjenige Potential zu verstehen, welches sich 
ergibt, wenn die Dichte den konstanten Wert Eins hat. 
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Der so erklärte Begriff des Potentials ist auch für die Elek- 
trizitätslehre von Wichtigkeit und hat dort eine ganz ähnliche 
Bedeutung. Denn das für die Elektrostatik geltende Coulombsche 
Gesetz über die Wirkung eines elektrisch geladenen Punktes auf 
einen anderen geht aus dem Gravitationsgesetz durch einfache 
Vertauschungen hervor: Man hat ja nur nötig, an die Stelle der 
Massen der beiden Punkte deren Ladungen und an die Stelle der 
(Gravitationskonstanten eine negative Zahl (im elektrostatischen 
Maßsystem die Zahl (— 1)) zu setzen, da gleichnamige Ladungen 
einander nicht anziehen, sondern abstoßen. 

520. Beispiele. — 1. — Das Potential V(z) einer homogenen 
Kreisscheibe (Fig. 100) vom Radius Æ und der 
Flächendichte œ in bezug auf einen Auf- 
punkt P zu ermitteln, der auf der Achse der 
Scheibe im Abstand z vom Mittelpunkt O der 
Scheibe liegt. 

Lösung: Führt man in der Ebene der 
Scheibe ein System von Polarkoordinaten ( 
0, p ein, dessen Anfang mit dem Mittel- ` 
punkt der Scheibe zusammenfällt, so erhält 
man leicht 


2m PR ra 
v2) =f J voded? Iro A F RE e. 
0 0 Vz’+0 
Die Anziehung der Scheibe auf eine in P befindliche Masse 
Eins ist von P gegen O, also der Richtung der wachsenden z ent- 
gegen gerichtet. Sie wird daher, wenn @ wieder die Gravitations- 
konstante bedeutet, durch das Produkt 
— GV’ «= @2ra|1— —— 
nr \ N) 
dargestellt, zu welchem man auch direkt durch Ausführung der 
Integrationen in dem Ausdruck 


af” 'Rzwododo 
= 
E Jo Vr+e 


gelangen könnte. 

Rückt der Aufpunkt P dem Mittelpunkt der Scheibe unbe- 
grenzt nahe, so bleiben das Potential und die Anziehung beide 
endlich und nähern sich beziehentlich den Grenzwerten 


2rzoR und Gro. 
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Dabei verdient hervorgehoben zu werden, daß der Grenz- 
wert G@2zo der Anziehung von dem Radius Æ der Scheibe 
unabhängig ist. 

2. — Eine homogene Kugelschale von der Dichte ọ habe den 
inneren Radius R, und den äußeren Radius R,. Man soll ihr 
Potential V in bezug auf einen Auf- 
punkt P finden, der entweder 

A. — im Außenraum der Schale 

oder 

B. — im Innern des von ihr 

umschlossenen Hohlraums 
liegt. 

Lösung: Man denke sich 
(Fig. 101) ein System räumlicher 
Polarkoordinaten r, A, œ angenom- 
men, dessen Anfang mit dem Mittel- 
punkt O der Kugelschale zusammen- 
fällt und dessen Achse gegen den 
Aufpunkt P hin gerichtet ist. (Sollte 
P mit O zusammenfallen, so kann 

Fig. 101. die Richtung der Achse nach Be- 

lieben gewählt werden.) Dann ist 

der Abstand eines beliebigen innerhalb der Kugelschale liegenden 

Punktes Q mit den Koordinaten r, A, 9 vom Aufpunkt P aus dem 

Dreieck QOP leicht zu berechnen. Setzt man nämlich zur Ab- 
kürzung 


OP=2, 
so erhält man 


QP-Vr 4A —arzsing. 
Für das gesuchte Potential V ergibt sich daher die Gleichung 


da Ye A *cosgdrdido f 
E R, Vr "+ 2” —2rzsing 


R 27 
=ef y p rreospdAdpar f 
R Y_2z #0 Vr+ +2°— 2rzsinp 
2 
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By = 
220 | 3 E: Sos papår -22e f, T rauen 
R, E fa ma =- Ərzsing Vr4 +z —2rzu 


Rr ; Ben. 
20 f Aos V r? +2" —2rzular 
R 
1 =] 


ee (Vr? +2 +2rz-Vr’+2°—2rz)dr 
ef fr +2 — yr +e’ —2rz)dr. 


Von nun an sind, da unter Vr +2? —2rz stets der positive 
Wurzelwert zu verstehen ist, zwei verschiedene Fälle zu unter- 
scheiden, je nachdem z>.R, oder z< .R, ist. 

A. — Es sei z> Ra, das heißt, der Aufpunkt P liege 
im Außenraum der gegebenen Schale. 

Dann ist jeder innerhalb der Integrationsgrenzen liegende 
Wert von r kleiner als z und daher 


Vr +2 -2r=:—r, 
folglich 
2no R, 2 
p ví 2r'dr 
2 R, 
oder schließlich 
(1427) vl! — R=”, 


wo M =4 oR? — R}) die Gesamtmasse der Kugelschale bedeutet. 


Das Potential ist also im vorliegenden Falle genau dasselbe, 
wie wenn die ganze Masse der Kugelschale in deren Mittelpunkt 
vereinigt wäre. Folglich ist auch die Anziehung einer homogenen 
Kugelschale auf einen in ihrem Außenraum befindlichen materiellen 
Punkt die gleiche wie die eines im Mittelpunkt der Schale be- 
findlichen materiellen Punktes, dessen Masse derjenigen der Kugel- 
schale gleichkommt. Entsprechendes gilt natürlich auch für eine 
homogene Vollkugel, da nichts im Wege steht, in der vorangehenden 
Betrachtung R, =0 zu setzen. 


B. — Es sei z< R,, das heißt der Aufpunkt P liege 
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im Innern des von der Kugelschale umschlossenen Hohl- 
raums. 

Dann ist jeder innerhalb der Integrationsgrenzen liegende 
Wert von r größer als z und daher 


folglich 


oder schließlich 
(1428) V=22ọ (R — Ri). 


Dieser Ausdruck enthält den Abstand z überhaupt nicht mehr. 
Das Potential einer homogenen Kugelschale in bezug auf einen 
im Innern ihres Hohlraums liegenden Aufpunkt hat also immer 
denselben Wert, an welcher Stelle des Hohlraums sich auch der 
Aufpunkt befinden mag. Folglich sind die Ableitungen dieses 
Potentials nach den Koordinaten des Aufpunktes in irgend einem 
rechtwinkeligen System stets sämtlich gleich Null. Eben deswegen 
übt die Kugelschale auf einen innerhalb ihres Hohlraums liegenden 
Aufpunkt keine Anziehung aus. Die von ihren einzelnen Teilen 
ausgehenden Anziehungskräfte heben sich vielmehr immer gerade 
gegenseitig auf. 


Integration vollständiger Differentiale. 


521. Integration der Differentiale von Funktionen von 
zwei Veränderlichen. — Als eine Erweiterung der Aufgabe, das 
unbestimmte Integral einer für ein Intervall gegebenen und da- 
selbst stetigen Funktion zu finden, erscheint die folgende bei 
manchen Gelegenheiten sich darbietende 

Aufgabe: Für ein Kontinuum B im Gebiet von zwei reellen 
Veränderlichen x, y sind zwei Funktionen f(x, y), fs(&, y) gegeben, 
deren partielle Ableitungen erster Ordnung daselbst vorhanden 
und stetig sind. Man soll für das Kontinuum B eine dritte Funk- 
tion fix, y) so bestimmen, daß sie daselbst sowohl nach x als nach 
y differenzierbar ist und daß ihre partiellen Ableitungen f(x, yY), 
fyl®, y) beziehentlich mit den gegebenen Funktionen f(x, y), fa(x, y) 
übereinstimmen. 

Man erkennt leicht, daß diese Aufgabe durchaus nicht immer 
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lösbar ist. Wenn es nämlich eine Funktion f(x, y) gibt, welche 
sie löst, also die Gleichungen 


fala, y) e fı (£, y) ; fy, y) —f,e, y) 
gleichzeitig befriedigt, so ist infolge dieser Gleichungen 


df (æ, y) df (x,y) 
fay y) =- T ; fr, y= T 


Nun ist aber bei den gemachten Voraussetzungen notwendig 


faj @, y) —fy.(%, y) 4 

Also kann die gestellte Aufgabe überhaupt nur dann 
lösbar sein, wenn die gegebenen Funktionen fi(%, y), fa(®, y) 
in Y überall die Gleichung 

P òf (æ, y) òfo (æ, y) 
(1429) a 5 
erfüllen. Diese notwendige Bedingung heißt die Integrabilitäts- 
bedingung. 

Eine einfache Überlegung zeigt ferner, daß die gestellte Auf- 
gabe im Fall ihrer Lösbarkeit stets unendlich viele verschiedene 
Lösungen hat. Denn aus jeder Lösung entsteht durch Addition 
einer beliebigen Konstanten wieder eine Lösung. Umgekehrt geht 
aber auch jede Lösung aus jeder anderen durch Addition einer 
Konstanten hervor. Denn die Differenz zweier verschiedenen 
Lösungen ist eine Funktion, deren partielle Ableitungen in ® 
beide dauernd gleich Null sind, und für Funktionen von zwei Ver- 
änderlichen gilt ähnlich wie für Funktionen einer einzigen Ver- 
änderlichen der folgende 

Lehrsatz: Wenn eine Funktion glæ, y) von zwei reellen Ver- 
änderlichen x, y in einem Kontinuum in bezug auf jede dieser 
Veränderlichen differenzierbar und jede ihrer partiellen Ableitungen 
erster Ordnung daselbst dauernd gleich Null ist, so ist die Funk- 
tion in dem Kontinuum konstant. 

Der Beweis läßt sich ohne Mühe in ähnlicher Weise er- 
bringen wie der des Hilfssatzes in Nr. 439. 

Wenn das Kontinuum $ nur einfach zusammenhängt, so ist 
das Erfülltsein der Integrabilitätsbedingung (1429) für die Lös- 
barkeit der gestellten Aufgabe nicht nur notwendig, sondern 
auch hinreichend. Bei einfachem Zusammenhang von ® bildet 
nämlich ein ganz in Y verlaufender geschlossener und sich selbst 
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nicht schneidender Treppenweg g jedesmal die vollständige Be- 
grenzung eines Teiles T von B, und man kann daher die über 
g in der Richtung eines positiven Umlaufs um 7 erstreckten 


(8) (8) 
Linienintegrale T fi(@, y)dx und R f.(&, y)dy mittels der in 


Nr. 498 angegebenen Gleichungen (1377) und (1379) in Flächen- 
integrale verwandeln, die über È zu erstrecken sind. So er- 


hält man l: 
s , 
ne nae-— IE: V) lo 


(8) Spark 
In. y)dy = T Be, 


und sodann durch Addition 


(9) Rrparen) df æy) 
fire, y)dæ + fax, y)dy = T CURB, 


Hier ist aber das rechts stehende Flächenintegral gleich Null, 
sobald die Funktionen f(®, y), fa(%, y) in Y überall die Integra- 
bilitätsbedingung (1429) erfüllen. Also gilt dann für einen ge- 
schlossenen sich selbst nicht schneidenden und ganz in B ver- 
laufenden Treppenweg g stets die Gleichung 


(9) 
(1430) [near + na wan=0, 


und diese Gleichung bleibt auch noch dann bestehen. wenn die 
Forderung, daß der Treppenweg sich nicht selbst schneiden soll, 
aufgegeben wird. Denn das Integral kann dann in eine Summe 
von endlich vielen Integralen aufgelöst werden, die über ge- 
schlossene sich selbst nicht schneidende Treppenwege zu er- 
strecken sind. 

Das durch die Gleichung (1430) ausgedrückte Ergebnis er- 
möglicht nun aber die Herstellung einer der obigen Aufgabe ge- 
nügenden Funktion. Nimmt man nämlich in X eine feste Stelle 
(£o, Yo) nach Belieben an und zieht man von ihr einen ganz in ® 
verlaufenden Treppenweg [ bis zu einer beweglichen Stelle (x, 4), 
so ist das über diesen Weg erstreckte Linienintegral 


(1) 
f AE MaE + falë, Mdn; 
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solange der Endpunkt von Í festgehalten wird, nicht von der 
Gestalt des Integrationsweges [ abhängig, sondern lediglich durch 
die Lage des Endpunktes von {í bestimmt. Denn zieht man vom 
Punkte (£o, ya) zum Punkte (w, y) noch irgend einen anderen in 
9 verlaufenden Treppenweg l’, so bilden der Weg í und der in 
umgekehrter Richtung genommene Weg |’ zusammen einen ge- 
schlossenen Treppenweg, und es ist daher 


U) (t) 
SEG Daeth man [ing mas+r46 Dd=o, 


oder 
(Ü) (e) Hr; 
F ilS ndë + falë, n) dn] = f Al, mMds+ falë, ndn). 


Das in Rede stehende Integral ist also eine Funktion 
fæ, y) der Koordinaten x, y des Endpunktes von L 

Diese Funktion ist ferner in bezug auf x differenzierbar. 
Denn erteilt man der Veränderlichen x einen Zuwachs Ah, der so 
nahe bei Null liegt, daß die gerade Verbindungsstrecke der Punkte 
(x, y) und (x+h, y) ganz zu B gehört, so kann man den Funk- 
tionswert f(x + h, y) dadurch bilden, daß man das Integral des 
Ausdrucks [f (€, mds + fS, n)dn) zuerst über einen von (£o, Yo) 
nach (x, y) führenden in X verlaufenden Treppenweg und dann 
von (æ, y) bis (x+ h, y) über die gerade Verbindungsstrecke $ 
dieser beiden Punkte erstreckt. So erhält man 


Or. 
fa + h, y) = fæ, Y) + fi Mile MAE + falë, Män. 


Da nun aber längs der Strecke $ überall =y und dy = 


ist, so ergibt sich 


i (8) 
fix + h, y) — fix, y) = fre y)ds 


c+h 
= S RG Das=ıfı@+ 9h y), 
T 
wo 0<#<£1 ist. Man erhält daher 
feth D REN 404 eh y) 


und erkennt hieraus sofort, daß die Funktion fx, y) in der Tat 
v. Mangoldt, Einführang, III. 23 
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an jeder zu ® gehörenden Stelle in bezug auf æ partiell differen- 
zierbar ist und die Gleichung 


EN faa, y) 


befriedigt. Ganz ebenso läßt sich zeigen, daß sie auch nach y 
partiell differenziert werden kann und daß überall 


ò flg, 
en g = fa(£, Y) 

ist. Somit ist es, wenn B einfach zusammenhängt und die Inte- 
grabilitätsbedingung (1429) erfüllt ist, in der Tat möglich, eine 
Funktion f(x, y) zu bestimmen, welche die oben gestellte Aufgabe 
löst. Die Summe 


fix, dx + falx, y)dy 
stellt daher, sobald die eben angegebenen Voraussetzungen erfüllt 
sind, das vollständige Differential einer Funktion der Veränder- 
lichen x, y dar. Eben deswegen wird dann die Ermittelung einer 
den Gleichungen 


fey) dfg, y) 


N — fila, y); dy = f(x, y) 

genügenden Funktion kurz als die Integration eines voll- 
ständigen Differentials einer Funktion von zwei Veränderlichen 
bezeichnet. 

Ist dagegen B zweifach zusammenhängend, wie z. B. das 
Ringgebiet zwischen zwei konzentrischen Kreisen (Fig. 102), so 
kann man allerdings aus B durch einen ge- 
»~  eigneten Querschnitt AB ein einfach zu- 
„Aà sammenhängendes im wesentlichen mit ® 
"0 \ sich deckendes Kontinuum 3’ ableiten und 
BR für dieses letztere eine Lösung f(x, y) der 
Er Sy vorgelegten Aufgabe herstellen. Aber es 

/ kann dann vorkommen, daß die Funktion 
: f(x, y) an zwei Stellen P, Q, die den beiden 
Fig. 102. Ufern des Querschnitts angehören fund ein- 

ander gerade gegenüber liegen, verschie- 

dene Werte annimmt. Trifft dies zu, so gilt dasselbe natürlich 
auch für jede andere Lösung, da eine solche sich von der Funk- 
tion fx, y) immer nur um eine Konstante unterscheiden kann. 
Eben deswegen ist es dann unmöglich, für das zweifach zu- 


Ds E 
t A as. 
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sammenhängende Kontinuum B eine Funktion zu bestimmen, welche 
allen Anforderungen der gestellten Aufgabe genügte. Entsprechen- 
des gilt natürlich erst recht, wenn das Kontinuum 8 noch mehr 
als zweifachen Zusammenhang hat. 

Nachdem einmal festgestellt ist, daß die in Rede stehende 
Aufgabe für jedes einfach zusammenhängende Kontinuum eine 
Lösung zuläßt, kann man sich natürlich zur Auffindung einer 
Lösung jedes beliebigen zum Ziele führenden Verfahrens bedienen, 
und in den praktisch vorkommenden Fällen geht man hierzu in 
der Tat meistens in anderer Weise vor als bei dem vorangehenden 
theoretischen Nachweis. In diesen Fällen sind nämlich in der 
Regel für die Funktionen f,(z, y), f(x, y) Darstellungen durch 
geschlossene analytische Ausdrücke gegeben. Trifft dies zu, so 
sucht man zunächst eine Funktion herzustellen, die wenigstens 
der Bedingung genügt, daß ihre partielle Ableitung in bezug auf 
æ mit der Funktion /,(&, y) übereinstimmt. Zu diesem Zweck 
integriert man den Ausdruck f(x, y) so, wie wenn y das Zeichen 
einer Konstanten wäre. Ist dies gelungen und hat man dadurch 


[fie y)dz— F(x, y) 


erhalten, wo auch F(x,y) einen geschlossenen analytischen Aus- 
druck bedeutet, so setzt man jetzt, unter ø(y) eine noch zu be- 
stimmende Funktion von y allein verstehend, 


fz, y) = Fæ, y) + oy). 
Dann ist immer 
fz(z, )=F,t, y) fl, y) : 
wie auch die Funktion g(y) beschaffen sein mag. Aber auch die 
zweite Forderung, daß f (Œ, y)—= f(x, y) sein soll, läßt sich er- 
füllen, und zwar durch passende Verfügung über die Funktion 
oly) Damit nämlich 
fala, y) =F,, y) + gy) =f,@, y) 

werde, ist nur nötig 


u) fife, y) —F,@, y)idy 


zu setzen, und dies ist in der Tat zulässig, da die Veränderliche 
x aus dem Ausdruck, der rechts unter dem Integralzeichen steht, 
von selbst herausfäll. Durch Differentiation dieses Ausdrucks 
nach & erhält man nämlich 

23* 
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EN) 7 df (2, y) df,a,y) dfe, y) 
To — F.(a,y)= a zul, Y. =; et; 


so daß die Differenz [f,(z, y) — F,(&, y)] nicht von x abhängen kann. 
522. Beispiele. — 1. — Eine Funktion fæ, y) der völlig freien 
Veränderlichen x, y so zu bestimmen, daß sie die Gleichungen 


EN a — Ary + 2; E =g egy +5 
befriedigt. 

Lösung: Man überzeugt sich mit einem Blick, daß die rechten 
Seiten der vorstehenden Gleichungen die Integrabilitätsbedingung 
erfüllen. Also ist die gestellte Aufgabe lösbar, und zwar ergibt 
sich die Lösung durch den Ansatz 


fiz, y) = | (6x? —4xy + 2)dx + ply) 


= 22° —22°y +22 + ply), 
wo 9(y) eine Funktion von y allein bedeutet. Zur Bestimmung 
derselben dient die Forderung, daß 


NaDa + gy) =— 2a" — 3y +5 


sein soll, woraus sich 


g (y)=— 3y +5, also gly) =—y° + 5y + Konst. 
ergibt, so daß man schließlich 
fæ, y) =2xr° —2x°y + 2x — y? + 5y + Konst. 
erhält. 
2. — Hat man zwei Funktionen f(x, y), fs(&, y) für alle mög- 


lichen Werte der unbeschränkten Veränderlichen x, y mit einziger 
Ausnahme des Wertepaares (0, 0) durch die Gleichungen 


hæ =— ai EF, 
erklärt, so ist die Integrabilitätsbedingung erfüllt, da 
Aen ED a 
N e OR 
ist. Aber der Bereich, in welchem sich der Punkt x, y bewegea 


darf, ist jetzt zweifach zusammenhängend. Denkt man sich 
diesen Bereich durch einen Schnitt, der längs der negativen Hälfte 


fala, y)= 
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der x-Achse vom Nullpunkt bis ins Unendliche führt, in einen 
einfach zusammenhängenden Bereich verwandelt, so ist es möglich, 
für diesen letzteren eine Funktion f(x, y) so zu bestimmen, daß 


dzy) _ y dfe __ æ 
(1431) rE de) Sr ji 


wird. Beschränkt man nämlich die Veränderliche y zunächst 
auf positive Werte, so erhält man durch Integration in bezug auf x 


a EA 
ns EA 
2 Fy 1+(7) 


wo unter dem Zeichen arctg der Hauptwert verstanden werden 
kann, und durch den Ansatz 


fæ, y)=— arctg = 


wird dann nicht nur die erste, sondern, wie man durch Differen- 
tiation nach y leicht erkennt, auch die zweite Bedingung erfüllt, 
ohne daß es notwendig wäre, rechts noch eine Funktion von y 
allein hinzuzufügen. 

Bei passender Verfügung über die Bedeutung des Zeichens 
arctg kann man ferner auch für die untere Halbebene 


fa,y)—— arctg 7 
setzen und zugleich erreichen, daß diese neue Funktion sich längs 


der positiven Hälfte der x-Achse stetig an die zuvor bestimmte 
Funktion anschließt. Dazu braucht man nämlich nur festzusetzen, 


daß für >0 und y=0 unter arctg S der Wert 5 verstanden 
und daß bei negntivem Werte von y für arctg stets der zwi- 
schen 5 und i liegende Wert genommen werden soll.. Die so 


für die zerschnittene Ebene erklärte Funktion f(x, y) wird, wie 
man sich leicht überzeugt, rechts von der Ordinatenachse auch 
durch die Gleichung 


y ELi 
fi, arte 2—4 


gegeben, wo das Zeichen aretg wieder den Hauptwert bedeutet, 
und erfüllt daher die gestellten Anforderungen auch in allen 
Punkten der positiven Hälfte der x-Achse. 
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Am oberen Ufer des Querschnitts hat die gefundene Funktion 
den Wert lim I arctgŽ), wo arctg den Hauptwert bedeutet, 
y=+0 


und da auf dem Querschnitt nur negative Werte von œ in Frage 

kommen, ist dieser Grenzwert gleich 5. Für das untere Ufer des 

Querschnitts ist dagegen f(x, y) = lim (— arctg z), wo arctg den 
y=—0 ` 


zwischen 5 und k liegenden Wert bedeutet. Die Funktion hat 
also dort den Wert (7): und da dieser nicht mit dem zuvor 
für das obere Ufer gefundenen Wert übereinstimmt, ist es für 
die unzerschnittene Ebene nicht möglich, eine den Glei- 
chungen (1431) genügende Funktion f(x, y) zu bestimmen. 

523. Integration der Differentiale von Funktionen von 
drei und mehr Veränderlichen. — Sind für ein Kontinuum & 
im Gebiet von drei reellen Veränderlichen x, y, z drei Funktionen 
fı®, Y, 2), fa(®, Y, 2), fs(®, Y, Z) gegeben, deren partielle Ableitungen 
daselbst vorhanden und stetig sind, so kann es nur dann eine in 
St sowohl nach x, als nach y, als nach z differenzierbare Funktion 
geben, deren partielle Ableitungen erster Ordnung in & beziehent- 
lich mit den gegebenen Funktionen übereinstimmen, wenn diese 
letzteren die Bedingungen 
d falx, y, 2) _ dfx, y, 2), Afılz, y, 2) — he, y, 2) . 

Te it OR > 02 ’ 
dfılm,y,2) __ dla, y, 2) 
dy Fa dx 
erfüllen. Denn gibt es eine Funktion fix, y, z) von der verlangten 
Beschaffenheit, so ist für diese 


Pyal, Y, 2) — Faylz, Yz); faal, Y, 2) = fa, Y, 2); 
Fey. Y, 2) = fyl 2Y, 2), 
woraus das Bestehen der angegebenen Gleichungen folgt. Die 
drei Gleichungen (1432) werden daher als die Integrabilitäts- 
bedingungen bezeichnet. 
Ist das Kontinuum & ein parallelepipedischer Bereich, 
so ist das Bestehen der Integrabilitätsbedingungen (1432) für die 
Möglichkeit, eine in 8 den drei Gleichungen 


(1432) 
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Men) fia, yY, z); 


CEA) dhaya). 


TEN fala, y2); 


= fa(£, Y, 2) 


genügende Funktion zu bestimmen, auch hinreichend. 

Um dies nachzuweisen, werde eine gebrochene Linie auch 
jetzt als ein Treppenweg bezeichnet, wenn sie aus einer end- 
lichen Anzahl aneinander gereihter Strecken besteht, von denen 
jede zu einer der Koordinatenachsen parallel läuft. Denkt man 
sich dann in & eine feste Stelle (£o, Yọ, 2o) nach Belieben an- 
genommen und sodann von dieser nach einer zweiten zu fl ge- 
hörenden Stelle (x, y, z) irgend einen ganz in & verlaufenden 
Treppenweg g gezogen, so ist das über diesen Treppenweg er- 
streckte Linienintegral 


(g) k i s a A 
Já ji En, das+ AEn Dan + EnD 


stets gleich dem Linienintegral, welches sich ergibt, wenn man 
zuerst parallel zur -Achse vom Punkte (£o, Yọ, 20) bis zum 
Punkte (£, Yo, Zo), sodann von diesem n 

parallel zur y-Achse bis zum Punkte 
(x, Y, Zo) und endlich von diesem 
parallel zur z-Achse bis zum Punkte 
(Œ, y, z) integriert. So oft nämlich in 


q eine zur x-Achse parallele Strecke |: A ie D 

BC (Fig. 103) auf eine zur y-Achse 

parallele Strecke AB folgt, kann. 6 —— 
man, wenn D die vierte Ecke des Fig. 103. 


Rechtecks mit den Seiten AB und BC 

bezeichnet, den aus den Strecken AB und BC zusammengesetz- 
ten Teil von g durch den Weg ADC ersetzen und dadurch er- 
reichen, daß die zur x-Achse parallele Strecke an die vordere 
Stelle rückt. Denn das über den Umfang des Rechtecks ABCD 
im Sinne ABCD erstreckte Linienintegral 


ABCD) 
[ine m. 9as + AEn dn Henda 
kann, da dZ auf dem ganzen Integrationsweg gleich Null ist, durch 


(ABCD) 
das einfachere Linienintegral f AlS, m dE + falë, n, & dn) 
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ersetzt werden, und dieses letztere hat den Wert 0, da es absolut 
genommen mit dem über die Fläche des Rechtecks ABCD zu 

k x 3 flSn 5) DFE m) 
erstreckenden Flächenintegral der Differenz pa Bac 
übereinstimmt, die wegen der dritten Integrabilitätsbedingung 
dauernd gleich Null ist. Also ist wirklich 


(ABC) 
SEmi det r46,n, 9a + AEn Ae 


(ADC) À \ ‘ i 
3 p AEn Dd + AEn dn + fE n, Dd, 


wie behauptet wurde. 


Ganz ebenso läßt sich zeigen, daß eine entsprechende Ab- 
änderung des Integrationsweges auch dann zulässig ist, wenn 
eine zur -Achse parallele Strecke auf eine Strecke folgt, die zur 
z-Achse parallel ist. 

Indem man nun bei dem gegebenen Integrationsweg in der 
Integrationsrichtung fortschreitend die erste nach den voran- 
gehenden Sätzen mögliche Anderung wirklich ausführt, sodann den 
abgeänderten Integrationsweg gerade so behandelt und in dieser 
Weise fortfährt, bis keine der in Rede stehenden Änderungen mehr 
möglich ist, gelangt man zu einer neuen Form des Linienintegrals J, 
bei welcher der Integrationsweg zunächst lauter zur z-Achse paral- 
lele Strecken und dann nur noch solche Strecken enthält, die zur y- 
oder zur z-Achse parallel sind. Die Summe der Integrale über 
die zur x-Achse parallelen Strecken ist aber offenbar gleich dem 
parallel zur x-Achse vom Punkte (£o, Yo, 29) bis zum Punkte (x, y}, 2o) 
erstreckten Integral, und das Integral über den Rest des Inte- 
grationsweges läßt sich auf Grund ganz ähnlicher Überlegungen 
in die Summe zweier Integrale verwandeln, von denen das eine 
parallel zur y-Achse vom Punkte (x, ,,2,) bis zum Punkte (x, y, 29) 
und das andere parallel zur z-Achse vom Punkte (£, 4,2%) bis zum 
Punkte (x,y,2) zu erstrecken ist. 

Hiernach ist das Integral J, solange der Endpunkt des Inte- 
grationsweges q festgehalten wird, nicht von der Gestalt dieses 
Integrationsweges abhängig, sondern durch die Lage des End- 
punktes von g bereits vollständig bestimmt. Das Integral J ist 
also eine Funktion f(&,y,2) der Koordinaten x,y,z dieses End- 
punktes, und nachdem dies einmal festgestellt, läßt sich ganz 
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ähnlich wie in Nr. 521 zeigen, daß diese Funktion wirklich die 
Gleichungen (1433) erfüllt und daß jede andere Funktion, welche 
in & den nämlichen Forderungen genügt, aus ihr durch Addition 
einer Konstanten hervorgeht. 

Sind die Integrabilitätsbedingungen (1432) für einen Bereich & 
erfüllt, der aus einem parallelepipedischen Kontinuum dadurch 
entsteht, daß man alle Punkte eines zweiten solchen Kontinuums 
hinzufügt, welches mit dem ersten einen Teil gemein hat, aber 
darüber hinausragt, so ist es immer noch möglich, für das Kon- 
tinuum $ eine den drei Gleichungen (1433) genügende Funktion 
f(&,y,z) zu bestimmen. Man erhält eine solche einfach dadurch, 
daß man in dem gemeinsamen Teile der beiden parallelepipedischen 
Kontinua eine feste Stelle (£o, Yò, 20) nach Belieben annimmt und 
dann für jedes dieser Kontinua eine Funktion der fraglichen Art 
so bestimmt, daß sie an der Stelle (£o, Yo, Zo) verschwindet. Den 
Bereich X kann man dann abermals durch Hinzunahme der Punkte 
eines dritten parallelepipedischen Kontinuums erweitern, das mit 
& einen Teil gemein hat, und in der gleichen Weise fortfahren. 
Solange dabei der Teil, den das neu hinzutretende Kontinuum mit 
dem bereits gebildeten Bereiche gemein hat, zusammenhängend 
ist, also keine Ringbildungen eintreten, bleibt das Bestehen der 
Integrabilitätsbedingungen (1432) für die Lösbarkeit der Glei- 
chungen (1433) hinreichend. Beim Auftreten von Ringen greifen 
dagegen ähnliche Überlegungen Platz wie im Fall von zwei un- 
abhängigen Veränderlichen für mehrfach zusammenhängende Be- 
reiche. 

Praktisch wird die Bestimmung einer den drei Gleichungen 
(1433) genügenden Funktion f(x,y,z) in vielen Fällen am ein- 
fachsten dadurch ausgeführt, daß man die erste dieser Gleichungen 
durch den Ansatz 


fixy, z= | han zde + gl, 2) 


befriedigt, wo p (y, 2) eine Funktion von y und z allein bedeutet, 
und dann diese letztere so bestimmt, daß auch die zweite und 
dritte der Gleichungen (1433) erfüllt werden. 

Die gewonnenen Ergebnisse können schließlich, wie man leicht 
erkennt, auch auf Systeme von Funktionen von mehr als drei 
unabhängigen Veränderlichen ausgedehnt werden. 
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Einundzwanzigster Abschnitt. 
Die Integralsätze von Gauß, Green und Stokes. 


524. Satz von Gauß!') über die Umwandlung eines Raum- 
integrals in ein Oberflächenintegral. — In der yz-Ebene eines 
Systems rechtwinkeliger Koordinaten v, y,z sei ein gewöhnlicher 
Bereich Y gegeben, und für einen größeren den Bereich Y ganz 
im Innern enthaltenden Bereich seien zwei daselbst stetige Funk- 
tionen fly, 2), g(y, 2) erklärt, die in ® die Ungleichung 

fy,2)<ay, 2) 
erfüllen und deren partielle Ableitungen erster Ordnung in B vor- 
handen und stetig sind. Ferner sei im Raum ein Bereich & durch 
die Bestimmung abgegrenzt, daß er einen Punkt (x, y, z) dann und 
nur dann enthalten soll, wenn der Punkt (0, y, 2) zu B gehört und 
zugleich 
fy, 2) SxS gy, z) 


ist. Es ist dies derjenige abgeschlossene räumliche Bereich, wel- 
cher von dem durch den Rand von Y gehenden zur x-Achse 
parallelen Zylinder und den beiden durch die Gleichungen 


x= fiy, 2); x= gy, 2) 
als Bilder des Bereiches ® dargestellten Flächenstücken $ und © 
begrenzt wird. 
Ist dann für den Bereich & eine daselbst stetige und in bezug 
auf x differenzierbare Funktion U(%, y,z) gegeben und ist die 


partielle Ableitung U,(z, y, 2) in ebenfalls stetig, so erhält man, 
indem man von den drei zur Berechnung des Raumintegrals 


(8) 
i: U,(&,y,2)dS erforderlichen Integrationen die eine ausführt, 


die Gleichung 

1) Nach C. F. Gauß, Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum 
ellipticorum homogeneorum methodo nova tractata, $ 3—5, Commentationes 
societatis regiae scientiarum Gottingensis recentiores, Vol. II, Gottingae 1813 
= Werke, Bd. 5, zweiter Abdruck, Göttingen 1877, 5.5—7. Deutsch v. A. Wan- 
gerin in Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 19, Leipzig 
1890, S. 53—56. 
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(8) (8) 
(1434) ji una f {Uig 2), y, — UIU, 2), y, ydo. 


Nun besteht aber nach Nr. 509, Zusatz 2 und 3, zwischen 
dem Inhalt do eines Elementes von (Fig. 104) und dem Inhalt 


Fig. 104. 


do des entsprechenden Elementes des Flächenstücks % die 
Gleichung 
1 


do=Vi+f-+fdo oder doe= ———deo. 
Vı+r+f 
Zugleich ist der Quotient : ; gleich dem Kosinus des 
Vitti 


Winkels (», æ), den die eine Richtung » der auf Ẹ im Punkte 
[fiy, 2), y, z) errichteten Normale mit der »-Achse bildet, und zwar 
diejenige Richtung, die gegen die positive Richtung der x-Achse 
unter einem spitzen Winkel geneigt, also gegen das Innere von 
& gerichtet ist. Dementsprechend stimmt das über V erstreckte 


(®) 
Integral j Ulfiy. 2), y, z2)do mit dem über das Flächenstück ğ 


D, ; 
zu erstreckenden Flächenintegral $ U(x, y, z)cos(v, x)do überein. 


Ganz ähnlich ergibt sich, wenn man bedenkt, daß innerhalb 
des Flächenstücks © die nach dem Innern von & weisende Nor- 
malenrichtung »’ mit der z-Achse überall einen stumpfen 
Winkel bildet, die Gleichung 


(8) RE Sr. 7 ; 
vw z), Y, Z) do = — [ve y, z\cos(v', x)do. 


Da endlich derjenige Teil der Oberfläche von 8, welcher auf 
dem durch den Rand von Y gehenden zur x-Achse parallelen Zy- 
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linder liegt, aus einer endlichen Anzahl gewöhnlicher Flächen- 
stücke besteht und innerhalb eines jeden derselben die gegen das 
Innere von & gerichtete Flächennormale » auf der x-Achse senk- 
recht steht, also cos (v, z)—=0 ist, so hat auch das über ein solches 
Flächenstück erstreckte Integral des Produktes U (x, y, 2) cos (v, æ) 
jedesmal den Wert Null. Mit Rücksicht hierauf und auf das Vor- 
angehende kann man der Gleichung (1434), wenn man jetzt über- 
all durch » die nach innen weisende Normalenrichtung andeutet, 
die kürzere Form 


(8) (5) 
(1435) J Tæv das -— | vw, »)60s(,.2)d0 


geben, wobei das rechts stehende Integral über die gesamte Ober- 
fläche © des Körpers R zu erstrecken ist, das heißt die Summe 
der Integrale über die einzelnen gewöhnlichen Flächenstücke be- 
deutet, aus denen diese Oberfläche besteht, 


Hiermit ist eine Umwandlung des über den Körper & 
erstreckten Raumintegrals der partiellen Ableitung 
U,(z,y,2) in ein über die Oberfläche © dieses Körpers zu 
erstreckendes Flächenintegral gewonnen. 


Zusatz 1. — Die Gleichung (1435) bleibt auch dann noch 
bestehen, wenn in einer endlichen Anzahl von Punkten oder Linien- 
stücken, die zum Rande von ® gehören, oder auch längs dieses 
ganzen Randes nicht fiy, 2) <g(y, z) sondern fly, z) = gly, 2) 
ist. Denn der zu den Flächenstücken % und © hinzukommende 
Teil der Begrenzung von Ñ ist auch dann noch in eine endliche 
Anzahl gewöhnlicher Flächenstücke zerlegbar. 


Zusatz 2. — Durch die bisher über die Funktionen fiy, 2). 
gly, 2) gemachten Voraussetzungen war für jedes der beiden 
Flächenstücke 5% und © das Vorhandensein einer zur yz-Ebene 
senkrechten Tangentenebene auch für dieRandpunkte ausgeschlossen, 
so daß diese Flächenstücke den durch den Rand von Y gehenden 
zur x-Achse parallelen Zylinder nicht berühren durften. Aber 
von dieser Einschränkung und von der Annahme, daß die Funk- 
tionen fly, 2), g(y, 2) auch noch über den Rand von X hinaus er- 
klärt seien, kann man sich nachträglich befreien, wenn die bis- 
herigen Voraussetzungen über die Existenz und Stetigkeit der 
Ableitungen fy, fo, Jys 9, wenigstens für das Innere des Bereiches 
B erfüllt sind und zugleich jedes der Flächenstücke %, ©, wie es 
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bei den Anwendungen stets zutrifft, ein gewöhnliches ist. Bei 
dieser letzteren Annahme kann man nämlich das Flächenstück 3 
als eindeutig umkehrbares Bild eines gewöhnlichen Bereiches © 
in der Ebene zweier Parameter ansehen und dann von Ẹ einen 
längs des Randes sich hinziehenden meßbaren Bereich, dessen 
Breite nirgends bis auf Null heruntergeht, so abschneiden, daß 
der Inhalt des entsprechenden Teiles von % unter einer willkürlich 
vorgeschriebenen positiven Konstanten liegt. Die Projektion dieses 
Flächenteiles auf die yz-Ebene ist dann ein meßbarer am Rande 
von ® sich hinziehender Bereich, dessen Breite ebenfalls nirgends 
gleich Null ist. Dadurch, daß man von ® einen solchen Bereich 
abschneidet, ist es also möglich, einen ganz innerhalb Y liegenden 
abgeschlossenen meßbaren Bereich ® so zu bestimmen, daß der In- 
halt des diesem Bereiche entsprechenden Teiles von % sich von dem 
Gesamtinhalt des Flächenstücks 5 um beliebig wenig unterscheidet. 
Zugleich läßt sich durch passende Wahl des Bereiches 'P erreichen, 
daß bei dem Flächenstück © genau entsprechendes stattfindet. 
Endlich kann man durch hinreichende Annäherung der Grenze 
von ® an die von Y bewirken, daß das Raumintegral der Funk- 
tion U, (x, y, z2), erstreckt über den zu X gehörenden Teil des 
Körpers K um beliebig wenig von dem über den ganzen Körper 
ft erstreckten Integral der gleichen Funktion abweicht. 


Daraus folgt, daß die beiden Seiten der Gleichung (1435) auch 
unter den gegenwärtigen Voraussetzungen nicht voneinander ver- 
schieden sein können. Denn für jeden Teil des Körpers R, der 
zu einem ganz innerhalb Y liegenden abgeschlossenen geradlinig 
begrenzten Bereiche P gehört gilt die der Gleichung (1435) ent- 
sprechende Gleichung, und durch passende Wahl von P kann man 
die beiden Seiten dieser entsprechenden Gleichung den beiden 
Seiten der Gleichung (1435) beliebig nahe bringen. 


Zusatz 3.— Die Gleichung (1435) gilt auch für jeden räum- 
lichen Bereich Ñ, der in eine endliche Anzahl aneinander stoßender 
Bereiche der bisher betrachteten Art zerlegt werden kann, voraus- 


gesetzt daß die Funktion Ux,y,2) in & dieselben Bedingungen 
wie bisher erfüllt. 


Denn bei der Addition der über die Oberflächen der ein- 
zelnen Teilbereiche erstreckten Flächenintegrale des Produktes 
Uls, y, z)eos(», x) wird jedes Integral, welches über ein im Innern 
von Ñ liegendes Flächenstück zu erstrecken ist, wofern es nicht 
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schon von selbst den Wert 0 hat, durch ein entgegengesetzt 
gleiches Integral aufgehoben, indem unter der Richtung » das 
eine Mal die eine und das andere Mal die andere Richtung der 
Flächennormale zu verstehen ist. Dies hat aber zur Folge, daß 
nur das Integral über die äußere Begrenzung von & übrig 
bleibt. 


Zusatz 4.— Wenn für einen räumlichen Bereich & und eine 
Funktion U(x, y, 2) diejenigen Voraussetzungen erfüllt sind, die 
sich aus den bisherigen Annahmen durch zyklische Vertauschungen 
ergeben, so gilt für diesen Bereich die Gleichung 


(8 (©) 
(1436) f Ula, Y, z) dS = — | uw, Y, z)\cos(v, y)do , 


beziehungsweise die Gleichung 
(8) (D) 
(1437) Ju, Y, zd S = — [ vw, Y, z)cos(v, z)do. 


525. Satz von Green!). — Nach Annahme eines Systems 
rechtwinkeliger räumlicher Koordinaten v, y, z sei ein gewöhn- 
licher Körper $t von solcher Beschaffenheit gegeben, daß das über 
ihn zu erstreckende Integral einer in der Form einer stetigen 
partiellen Ableitung gegebenen Funktion stets nach dem Satz von 
Gauß (Nr. 524) umgeformt werden darf, einerlei ob die gegebene 
partielle Ableitung durch eine Differentiation nach = oder nach y 
oder nach 2 zu bilden ist. Ferner seien für einen den Körper $t 
ganz im Innern enthaltenden Bereich zwei Funktionen U, V der 
Koordinaten æ, y, 2 gegeben, deren partielle Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung in & überall vorhanden und stetig sind. 
Dann gilt bei Anwendung der üblichen Bezeichnung partieller 
Ableitungen durch angehängte Indices die folgende in der mathe- 
matischen Physik viel gebrauchte und gewöhnlich als Greenscher 
Satz bezeichnete Formel: 


1) Nach G. Green, An essay on the application of mathematical ana- 
lysis to the theories of electricity and magnetism, Nottingham 1828, Art. 3 
= Mathematical papers, Paris 1903, 5.23 — Journal für die reine und an- 
gewandte Mathematik, Band 44, Berlin 1852, S. 360. In deutscher Sprache ist 
die Abhandlung herausgegeben von A. J. v. Oettingen und A. Wangerin 
in Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 61, Leipzig 1895. 
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(8) 
(U,V,+ U,V,+ U,V.)a8 
(8) 
+ UF. en + V,)as 
(1438) 


©) 
=— U[V,,ecos(v,&) + V,,‚eos(v, y) 


+ V,ecos(v,z)]do. 
Dabei ist durch den Buchstaben » die nach dem Innern des 
Körpers 8 weisende Normale der Oberfläche © dieses Körpers 


angedeutet. dS bedeutet das Volumenelement des Körpers 8 und 
do das Flächenelement seiner Oberfläche. 


Der Beweis ergibt sich leicht, wenn man bedenkt, daß die 
Summen 


U, Ys U a U, Vy e UE U, Y +U Va 
der Reihe nach mit den partiellen Ableitungen 
XUV) UV, XUV) 
Im > dy ; d2 
übereinstimmen. Man erhält dann nämlich mit Hilfe des Satzes 
von Gauß (Nr. 524) die Gleichungen 


(8) (SAUT Dr 
f (U.V, + UV „pjd8 = (N (S ige / UV,cosv,2)do 


(®) (AUT, 
ji U,V, + UV p )dS = 5 a wi UV cos(», y)do 


(8) g 5; (Kr 
jur. + UV, )dS = S ie = d8 =— Pfu V,eos(v,z)do, 


aus denen durch Addition sofort die zu beweisende Gleichung 
(1438) hervorgeht. 

Denkt man sich von einem beliebigen nicht in einer Kante lie- 
genden Punkte der Oberfläche © auf der in diesem Punkte errichte- 
ten nach dem Innern von & weisenden Normale eine unendlich kleine 
Strecke h abgetragen und versteht man unter V und V’ die Werte, 
welche die Funktion V am Anfang und am Ende dieser Strecke an- 
nimmt, so hat der Quotient K = ‚ wie man sich leicht über- 
zeugt, die Eigenschaft, bei verschwindendem A dem Grenzwert 


Vzcos(v, x) + V,cos(v, y) + V,cos(v, 2) 
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zuzustreben. Eben deswegen ist es berechtigt, diese letztere 
Summe durch das einfache Zeichen = darzustellen, wobei das 


Zeichen ðn auf ein Fortschreiten in der Richtung der inneren 
Normale hinweisen soll. Bedient man sich dieser Abkürzung und 
setzt man zugleich, wie vieflach üblfch, 

Vas t Vy t Va =A, 
so erhält die Gleichung (1438) die kürzere Form 


CT (© 
f U,V,+U,V,+U,V,)ds + [vavas 


(© y 
=— Jog do. 
n 


Neben dieser Gleichung wird in der mathematischen Physik 
auch diejenige Gleichung viel gebraucht, zu der man gelangt, 
wenn man U und V vertauscht und die so sich ergebende mit der 
vorstehenden Gleichung durch Subtraktion verbindet. Es ist dies 
die besonders einfache Formel 


(14383) 


(8 (D 7 A 
(1439) [wsr-vanas- N vèZ—uèE) do. 


526. Vektoren und Vektorfelder. — Bei mathematisch physi- 
kalischen Betrachtungen kann man einen Zustand, der zu einer 
gegebenen Zeit an einem gegebenen Punkte herrscht, sehr oft 
durch die Größe und die Richtung einer von diesem Punkte aus- 
gehenden Strecke eindeutig kennzeichnen. Beispielsweise gilt dies 
für eine an dem gegebenen Ort durch irgend welche Ursachen 
hervorgerufene mechanische,. elektrische oder magnetische Kraft, 
für die Geschwindigkeit einer dort vorhandenen Strömung und für 
ein dort wirksames Temperaturgefäll. Es ist üblich, in einem 
solchen Falle diejenige gerichtete Strecke, durch die man sich den 
am Anfang der Strecke herrschenden Zustand dargestellt denkt, 
als einen Vektor zu bezeichnen. Und wenn ein in der angegebenen 
Weise darstellbarer Zustand in einem gegebenen Augenblick nicht 
nur an einer einzelnen Stelle, sondern an allen Punkten eines 
räumlichen Bereiches herrscht, so nennt man diesen Bereich, wo- 
fern man sich jedem Punkte desselben die von ihm ausgehende 
den dortigen Zustand kennzeichnende Strecke zugeordnet denkt, 
ein Vektorfeld. Man spricht demgemäß von Gravitationsfeldern, 
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elektrischen und magnetischen Kraftfeldern, Geschwindigkeits- 
feldern usw. Bei der rein mathematischen Betrachtung von Vek- 
toren und Vektorfeldern sieht man natürlich von deren physi- 
kalischer Bedeutung gänzlich ab. Man versteht demgemäß in der 
reinen Mathematik unter einem Vektor einfach eine gerichtete 
(orientierte) Strecke und unter einem Vektorfeld einen räumlichen 
Bereich, in welchem jedem Punkte ein von ihm ausgehender Vek- 
tor zugeordnet ist. 

Denkt man sich ein rechtwinkeliges räumliches Koordinaten- 
system so angenommen, daß sein Achsenkreuz in bezug auf ein 
gegebenes Vektorfeld fest ist, so sind die Komponenten des von 
einem beliebigen Punkte dieses Feldes ausgehenden Vektors Funk- 
tionen der Koordinaten des Ausgangspunktes. Umgekehrt kann 
man nach Annahme eines Systems rechtwinkeliger räumlicher 
Koordinaten ein Vektorfeld analytisch dadurch geben, daß man 
für einen räumlichen Bereich & in bestimmter Reihenfolge irgend 
drei Funktionen der Koordinaten erklärt und dann einem beliebigen 
Punkte P von & jedesmal diejenige Strecke zuordnet, welche die 
zu P gehörenden Werte dieser Funktionen zu Komponenten hat. 
Bei dieser Art der Bestimmung eines Vektorfeldes bezeichnet man 
den Inbegriff der drei gegebenen der Reihe nach die Vektor- 
komponenten darstellenden Funktionen der Koordinaten des Aus- 
gangspunktes auch als eine Vektorfunktion dieser Koordinaten. 
Es ist vielfach üblich, zur Bezeichnung eines Vektors und ebenso 
auch einer Vektorfunktion einen Frakturbuchstaben zu verwenden, 
z. B. das Zeichen a, und dann die drei Komponenten nach den 
Koordinatenachsen durch das gleiche Zeichen mit je einem auf 
die betreffende Achse hinweisenden Index darzustellen, also z. B. 
durch a,, Qy, A, Diese bequeme Art der Bezeichnung soll auch 
im nachfolgenden zur Anwendung kommen. 

Im Gegensatz zu den Vektoren heißen solche meßbaren Größen, 
denen ihrer physikalischen Bedeutung nach nur ein Zahlenwert, 
aber keine Richtung zukommt, skalare Größen, weil zu ihrer 
Messung, wenigstens dem Begriffe nach, immer nur die Ablesung 
an einer einzigen Skala nötig ist. Beispiele sind die Dichte und 
die Temperatur eines gegebenen Körpers in einem gegebenen 
Punkte. 

527. Rotoren. — Wenn ein starrer Körper sich in be- 
zug auf eine starre räumliche und als ruhend geltende Figur 


um eine mit dieser letzteren fest verbundenen Achse gleich- 
v. Mangoldt, Einführung, II. 24 


http://rcin.org.pl 


370 Die Integralsätze von Gauß, Green und Stokes. Nr. 527, 528. 


förmig dreht, so kann man seine Bewegung dadurch kennzeichnen, 
daß man 

Erstens die nicht orientierte Gerade angibt, um welche die 
Drehung erfolgt, 

Zweitens durch einen diese Gerade umschlingenden Pfeil 
(Fig. 105) die Richtung der Drehung andeutet und 

Drittens den Zahlenwert der Winkelgeschwindigkeit hin- 
zufügt. > 

Diese drei Angaben können aber in eine einzige zusammen- 
gezogen werden, sobald man eine bestimmte Strecke als Einheit 

der Länge gewählt und den positiven Drehungssinn 

im Raume irgendwie festgelegt hat. Es genügt dann 

nämlich, einen in der Drehungsachse liegenden Vektor 

anzugeben, dessen Länge den gleichen Zahlenwert hat 

wie die Winkelgeschwindigkeit und dessen Richtung zur 

Richtung der Drehung so liegt, wie bei der angenom- 

menen Festsetzung die positive Normalenrichtung einer 

Fig.105. Ebene zu deren positiver Drehungsrichtung liegen muß. 

Denn aus der Angabe eines solchen Vektors lassen sich 

die Lage der Drehungsachse, die Richtung der Drehung und die 
Größe der Winkelgeschwindigkeit sofort wieder ablesen. 

Bei dieser Darstellung einer Drehung darf der Anfangspunkt 
des darstellenden Vektors in der Drehungsachse ganz nach Be- 
lieben angenommen werden. Gleichlange und gleichgerichtete in 
der Drehungsachse liegende Vektoren sind also hierbei als gleich- 
bedeutend anzusehen. Von wesentlicher Bedeutung ist aber die 
angenommene Entscheidung über den positiven Drehungssinn im 
Raum. Denn trifft man statt ihrer die entgegengesetzte Fest- 
setzung, so ist die nämliche Drehung durch denjenigen Vektor 
darzustellen, der sich aus dem vorigen Drehungsvektor durch Um- 
kehrung der Richtung ergibt. 

Es ist vielfach üblich; einen Vektor, dessen Erklärung auf 
einer Festsetzung über den positiven Drehungssinn im Raume be- 
ruht und dessen Richtung umgekehrt werden muß, wenn man statt 
dieser Festsetzung die entgegengesetzte wählt, als einen Rotor 
zu bezeichnen, 

528. Rotation einer Vektorfunktion. — Nach Annahme eines 
Systems rechtwinkeliger räumlicher Koordinaten x, y, z sei für 
einen dreifach ausgedehnten räumlichen Bereich & eine Vektor- 
funktion v derart erklärt, daß jede ihrer Komponenten Vy, Yy, Y; 
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im Innern von & überall sowohl nach æ als nach y als nach z 
partiell differenzierbar und daß jede durch eine solche Differentia- 
tion entstehende Ableitung im Innern von Ñ stetig ist. Dann kann 
man für das Innere von & eine zweite Vektorfunktion durch die 
Festsetzung erklären, daß ihre Komponenten überall durch die 
Ausdrücke 

LLORET OR ae BE 

òy 02? 62 òs? òs òy 
gegeben sein sollen, die man mit einer leicht verständlichen Ab- 
kürzung als die Unterdeterminanten zweiten Grades des Systems 


I eS 
NEA dy d2 
Dr DE 


bezeichnen darf. 

Diese zweite Vektorfunktion heißt die Rotation der ursprüng- 
lich gegebenen Vektorfunktion v und wird gewöhnlich durch rot v 
bezeichnet‘). Zur Darstellung ihrer Komponenten nach den Koor- 
dinatenachsen pflegt man die Zeichen rot,v, rot, 0, rot,v zu be- 
nutzen, so daß die Gleichungen gelten 


òv, òv, dv. Òb, 
ds i T T 


(1440) 
rot, Y a Te dy > 


Die Rotation einer den angegebenen Voraussetzungen ge- 
nügenden Vektorfunktion v ist, obwohl ihre Erklärung zunächst 
auf die Annahme eines bestimmten Koordinatensystems gegründet 
wurde, doch im wesentlichen von der Wahl dieses Koordinaten- 
systems unabhängig, solange nur die Längeneinheit ungeändert 
gelassen und als positiver Drehungssinn im Raume derjenige bei- 
behalten wird, in welchem die Achsen des zunächst angenommenen 
Koordinatensystems aufeinander folgen. Denn sind 


xz=a +a + hın +7% 
(1441) y =b + aa + ban + 7:5 
=c¢ +a, + psn +y% 


die Gleichungen, welche den Übergang von dem System der ur- 
sprünglichen Koordinaten x, y, z zu einem neuen System recht- 


1) Daneben ist auch das Zeichen curly gebräuchlich, 
24* 
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winkeliger Koordinaten &, 7, £ mit der gleichen Längeneinheit und 
einem kongruenten Achsenkreuz vermitteln (vgl. Nr. 131), so sind 
die Komponenten va V, D, des Vektors v nach den neuen Koor- 


dinatenachsen und die Komponenten v,, d,, d, desselben Vektors 
nach den alten Achsen durch die Gleichungen 
D: = Q Vz + aY, + 430, 
(1442) D, = f1 Vr + Ba Yy + Ps Y 
D; = 710z + 730, +73 
verbunden. Demgemäß und mit Rücksicht auf die Gleichungen 


Ò E ò n è . 
(1441) läßt sich der Minuend in der Differenz ( ur) die bei 
Zugrundelegung der neuen Koordinatenachsen als $-Komponente 
der Rotation der Vektorfunktion v erscheint, in folgender Weise 


= dv, 
ur tt z Tsar õn 

\ òv dd, db, A 

=i (Tig ET +p) + 7a (728: +7y Ba +72Bs) 

dD dv, òv, 
+7 (Geht giht ze): 
Ganz ähnlich findet sich 
sa dv dv, òv, 
=e (ent u a Yy +327) 


òv 
+a (ger. + rat zen). 


Folglich ist, wie sich nach einfachen Kürzungen und Zu- 
sammenziehungen ergibt, 


ò 
a = (ba Y3 — nbl — 7) 


dv 
EN Henn). 
Da nun wegen der Kongruenz der Achsenkreuze des alten 
und des neuen Systems 
(1443) By — Yaba =&ı; Bayı la; Are 712 = 0s 
ist (vgl. Nr. 132), so kann man der vorangehenden Gleichung auch 
die Form 


dvg 
an % 
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dv; dv 
y — IE = &ı rot, Y + Qa rot,d Da ag rot, v 


geben, und dieser Gleichung kann man, wenn man die voran- 
gehenden Betrachtungen unter zyklischer Vertauschung der grie- 
chischen Buchstaben wiederholt, noch die Gleichungen 


dv, dv, 
CA SE Brott + Barot, Y + arot, v 
dv, 


db: 
dE ERT = y, r0t, V + ya rot, V + ya rot, V 


anreihen. Hiermit ist der Beweis der ausgesprochenen Behauptung 
erbracht. Denn die gewonnenen Gleichungen besagen, daß die 
Komponenten desjenigen Vektors, der bei Annahme des zweiten 
Koordinatensystems als Rotation der Vektorfunktion v erscheint, 
mit den Projektionen des zuerst als Rotation erhaltenen Vektors 
auf die Achsen des zweiten Systems übereinstimmen und daß daher 
die auf beiden Wegen als Rotation erhaltenen Vektoren im Raum 
zusammenfallen müssen. 

Wenn die positiven Achsenrichtungen des Systems der Koor- 
dinaten &, 7, č im umgekehrten Sinne aufeinander folgen wie die 
des Systems der x, y, z, so treten an die Stelle der Gleichungen 
(1443) diejenigen Gleichungen, die aus ihnen hervorgehen, wenn 
man die Vorzeichen der rechten Seiten umkehrt. Folglich ergibt 
sich, falls man die neuen Koordinaten zu Grunde legt und damit 
die bisherige Bestimmung des positiven Drehungssinnes im Raume 
durch die entgegengesetzte ersetzt, als Rotation der Vektorfunktion 
v derjenige Vektor, der aus dem zuvor als Rotation erhaltenen 
durch Umkehrung der Richtung entsteht. Die Rotation einer 
Vektorfunktion ist also kurz gesagt ein Rotor, der nur von der 
Beschaffenheit des gegebenen Vektorfeldes, der Wahl der Längen- 
einheit und der Verfügung über den positiven Drehungssinn im 
Raume, aber im übrigen nicht von der Wahl des Koordinaten- 
systems abhängt. 

529. Beispiel. — Ein starrer Körper von beliebiger Aus- 
dehnung drehe sich in bezug auf das Achsenkreuz eines Systems 
rechtwinkeliger Koordinaten x, y, z um eine mit diesem Achsen- 
kreuz fest verbundene orientierte Gerade, deren Richtungskosinus 
Q1, @, @; heißen mögen. Man soll die Rotation derjenigen Vektor- 
funktion v ermitteln, welche in einem gegebenen Augenblick, wo 
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der Körper die gegebene Winkelgeschwindigkeit œ hat, die Ge- 
schwindigkeiten seiner einzelnen Punkte darstellt. 

Lösung: Man denke sich ein zweites System rechtwinkeliger 
Koordinaten $, 7, č angenommen, dessen -Achse mit der Um- 
drehungsachse des betrachteten Körpers nach Lage und Richtung 
zusammenfällt und dessen Achsenkreuz gegen das ursprüngliche 
Achsenkreuz fest und diesem kongruent ist. Dann hat die Ge- 
schwindigkeit v desjenigen Körperpunktes, der sich in dem be- 
trachteten Augenblick in bezug auf das zweite System am Ort 
(5, n, &) befindet, in dem neuen Koordinatensystem die Kompo- 
nenten 


v0; w=—ol; bL=on. 

Denn die Geschwindigkeit v hat die Größe oV 7? +? und 
ihre Richtungskosinus in bezug auf das System der &, n, è haben 
die Werte 
ee Eny gu 

Vre ? Vrte 

Folglich hat die Rotation von v im neuen Koordinatensystem 
die Komponenten 


0; 


dv. dp, dd; dv, „ db; 

I R E E E E A 
und es ist daher im alten System 

rot, y = 20m0; ; rot,n—=200;; rot, V= 2 Mag. 


Die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes ist also im 
vorliegenden Fall ein nach Größe und Richtung kon- 
stanter Vektor, der überall der Rotationsachse parallel 
und gleichgerichtet ist und der Größe nach mit der 
doppelten Winkelgeschwindigkeit der Drehung überein- 
stimmt. r 

Auch in verwickelteren Fällen läßt sich die Rotation einer 
Vektorfunktion als doppelte Winkelgeschwindigkeit oder als 
doppelte Größe einer Drehung auffassen, und eben daher kommt 
die Bezeichnung Rotation. Nähere Ausführungen hierüber müssen 
indessen der Mechanik und der Physik, insbesondere der Lehre 
von der Elastizität, von den Wirbelbewegungen der Flüssigkeiten, 
von der Elektrizität und dem Magnetismus überlassen bleiben. 
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530. Satz von Stokes!). — Nach Annahme eines Systems 
rechtwinkeliger räumlicher Koordinaten x, y, z sei für einen drei- 
fach ausgedehnten räumlichen Bereich & eine Vektorfunktion v 
von solcher Beschaffenheit gegeben, daß die partiellen Ableitungen 
erster Ordnung ihrer Komponenten Yz, Vy, V, im Innern von & 
überall vorhanden und stetig sind. Ferner sei ein einfaches 
Vieleck gegeben, dessen Umfang u und dessen Fläche È ganz im 
Innern von Ñ liegen. Endlich sei für den Umfang dieses Vielecks 
die positive Umlaufungsrichtung und für die Fläche des Vielecks 
die positive Normalenrichtung » derart bestimmt, daß ihre Auf- 
einanderfolge der in der Wahl des Koordinatensystems enthaltenen 
Festsetzung über den positiven Drehungssinn im Raume entspricht. 
Dann gilt, wenn rot, v stets die senkrechte Projektion der Rotation 
von v auf eine mit der positiven Normalenrichtung » gleich- 
gerichtete Achse bedeutet, die Gleichung 


Wr (©) 
(1444) fode +d,dy-+ v,d2)= [rot.vao, 


wo das links stehende Linienintegral in der positiven Umlaufungs- 
richtung über den Umfang und das rechts stehende Flächenintegral 
über die Fläche des gegebenen Vielecks zu erstrecken ist und do 
das Element dieser Fläche bezeichnet. 

Zum Beweise denke man sich ein System rechtwinkeliger 
Koordinaten &, 7, č, dessen Achsenkreuz dem des ursprünglichen 
Systems kongruent ist, so angenommen, daß die 7&-Ebene mit der 
Ebene des gegebenen Vielecks zusammenfällt, und zwar auch hin- 
sichtlich der Orientierung. Dann ist, wenn v,, d,, b, die Kom- 
ponenten des Vektors v nach den neuen Achsen bedeuten, 


(u) (u) 
(1445) [odz + v,dy +0,42) = [was+v,an+2,a9. 


Dies läßt sich unter Benutzung derjenigen Gleichungen, die 
den Übergang vom einen zum anderen Koordinatensystem ver- 
mitteln, leicht durch Ausrechnung bestätigen. Man kann aber 
auch ohne jede Rechnung zum Ziel gelangen. Versteht man 
nämlich unter ds das Linienelement des Umfangs u, unter œ den 


1) So genannt nach einer von G. G. Stokes gestellten Preisaufgabe. 
Vgl. Cambridge University Calendar 1854 oder G.G. Stokes, Mathematical 
and physical papers, vol. V, Cambridge 1905, Seite 320, 
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Winkel, den der Vektor v am Orte von ds mit der positiven 
Richtung des Umfangs bildet, und unter |v| die Länge des Vektors 
v, so gilt die Gleichung 


; (u) (u) 
(1446) fodæ+v,dy + paz) = Fiieossas, 


und diese läßt sofort erkennen, daß das links stehende Integral 
nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhängig sein kann. 
Stellt man sich unter dem Vektor v eine Kraft vor, so bedeutet 
dieses Integral nach Nr. 471 nichts weiter als die Arbeit, welche 
diese Kraft bei fortgesetzter Wirkung zuf ein und denselben 
materiellen Angrifispunkt leistet, wenn dieser Angriffspunkt den 
Umfang u einmal im positiven Sinne durchläuft. 


Im vorliegenden Fall ist nun für den ganzen Umfang des 
Vielecks dë—0, da die Ebene des Vielecks mit der n7Z-Ebene 
zusammenfallen soll. Die Gleichung (1445) kann daher durch die 
einfachere Gleichung 


Wr, (u) 
fonda + v,dy + v,dz) = fdn + vdt) 


ersetzt werden. Nun ist aber nach den durch die Gleichungen 
(1377) und (1379) der Nr. 498 ausgedrückten Regeln über die Ver- 
wandlung eines Flächenintegrals in ein Randintegral 


(u) (Ero (u) (6) dv, 
J»,d1=— Sdo und bdt al: 
S ` 4 7 
Also ergibt sich 
(u) (Edv. dv) (€) 
fode +o,dy + 3.49 — SE- i= frotvdo, 


und hiermit ist auch die Gleichung (1444) bewiesen, da die positive 
Richtung der -Achse bei den getroffenen Festsetzungen mit der 
positiven Normalenrichtung » und daher rot,v mit rot,v über- 
einstimmt. 


Zweitens werde angenommen, daß im Innern von fl eine Poly- 
ederfläche ® gegeben sei, das heißt eine Fläche, die aus einer 
endlichen Anzahl einfacher Vielecke derart zusammengesetzt ist, 
daß jedes einzelne dieser Vielecke mit mindestens einem anderen 
eine Kante gemein hat. Außerdem möge vorausgesetzt werden, 
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daß diese Fläche das Gesetz der entgegengesetzten Kanten') 
erfüllt. Das heißt, es soll möglich sein, gleichzeitig für sämtliche 
Vielecke der Fläche positive Umlaufungsrichtungen so zu be- 
stimmen, daß jede Kante, in welcher zwei Vielecke zusammen- 
stoßen, entgegengesetzte Durchlaufungsrichtungen erhält, je nach- 
dem man sie dem Umfang des einen oder des anderen Vielecks 
zurechnet. Dann kann man nach einer dieser Forderung genü- 
genden Festlegung der Umlaufungsriehtungen der einzelnen Viel- 
ecke die weitere Festsetzung treffen, daß bei jedem Vieleck die 
positive Normalenrichtung » seiner Fläche diejenige sein soll, die 
zur positiven Umlaufungsrichtung so liegt wie die positive Rich- 
tung der x-Achse zur positiven Drehungsrichtung der yz-Ebene, 
und hierauf für jedes einzelne Vieleck die der Gleichung (1444) 
entsprechende Gleichung aufstellen. Leitet man dann aus allen 
diesen Gleichungen durch Addition eine neue Gleichung ab, so 
heben sich alle Linienintegrale fort, die über innere Kanten der 
Polyederfläche P zu erstrecken sind, und es bleibt links nur das 
über den vollständigen äußeren Rand r von P zu erstreckende 
Linienintegral übrig, und zwar überall in demjenigen Sinne ge- 
nommen, bei welchem die Richtung der Integration auf die gegen 
das Innere der betreffenden Vielecksfläche gerichtete Normale 
des Randes und die positive Normale » der Vieleckstläche im po- 
sitiven Drehungssinne folgt. Man erhält somit die Gleichung 


(1) ($) 
(1447) foas+ b,dy-+v,dz) = [rot.vao, 


und zwar gilt diese Gleichung auch für den jetzt sehr wohl mög- 
lichen Fall, daß der Rand r in mehrere voneinander getrennte 
geschlossene Streckenzüge zerfällt, wofern nur die Integrations- 
richtung überall in der beschriebenen Weise festgelegt wird. 

Aus der Gleichung (1447) ergibt sich nun endlich durch einen 
Grenzübergang der folgende für viele Teile der mathematischen 
Physik grundlegende unter dem Namen des Satzes von Stokes 
bekannte 

Lehrsatz: Ist für einen dreifach ausgedehnten Bereich & 
nach Annahme eines Systems rechtwinkeliger räumlicher Koordi- 


1) Diese Bezeichnung stammt von A. F. Möbius, Berichte über die 
Verhandlungen der Königlich Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Leipzig, mathematisch-physische Klasse, Band 17, 1865, Seite 33 = Ge- 
sammelte Werke, Band 2, Leipzig 1886, Seite 477. 
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naten x,y,z eine den oben angegebenen Voraussetzungen genügende 
Vektorfunktion v erklärt, ist ferner im Innern von & irgend ein 
gewöhnliches Flächenstück X gegeben und ist die positive Normalen- 
richtung v des Flächenstücks Ņ für alle Punkte desselben derart 
festgelegt, daß sie sich bei stetiger Verschiebung des Fußpunktes 
niemals unstetig ändert, so gilt, wenn do das Flächenelement von 
F und | die vollständige, möglicherweise aus mehreren getrennten 
Teilen bestehende Randlinie von 75 bezeichnet, die Gleichung 


9 ® 
(1448) f (vd + v,dy-+ 1,4) f rot,vdo, 


und zwar ist dabei das links stehende Linienintegral über jeden 
einzelnen Teil von | in einem solchen Sinn zu erstrecken, daß 
überall die Richtung der Integration auf die nach dem Innern 
von 75 weisende Normale von | und die positive Normale v von Ñ 
in dem durch die Annahme des Koordinatensystems festgelegten 
positiven Drehungssinn folgt. 

Auf Grund der in Nr. 509 bei der Ausdehnung des Inhalts- 
begriffs auf krumme Flächen durchgeführten Betrachtungen ist es 
nämlich immer möglich, eine dem Gesetz der entgegengesetzten 
Kanten gehorchende Polyederfläche P, die dem Flächenstück 3 
und deren Rand der Randlinie | eingeschrieben ist, so zu be- 
stimmen, daß die beiden Seiten der Gleichung (1448) sich von den 
beiden Seiten der für die Polyederfläche P geltenden Gleichung 
(1447) beliebig wenig unterscheiden. Also können auch die beiden 
Seiten der Gleichung (1448) nicht voneinander verschieden sein. 


Zweiundzwanzigster Abschnitt. 
Uneigentliche Integrale. 


531. Integrale von Funktionen, die nicht beschränkt sind. — 
Es seien a und b zwei voneinander verschiedene Konstante und 
x eine Veränderliche, welche jeden zwischen a und b liegenden 
Wert und auch den Wert a anzunehmen vermag, während jedoch 
die Zahl b von ihrem Wertbereich ausgeschlossen sein kann. 
Ferner sei f(x) eine Funktion, die über jedes Intervall, welches 
von a bis zu einem zwischen a und b liegenden Werte $ reicht, 
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integrierbar, aber dabei so beschaffen ist, daß ihr absoluter Wert 
innerhalb des Intervalls (@---b) in der Nähe von b jede gegebene 
Konstante zu überschreiten vermag. Dann kann es vorkommen, 


daß das Integral fi Aa)dx einem Grenzwert zustrebt, wenn die 
a 


Veränderliche ë vom Innern des Intervalls (a---b) her der Kon- 
stanten b unbegrenzt nahe rückt. Trifft dies zu, so stellt man 


b 
diesen Grenzwert durch das Zeichen N: f(x)dx dar, setzt also 
a 


& b 
(1449) lim | fæ@dæ= | fædz, 


nennt das rechts stehende Zeichen im Gegensatz zu den in den 
vorangehenden Abschnitten erklärten eigentlichen Integralen ein 


b 
uneigentliches Integral und sagt auch, das Integral Í fix)dx 
sei konvergent. Es kann aber auch vorkommen, daß das Inte- 


gral afr f(«)dx keinem Grenzwert zustrebt. Dann legt man dem 
a 


b 
Zeichen fi fix)dx keine Bedeutung bei und sagt auch, das Inte- 
a 


b 
gral ji fx)dx sei divergent. 
a 


Beispielsweise ist die Funktion — 1 __ über jedes Interval 


vı Sg 
integrierbar, welches von 0 bis zu einer zwischen 0 und 1 ent- 
haltenen Zahl & reicht, wird aber unendlich groß, wenn æ wachsend 
dem Wert 1 unbegrenzt nahe rückt. Dabei nähert sich jedoch 


das Integral r = , einem Grenzwert, denn es ist 
0 —ıi 


Te arcsing, 


wo das Zeichen arcsin den Hauptwert bedeutet, und dieser Aus- 
druck strebt für <—=1—0 dem SE z zu. 


Also hat das Zeichen Sr => — einen Sinn, und zwar ist 


Teer, 
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fi de fen 
0 vı—. =1—0 J0 Vi. 2 


1 
Dagegen hat das Zeichen g E keine Bedeutung. Denn ist 
0 


wieder eine zwischen 0 und 1 enthaltene Veränderliche, so ist 
jetzt 

Š dz 1 

j re 
und daraus folgt, daß das links stehende Integral bei unbegrenzter 
Annäherung der Veränderlichen é an den Wert 1 keinem Grenz- 
wert zustrebt, sondern unendlich groß wird. 

Wenn eine für ein endliches Intervall (a---b) einschließlich der 

Grenze a erklärte Funktion f(x) die oben näher angegebenen Vor- 


b 
aussetzungen erfüllt, so läßt sich das Zeichen f f{z)dx selbst in 
a 


solchen Fällen, wo ihm nach dem vorangehenden eine Bedeutung 
zukommt, nicht in der gleichen Weise wie im sechzehnten Ab- 
schnitt erklären. Denn von den in Nr. 420 mit E und U bezeich- 
neten Summen hat jetzt wenigstens eine überhaupt keine Be- 
deutung mehr und der absolute Wert der in Nr. 421 erklärten 
Summe § kann durch passende Verfügung über den letzten 
Zwischenwert &, beliebig groß gemacht werden. Eben deswegen 
handelt es sich unter den gegenwärtigen Voraussetzungen wirk- 
lich um eine Erweiterung des Integralbegriffs, und es ist daher 
berechtigt, die hierbei sich ergebenden als Grenzwerte eigentlicher 
Integrale erscheinenden Integrale als uneigentliche Integrale 
zu bezeichnen. 


In ähnlicher Weise wie oben stellt man die Bedentung des 
b 

Zeichens $ fæ)dx auch für den Fall fest, daß die Funktion f(x) 
a 


über jeden Teil des Intervalls (a---b) integrierbar ist, der nach 
Abtrennung eines die untere Integrationsgrenze a enthaltenden 
Intervalls übrig bleibt, daß aber der absolute Wert von fx) be- 
liebig groß werden kann, wenn x vom Innern des Intervalls her 
der Grenze a unendlich nahe rückt. Man setzt dann eben, indem 
man wieder unter $ eine zwischen a und b liegende Veränder- 
liche versteht, 
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b b 
[roas= im J fa)dz, 


b 
wofern das Integral i f(x)dx wirklich einem Grenzwert zustrebt, 
Ss 


legt aber sonst dem links stehenden Zeichen keine Bedeutung bei. 
Beispielsweise ist 


8 
8 8 9? 
J=- lim N: de. — Tim EE 16, 
oya Setideya =+! } 


2 
während das Zeichen $ 3 keine Bedeutung hat. 
0 


Sollte ferner die Funktion f(x) zwar über jedes ganz im 
Innern des Intervalls (a---b) enthaltene abgeschlossene Intervall 
integrierbar sein, aber in der Nähe einer jeden der beiden Grenzen 
a, b Werte von beliebig großem absoluten Betrage annehmen, so 
setzt man, indem man unter ë und &’ zwei zwischen a und b ent- 
haltene Veränderliche versteht, 


b ë 
f fæis= lim N fix)dx, 
a g 


($$ = a,b), 


y 
wofern das Integral y f(«)dx bei gleichzeitiger Annäherung der 
Š 


Veränderlichen &, &’ an die Konstanten a, b einem Grenzwert zu- 
strebt, der unabhängig davon ist, in welchem Verhältnis die 
Differenzen ( — a) und (b— 5’) gleichzeitig unendlich klein werden. 


b 
Anderenfalls wird wieder dem Zeichen j f(x)dx kein Sinn bei- 
a 


gelegt. 
Beispielsweise ist hiernach, wie man leicht bestätigt 


a; 


—— mm #2 
AVi=s2 ; 


1 

während dem Zeichen ý S5 keine Bedeutung zukommt. 
a A 

Ein weiterer nunmehr nahe liegender Schritt besteht darin, 

den Begriff eines über ein endliches Intervall (@a---b) zu er- 

streckenden bestimmten Integrales auch auf den Fall auszudehnen, 
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daß die zu integrierende Funktion f(x) in der Nähe einer im 
Innern des Intervalls (@---5) liegenden Stelle e nicht mehr 
zwischen endlichen Grenzen enthalten bleibt, möglicherweise sogar 
für die Stelle e selbst gar nicht erklärt ist, aber über jedes ab- 
geschlossene Intervall integriert werden kann, welches einen Teil 
des Intervalls (a---b) bildet und die Stelle e nicht enthält. Man 


setzt dann 
b b 
Í fa)de— | fæjäz +f Kæde, 


vorausgesetzt daß jedes der beiden rechts stehenden Integrale auf 
Grund der vorangehenden Erklärungen einen Sinn hat, legt aber 


b 
sonst dem Zeichen l f(x)dx keine Bedeutung bei. 
a 


Ähnliches gilt endlich ganz allgemein, wenn eine Funktion 
f(x) in einem endlichen Intervall (a---b) an einer beliebigen end- 
lichen Anzahl von Stellen, zu denen auch die Grenzen a, b ge- 
hören können, aber auch nur an diesen Stellen Eigentümlichkeiten 
der erwähnten Art darbietet. Sind nämlich e,, Co, --- €, die frag- 
lichen Stellen, so wie sie im Sinne von a gegen b aufeinander 
folgen, so setzt man 


S[neoae= f fods f fede + f foda, 


vorausgesetzt daß jedes der rechts stehenden Integrale einen Sinn 


b 
hat. Anderenfalls kommt dem Zeichen di fix)dz keine Be- 
a 


deutung zu. 

Auch alle Integrale, deren Erklärung auf diesen ferneren Er- 
weiterungen beruht, werden als uneigentlich bezeichnet. Ferner 
gebraucht man bei allen diesen Integralen die Worte konvergent 
und divergent in dem gleichen Sinne wie in dem zuerst be- 
sprochenen Fall. 

Ähnlich wie bei unendlichen Reihen unterscheidet man auch 
hier zwischen bedingter und unbedingter Konvergenz: Ein kon- 
vergentes uneigentliches Integral heißt unbedingt konvergent, 
sobald die Konvergenz auch dann erhalten bleibt, wenn man die 
zu integrierende Funktion durch ihren absoluten Wert ersetzt, 
dagegen nur bedingt konvergent, wenn dies nicht zutrifft. 
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Sätze, die für eigentliche Integrale gelten, dürfen natürlich 
nicht ohne Prüfung auf solche Fälle übertragen werden, in denen 
es sich nicht um eigentliche Integrale handelt, da man sonst in 
Irrtümer verfallen kann. Beispielsweise folgt aus der Gleichung 


nicht etwa, daß 


wäre. Das links stehende Zeichen hat vielmehr gar keinen Sinn. 
Denn sind 5, 5’ irgend zwei zwischen 0 und 1 liegende Zahlen, 


so ist x 
ide 1dr 1 1 
T Fa Ar a a 
und daraus folgt, daß die links stehende Summe keinem Grenz- 
wert zustrebt, sondern unendlich wird, wenn $ und 5’ gleichzeitig 
verschwinden. So löst sich der scheinbare Widerspruch, daß ein 
bestimmtes Integral, dessen Elemente sämtlich positiv sind, einen 
negativen Wert haben soll. 

532. Kennzeichen der Konvergenz. — Die Entscheidung der 
Frage, ob einem Zeichen von einer der in Nr. 531 erwähnten 
Arten ein Sinn zukommt oder nicht, läßt sich, wie man leicht 
einsieht, stets darauf zurückführen, in einer endlichen Anzahl von 


"b 
Fällen die gleiche Frage für ein Zeichen von der Form J f(«)dx 
a 


zu beantworten, wo a, b zwei der Ungleichung «<b genügende 
Konstante bedeuten und /(x) eine ftir a<x< b erklärte Funktion 
bezeichnet, die nur in der Nähe der oberen Grenze b Werte von 
beliebig großem absoluten Betrage anzunehmen vermag, aber über 
jedes Intervall integrierbar ist, welches von a bis zu einer zwischen 
a und b liegenden Zahl reicht. 

In jedem Falle dieser Art ist nun nach dem allgemeinen 
Konvergenzprinzip (Nr. 211) zur Konvergenz des Integrales 


b &' 
r; f(x)dx notwendig und hinreichend, daß das Integral $ ; fie)dx, 
G Š 


wo & und &’ zwei der Bedingung a< < &'<b unterworfene 
Veränderliche bezeichnen, stets dem Grenzwert 0 zustrebe, wenn 
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5 unbegrenzt nahe an b heranrückt, einerlei wie &’” zwischen & 
und b angenommen werden mag. Daraus folgt zunächst, daß dem 


Zeichen N Kada sicher ein Sinn zukommt, sobald das ent- 
onie Integral des absoluten Wertes der Funktion f(x), das 
heißt das Integral f. r f(x) dæ konvergiert, Denn infolge der für 
a< ELE <O RE Ungleichung l 


| Í ‘Taaa < Í az. 


wird beim Unendlichkleinwerden des rechts stehenden Integrales 
auch das Integral H f(x)dx unendlich klein. 


Nachdem dies festgestellt, gelangt man zu einer bequemen 
und praktisch meistens ausreichenden Regel zur Beurteilung der 
Konvergenz bestimmter Integrale, indem man von dem folgenden 


Satze ausgeht: 
f b dz 
(b — x)” 


Das Integral 
wo a und b zwei der Ungleichung a< b genügende Konstante be- 
deuten und v einen konstanten positiven Exponenten bezeichnet, 
ist konvergent, wenn v< 1 ist, dagegen divergent, wenn 
>21; 

In der Tat ist ja, wenn ë eine zwischen a und b liegende 
Zahl bedeutet, für jeden von 1 verschiedenen Wert von » 


"da da Ba] 
Sé (b— x) ’de= |- TH 


= [6 — a)’ — (b — 8”). 


Ist num 0<v<1, also (1— v) positiv, so wird die Potenz 
(b—&)—” unendlich klein, wenn ë wachsend unbegrenzt nahe 


an b heranrückt. 


1—r 
wirklich einem Grenzwert zu, nämlich dem Grenzwert 0- a 


EE 
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das heißt, das Integral f © dx y ist konvergent. Ist dagegen 
a = 
v>1, so ist (1— v) negativ. Dann wird aber der Ausdruck 


1 _rv i a L a . 
0 


b x 
unendlich groß, so daß das Integral N; Pe divergiert. Ähnlich 
ETE 


tritt auch für v=1 Divergenz ein, weil f i TA “= 1, eben- 
a 


falls unendlich wird, wenn ë wachsend in b übergeht. 

Der hiermit bewiesene Satz läßt sich nun folgendermaßen 
verallgemeinern: 

Wenn eine Funktion f(x) den im Anfang dieser Nummer 


b 
angegebenen Voraussetzungen genügt, so ist das Integral if fia)dx 
a 


sicher konvergent, falls es möglich ist, einen zwischen 0 und 1 
enthaltenen konstanten Exponenten v und eine positive Konstante 
M so zu bestimmen, daß für a<x<-b immer 


|(b— ayfa) <M 
bleibt, einerlei wie nahe die Veränderliche x an b heranrückt. 
Denn ist diese Voraussetzung erfüllt, so ist für a <s <b 


fa< 
also für a<LE<E KD 
k fa) lascar f gi 90-8777 
und daher 


g 
lim f fæ) dr =0. 
{=b—0JE 


In den praktisch vorkommenden Fällen der hier-in Rede 
stehenden Art wird die Funktion f(&) in der Regel bei Annäherung 
ihres Argumentes an die obere Integrationsgrenze von einer 
bestimmten Ordnung unendlich. Trifft dies zu, so gilt die 
folgende aus dem vorangehenden leicht abzuleitende Regel: 


b 
Das Integral f fix) da ist konvergent, wenn die Funktion f(x) 
a 


v. Mangoldt, Einführung, III, 25 
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für x—b — 0 von niedrigerer als der ersten Ordnung, dagegen 
divergent, wenn sie von der ersten oder höherer Ordnung unend- 
lich wird. 
Beispielsweise erkennt man hiernach, auch ohne die be- 
treffenden unbestimmten Integrale angeben zu können, sofort, daß 
m 


2 
das Zeichen J etgxdx sinnlos ist, daß dagegen das Integral 


0 
1 P 0 iTr u 
si 3 — au | ; du 
0 Vz æ ıV—u 
sicher einen Sinn hat. 


533. Integrale über unendliche Intervalle. — Wenn eine 
Funktion f(x) für alle oberhalb einer Konstanten a liegenden 
Werte von x erklärt und über jedes endliche Intervall mit der 
unteren Grenze a integrierbar ist, so kann es vorkommen, daß 
das von a bis zu einer beliebigen größeren Zahl b erstreckte 


b 

Integral f f(x)dx bei unbegrenzter Vergrößerung von b einem 
a 

Grenzwert zustrebt. Ist dies der Fall, so stellt man diesen Grenz- 


wert durch das Zeichen fi f(«)dx dar, setzt also 
a 


(1450) iim [ fædda -| tæa 

und sagt, das Integral Í n (x)dæ sei konvergent. Falls dagegen 
das Integral j: lioas keinem Grenzwert zustrebt, legt man dem 
Zeichen y "flædz keinen Sinn bei und sagt auch, das Integral 


Í fæ)dæ sei divergent. 
a 


Beispielsweise ist 


© b 
ng f dz — lim aretgb— 7, 
0 1+r b= œo v lpr b= o 2 
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æ b 
während das Zeichen f dz keinen Sinn hat, da f d2__je(1+b) 
0 


IFs DiI +o 
bei unbegrenzt wachsendem b ebenfalls unendlich wird. 

Ganz ähnlich setzt man, wenn f(x) eine Funktion bedeutet, 
die für alle unterhalb einer Konstanten b liegenden Werte von x 
erklärt und über jedes endliche Intervall mit der oberen Grenze b 
integrierbar ist, 


b b 
(1451) lim fa)da— [ fix) dx 


und versteht, falls f(x) eine für jeden beliebigen Wert von æ 
erklärte und über jedes endliche Intervall integrierbare Funktion 


bedeutet, unter 
fi fiæjda 


b 
den Grenzwert des Integrales f f(x)dx für den Fall, daß gleich- 
a 


zeitig a negativ und b positiv unendlich wird, alles natürlich 
unter der Voraussetzung, daß der betreffende Grenzwert wirklich 
vorhanden ist und daß in dem zuletzt erwähnten Falle nichts 
darauf ankommt, in welchem Verhältnis |a| und b unbegrenzt 
vergrößert werden. Sonst wird den in Rede stehenden Zeichen 
kein Sinn zugeschrieben. 

Beispielsweise ist hiernach, wie man leicht bestätigt 


tA dx Re 
en To’ j 


xdz 


wogegen dem Zeichen i 3 kein Sinn zukommt, da 
zT 


=. 


b 2 
N get 4 
a 1 +r 1+a 
je nach dem Verhältnis, in welchem (— a) und b unbegrenzt ver- 
größert werden, verschiedenen Grenzwerten zustreben kann. 


Zu den vorangehenden Erklärungen treten noch die Fest- 
setzungen, daß immer 


f Tods mit | Reds; | Rajz mit =f f«)dz 


25* 
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und À p 
N) fæjdxz mit — f fa)dz 


gleichbedeutend sein soll. 

Mit der Unendlichkeit des Integrationsintervalls darf sich 
schließlich auch der Umstand verbinden, daß es in dem Integra- 
tionsintervall eine endliche Anzahl von Stellen gibt, in deren 
Nähe die zu integrierende Funktion Werte von beliebig großem 
absoluten Betrage anzunehmen vermag. In jedem solchen Falle 
ist durch Verbindung der soeben aufgestellten mit den in Nr. 531 
enthaltenen Erklärungen festzustellen, ob dem fraglichen Integral 
ein Sinn zukommt und was man darunter zu verstehen hat. 

Auch alle Integrale, die über unendliche Intervalle zu er- 
strecken sind, werden den uneigentlichen Integralen zu- 
gerechnet. Zugleich gilt bei diesen Integralen hinsichtlich des 
Sinnes der Worte konvergent und divergent, sowie un- 
bedingt und bedingt konvergent ganz Ähnliches wie bei den 
uneigentlichen Integralen der in Nr. 531 betrachteten Art. 

534. Magnetische Wirkung eines geraden unendlich langen 
Stromes. — Als Beispiel für das Vorkommen eines Integrales 
über ein unendliches Intervall sei folgende physikalische Aufgabe 
angeführt: Ein elektrischer Strom fließt durch einen in Ruhe be- 
findlichen gerade gestreckten Draht und wirkt dabei auf einen 
ebenfalls ruhenden Magnetpol nach dem Gesetz von Biot und 


Fig. 106, 


Savart (vgl. Nr. 471,2). Der Draht ist im Verhältnis zu seiner 
Dicke so lang, daß er mit hinreichender Genauigkeit durch eine 
gerade Strecke AB (Fig. 106) abgebildet werden kann, und der 
Magnetpol P befindet sich außerhalb der die Strecke AB ent- 
haltenden Geraden g in dem gegebenen Abstand o von derselben, 
und zwar in einer solchen Lage, daß das von ihm auf g gefällte 
Lot die Gerade g in einem zwischen A und B liegenden Punkte F 
trifft. Die Stärke des Magnetpols und die Stärke des Stromes 
haben im elektromagnetischen C. G.S. System die gegebenen Werte 
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m und J. Man soll unter der Voraussetzung, daß die Abstände 
der Punkte A und B vom Punkte F im Verhältnis zum Abstand ọ 
als unendlich groß angesehen werden dürfen, die in Dynen aus- 
zudrückende Kraft K berechnen, welche der in der Strecke AB 
fließende Teil des Stromes auf den Magnetpol ausübt. 

Lösung: Die gesuchte Kraft steht auf der durch g und P 
gehenden Ebene senkrecht, ist so gerichtet, daß sie den Pol im 
Sinne einer Rechtsdrehung um die mit der Stromrichtung gleich- 
gerichtete Gerade q antreibt und ergibt sich gemäß Nr. 471, 2 der 
Größe nach, wenn man das Produkt Jm mit dem über AB zu 


erstreckenden Linienintegral f sn? 75 multipliziert, wo ds das 
H r 


Linienelement der Strecke AB, r den Abstand dieses Linien- 
elementes von P und v den Winkel zwischen der Stromrichtung 
und der Richtung von dem Element ds gegen P bedeutet. Hier- 
nach ist, wenn æ die Abszisse von ds in bezug auf F bedeutet 
und A und B als unendlich fern angesehen werden, 


= 1 o 3 dæ 
K=Jnf - = dz=Jme | - ; 
Joa” + Vp o a! — %0 Va + F 


Nun ist aber nach Gleichung (1272), Nr. 455 


" dæ EUR © 
J Ki K e Ve’ ne o i 
und da dieser Ausdruck bei positiv unendlich werdendem x dem 
Grenzwert z bei negativ unendlich werdendem x dagegen dem 


Grenzwert Fa zustrebt, ergibt sich schließlich 
Y ae 


(1452) Bi zen 


Dasselbe Ergebnis kann man auch aus den Gleichungen (1326) 
der Nr. 471 ableiten, wenn man ein Rechtssystem rechtwinkeliger 
räumlicher Koordinaten x, y, z mit dem Anfang F so einführt, 
daß seine x-Achse mit dem Strome gleichgerichtet ist und seine 
y-Achse gegen P weist, und hierauf 


yz2=(; dy=dz2=0; REN: B=Y=0; 


=; n=ọ; = 1=Valre 
setzt, wobei 6, =K wird. 
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535. Bau lneingen der Konvergenz. — Da man ein Integral 


von der Form in f(x)dx stets mittels der Gleichung 


[nr Bin = -f f—ads= f”, f—- z)dz 


in ein Integral mit endlicher unterer und unendlicher oberer 


Grenze verwandeln und ein Integral von der Form f fx)dz in die 


0 æ 
Summe | y; fajde + J fi)da| auseinanderziehen kann, bedarf 
— 0 0 
die Frage nach den Bedingungen der Konvergenz nur für Inte- 
grale von der Form # fix)dx einer Erörterung. 
a 


Nun ist ein Integral dieser Art nach dem allgemeinen Kon- 
vergenzprinzip (Nr. 211) dann und nur dann konvergent, wenn 
jeder beliebig kleinen positiven Konstanten e eine oberhalb a lie- 
gende Konstante N derart zugeordnet werden kann, daß für je 
zwei Zahlen b, c, die der Bedingung N<b<<e genügen, die Un- 


gleichung 
c b e | 
f Toaz- f fæjdzi = rad <: 


besteht. Daraus folgt zunächst leicht: 
Das Integral fi f(x)dx ist sicher konvergent, wenn das Inte- 
a 


gral J f{@)|\dx konvergiert. 
a 


Nachdem dies festgestellt, erhält man ein bequemes und für 
viele Fälle ausreichendes Mittel zur Entscheidung, indem man zu- 


nächst als Beispiel das Integral J A betrachtet, wo « eine posi- 
1 


tive Konstante bedeutet. Dieses Integral ist nämlich 
konvergent für @>1, 
divergent füre<i. 


Denn ist @>1, so ist für jeden oberhalb 1 liegenden Wert 
von b 
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b b N à 
dx —daı_ 1 4 1- & 1 j h 
[OJ aa N 


strebt also bei unbegrenzt wachsendem 5 dem Grenzwert ED zu. 
Ist dagegen «<1, so ist für z>1 beständig 
371 
g“ >23 


also für bD>1 


b 
so daß das Integral fi z bei unbegrenzt wachsendem b ebenfalls 
Vi 2 


unendlich wird. 
Dieses Ergebnis läßt sich nun folgendermaßen verallgemeinern: 


Ein Integral von der Form J fx)dxz, wo a eine Konstante 
a 


und f(x) eine über jedes endliche Intervall mit der unteren Grenze 
a integrierbare Funktion bedeutet, ist sicher konvergent, wenn es 
möglich ist, einen konstanten oberhalb 1 liegenden Exponenten « 
und eine positive Konstante M so zu bestimmen, daß für alle 
oberhalb einer gewissen Grenze liegenden Werte von x 


a“ fie)) <M 
bleibt. 


Denn ist diese Voraussetzung erfüllt, so ist, falls b und e 
zwei hinreichend große positive der Ungleichung b< ¢ genügende 
Zahlen bedeuten, 


dx M 1 1 M 1 
[rwiae<u[% an (a) Te 


e 
Das Integral g |æ) de kann also dadurch, daß man b hin- 


reichend groß wählt, unter jede gegebene positive Konstante 
herabgedrückt werden. 

Wird die Funktion fix) bei unbegrenzt wachsendem x von 
einer bestimmten Ordnung unendlich klein, so ist das Inte- 


gral f fæjdx konvergent, wenn diese Ordnung >1, dagegen di- 
a 


vergent, wenn sie <1 ist. 
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Beispielsweise folgt aus dem vorangehenden, daß das Integral 
(1453) zn) f e tg Ax 
0 


für jeden oberhalb (— 1) liegenden Wert des konstanten Expo- 
nenten n konvergiert. Denn nach willkürlicher Annahme einer 
oberhalb 1 liegenden Konstanten « ergibt sich stets, daß das Pro- 
dukt x“ e"2"—e""x2"+“ bei unbegrenzt wachsendem x unendlich 
klein wird, also für alle positiven Werte von x unter einer ge- 
wissen Konstanten bleibt. 

Die Einschränkung, daß n>—-1 sein soll, ist deswegen nötig, 
weil sonst die zu integrierende Funktion an der unteren Inte- 
grationsgrenze von der ersten oder einer höheren Ordnung un- 
endlich werden und das Integral aus diesem Grunde divergieren 
würde Für —1<n<0 wird das Produkt e 7x” allerdings auch 
noch unendlich, wenn & abnehmend an 0 heranrückt, aber von 
niedrigerer als der ersten Ordnung, so daß das Integral einen 
Sinn behält. 

Ganz ähnlich läßt sich zeigen, daß bei ganzzahligem posi- 
tiven Werte der Konstanten k auch das allgemeinere Integral 


de e” a" (lga) da 
0 


für jeden oberhalb (— 1) liegenden Wert von n konvergiert. 


Das durch die Gleichung (1453) für n>—1 als Funktion 
von n erklärte Integral I/(n) ist deswegen von einer gewissen 
praktischen Bedeutung, weil es für jeden ganzen nicht negativen 
Wert von n mit n! übereinstimmt, Zunächst ist nämlich für n — 0 


b 
no=f i—i [= ]]-1=0. 
Ferner ergibt sich für n>0 durch teilweise Integration 
Serra. erde =— "+ nfarnte"az, 
also für b>0 


b b 
f a n | arte "de. 
0 0 
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Daraus folgt aber 
f ea den f te da 
0 0 
oder 


(1454) Iln) =nIn— 1). 
Für jeden ganzen positiven Wert von n ist daher 
In)=n(n —1)---2-1-I1(0) 
oder 
(1455) UMa =n!, 
wie behauptet wurde. 
Die Bezeichnung I/(n) ist von C. F. Gaug +) eingeführt worden. 
Legendre?) setzt 


(1456) In — n= e-a =dans T(n), 
0 


und dadurch ist für die in Rede stehende Funktion der Name 
Gammafunktion in Aufnahme gekommen. 

Bei Integralen, die nur bedingt konvergieren, leistet zuweilen 
der zweite Mittelwertsatz der Integralrechnung zum Nachweis der 
Konvergenz gute Dienste. Beispielsweise folgt aus ihm sehr leicht 


die Konvergenz des Integrales if ne dy, Für 0<b<e ist 
0 


nämlich nach dem zweiten Mittelwertsatz in seiner einfachsten 


Form 
J= iey gea if singdæ— -+ (cosb — 0088), 


wo b< <c ist. Bei gegebenem beliebig kleinem positiven Werte 


von e ist also 
sing | 
Wf" 5 re 


1) ©. F. Gauß, Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc, 
Art. 20—28, Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis recen- 
tiores, Vol. II, Gottingae 1813 — Werke, Band III, Göttingen 1876, S, 145—152. 
= C.F Gauß, Allgemeine Untersuchungen über die unendliche Reihe usw., 
übersetzt von H. Simon, Berlin 1888, S. 33—40. 

2) A. M. Legendre, Exercices de calcul intégral, quatrième, Partie, 
S. 4, zuerst für sich veröffentlicht Paris 1814; dann wieder abgedruckt in 
Exercices de calcul intégral, Tome second, Paris 1817. 
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sobald nur b groß genug ist. Dies ist aber für die Konvergenz 


des Integrales f snt dy hinreichend. 


0 
Während eine unendliche Reihe nur dann konvergieren kann, 
wenn ihr n-tes Glied bei unbegrenzt wachsendem n dem Grenz- 
wert 0 zustrebt, ist für die Konvergenz eines Integrales von der 


Form J f(@)dx nicht erforderlich, daß f(x) bei unbegrenzt wach- 
0 


ie] 
sendem æ unendlich klein werde. Beispielsweise ist J sin (z?) dæ 
1 


konvergent, obwohl die Funktion sin(=”) nicht dem Grenzwert 0 
zustrebt. Denn für jeden positiven Wert von b ist 
b he. 
f sin@)de—5 un; 
1 1 u 
und der Nachweis dafür, daß das rechts stehende Integral bei un- 
begrenzt wachsendem b einem Grenzwert zustrebt, läßt sich ganz 


sin x 
d 
T 


b 
ebenso erbringen wie oben bei dem Integral f rA 
“o 

536. Uneigentliche Flächen- und Raumintegrale. — In der 
Ebene zweier Veränderlichen x,y sei ein gewöhnlicher Bereich 
B und eine demselben angehörende Stelle (£o, Yọ) gegeben, und 
für den Bereich ®, jedoch möglicherweise mit Ausnahme der 
Stelle (£o, Yọ), sei eine Funktion f(x, y) erklärt, die in B nicht 
beschränkt ist, sondern daselbst in der Nähe der Stelle (&,, Yọ) 
Werte von beliebig großem absoluten Betrage annehmen kann. 
Diese Funktion sei indessen über jeden gewöhnlichen Bereich inte- 
grierbar, der dem Bereiche B als Teil angehört, aber die Stelle 
(£o Yo) nicht enthält. Dann kann es vorkommen, daß das 
über einen Bereich ® dieser Art erstreckte Flächenintegral 


(8) 
yi fix, y)do einem Grenzwert zustrebt, und zwar immer dem 


nämlichen Grenzwert, wenn man den Bereich ®’ in irgend einer 
Weise so ausdehnt, daß der Unterschied der Flächeninhalte von 
B und Y unendlich klein wird. Trifft dies zu, so stellt man den 


(®) 
erwähnten Grenzwert durch das Zeichen $ f(e, y)do dar. Ande- 


renfalls hat dieses Zeichen keine Bedeutung. 
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Ein Beispiel ergibt sich, wenn man sich nach Annahme 
eines Systems rechtwinkeliger ebener Koordinaten einen gewöhn- 
lichen in der Ebene dieses Systems liegenden Bereich ® derart 
mit Masse belegt denkt, daß deren Flächendichte eine stetige Funk- 
tion der Koordinaten desjenigen Punktes ist, auf den sie sich be- 
zieht, und nun den Begriff des Potentials (Nr 519) der so ver- 
teilten Masse auf den Fall auszudehnen sucht, daß der Aufpunkt 
mit einem in ® selbst liegenden Punkte (x,y) zusammenfällt. 
Sind nämlich & n die Koordinaten eines in Y frei beweglichen 
Punktes, ist ferner zur Abkürzung 


Ve-g’+y—n'=r 
gesetzt und ist endlich œ(&, ⁄) die am Punkt (&, 7) herrschende 
Flächendichte und o(@,y)+0, so wird die Funktion Tor der 


Veränderlichen &,» unendlich groß, wenn die Stelle (š, 7) der 
festen Stelle (x, y) unbegrenzt nahe rückt. Es erscheint daher 
zunächst fraglich, ob man die übliche Erklärung des Potentials, 
welche für einen außerhalb der wirkenden Masse liegenden Auf- 
punkt gilt, durch die Festsetzung erweitern kann, daß das Potential 


Brote 
in dem oben erwähnten Falle dem Ausdruck f oi: N) do gleich 


sein soll, auf den jene Erklärung führen würde. 
Aber diese Ausdehnung ist, wie eine genauere Untersuchung 
zeigt, in der Tat möglich und ist daher auch allgemein ange- 


nommen. Die Funktion eis ”) ist nämlich über jeden Bereich ® 


integrierbar, der übrig bleibt, wenn man aus ® irgend einen ge- 
wöhnlichen Bereich herausschneidet, der die Stelle (x, y) und alle 
in einer gewissen Nähe derselben liegenden Stellen von Y ent- 


(8) 
hält. Ferner kann das Integral f ai ido bei einer Ver- 


kleinerung des ausgeschnittenen Teiles, das heißt einer Vergröße- 
rung von Y’, niemals abnehmen, da die Funktion Fun nie negativ 


ist. Andererseits hat aber die Gesamtheit aller möglichen Werte 


Ener 
des Integrales f ’ do eine endliche obere Grenze @. Denn 


eSa 
denkt man sich zwei Kreise mit dem Mittelpunkt (x, y), von denen 
der eine so klein ist, daß er keinen Punkt von XY umschließt, der 
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andere dagegen so groß, daß er alle Punkte von ® im Innern 
enthält, und versteht man unter r, und r, die Radien dieser 
Kreise und unter M den Maximalwert der Dichte o($, y) für den 
Bereich 3, so ist, wie man leicht einsieht, 


(8) 2x fr ? 
fS? I i Meco 19 —=2r2M(r,—r,)<2rMr,. 
or, 


(®) 
Daraus folgt nun, daß das Integral T oM 76 in der Tat 


= 
einen Sinn hat und mit der soeben als vorhanden nachgewiesenen 
oberen Grenze Œ übereinstimmt. Denn offenbar strebt das Inte- 
(8) 
gral T en do auch jedesmal dieser Grenze zu, wenn der aus 
B herausgeschnittene Flächenteil in irgend einer Weise um den 
Punkt (x, y) unbegrenzt zusammengezogen wird. 
Ahnlich wie bei den bisherigen Voraussetzungen ist die Be- 


(8) 
deutung eines Zeichens von der Form 1: fix, y)do auch dann zu 


erklären, wenn es in dem Bereiche B mehrere Stellen gibt, an 
denen die Funktion f(x, y) dieselben Eigentümlichkeiten darbietet 
wie eine Funktion der bisher betrachteten Art an der Stelle (£o, Yo), 
aber alle diese Stellen in einen meßbaren Bereich von beliebig 
kleinem Inhalt eingeschlossen werden können. 

Eine fernere Erweiterung des Begriffs eines Flächenintegrals 
bezieht sich auf den Fall, daß der Integrationsbereich sich ins 
Unendliche erstreckt. Ist nämlich eine Funktion f(x, y) für einen 
Bereich ® erklärt, der nicht mehr endlich, dabei aber so be- 
schaffen ist, daß dem in einem beliebigen gewöhnlichen Bereich 
enthaltenen Teile von ® stets ein Inhalt zukommt, und ist die 
Funktion flx, y) über jeden solchen Teil von Y integrierbar, so 
kann es vorkommen, daß das über einen endlichen meßbaren Teil- 


(T) 
bereich T von 3 erstreckte Integral il f(x, y)do einem Grenz- 


wert zustrebt, wenn man die Grenze von T, soweit sie nicht mit 
der Grenze von Y zusammenfällt, nach dem Unendlichen hinaus- 
rückt, und zwar immer demselben Grenzwert, einerlei wie diese 
Hinausschiebung erfolgt. Trifft dies zu, so stellt man diesen 


(8) 
Grenzwert durch das Zeichen N} fix, y)do dar. Anderenfalls hat 
das letztere keinen Sinn. 
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Ein leicht zu behandelndes Beispiel bietet das über die Fläche 


OQ des ersten Quadranten der zy-Ebene zu erstreckende Integral 
(a) N 
e@ +da. Denkt man sich nämlich von dem ersten Qua- 


dranten einen gewöhnlichen Bereich X durch eine Linie I ab- 
getrennt, die von einem Punkte auf der positiven Hälfte der 
x-Achse bis zu einem Punkte auf der positiven Hälfte der y-Achse 
verläuft, und denkt man sich zugleich um den Nullpunkt als 
Mittelpunkt zwei Kreise beschrieben, von denen der eine keinen 
Punkt von [, der andere dagegen alle Punkte von [ umschließt, 
so ist, wenn q, und Q, die im ersten Quadranten liegenden Teile 
der Flächen dieser Kreise bedeuten, 


fe +9) do < Te (@® +") do < fe @°’+ y’) do, 


da die Funktion e”@°+’”) dauernd positiv ist. Nun ist aber, wenn 
r den Radius des kleinen und Æ den des großen Kreises bedeutet, 


(1) -e +y’) Efra 3 i 
fe = 10 | er edodp=ł |- À] =e) 
0 0 


0 
und ebenso 


Wfeetdaoi a 
Folglich ist 
ţa hs "fee trao<a BERN, 
Schiebt man nun die Linie ( nach dem Unendlichen hinaus, 
so wird Æ unendlich groß. Gleichzeitig kann man aber auch r 


unendlich groß werden lassen. Tut man dies, so nähern sich die 
äußeren Glieder der vorstehenden Ungleichung beide dem Grenz- 


wert T Folglich muß auch das mittlere Glied stets dem gleichen 


OF _ar+ 3% h 
Grenzwert zustreben, d. h. das Integral $ e ”)do hat einen ` 
Sinn und es ist 


(©) 
(1457) f oet., 
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Läßt man die im vorangehenden benutzte Abschlußlinie [ aus 
zwei zu den Koordinatenachsen parallelen Strecken bestehen, die 
von diesen den Abstand b haben, so daß B ein Quadrat wird, 
so geht die vorstehende Gleichung über in 


b rb 
tim | [et Nayan-. 
b= Jo Jo E 
Nun ist aber 


a , b +, 
J f e® Haydn | rl e dy)dz 
0 0 . 0 0 
OS k GE T ' 2 
=f af ETE ds=| f ERN da] ; 
0 0 0 


(1458) f e4 dæ=} ya 
0 - 


Folglich muß 


sein. Diese Gleichung findet in der Lehre von der Ausgleichung 
der Beobachtungsfehler Anwendung und ist auf direktem Wege 


nicht zu gewinnen, da das unbestimmte Integral der Funktion e 
nicht in geschlossener Form darstellbar ist. 


Auch der Begriff eines Raumintegrals (und ebenso auch der 
eines Integrales, das über einen Bereich von mehr als drei Dimen- 
sionen zu erstrecken ist) wird in ähnlicher Weise wie der eines 
Flächenintegrals sowohl auf den Fall ausgedehnt, daß die zu inte- 
grierende Funktion im Integrationsbereich nicht mehr beschränkt 
ist, als auch auf den, daß der Integrationsbereich sich ins Un- 
endliche erstreckt. Die leitenden Gedanken bleiben dabei dieselben 
wie bisher, so daß hier von einer genaueren Ausführung dieser 
Erweiterungen abgesehen werden kann. Insbesondere ergibt sich, 
daß dasjenige Integral, welches das Potential einer einen gewöhn- 
lichen Körper erfüllenden Masse von stetiger Dichte darstellt, 
auch dann einen Sinn behält, wenn der Aufpunkt im Innern oder 
auf der Grenze dieses Körpers liegt. 


Im Gegensatz zu den in früheren Abschnitten erklärten 
eigentlichen Flächen- und Raumintegralen heißen alle diejenigen 
als Grenzwerte eigentlicher Flächen- und Raumintegrale erschei- 
nenden Integrale, die sich durch die vorangehenden Begriffs- 
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erweiterungen ergeben, uneigentliche Flächen- und Rauminte- 
grale. 

537. Differentiation und Integration eines uneigentlichen 
Integrales. — Die in Nr. 484 und 487 gegebenen Regeln für die 
Differentiation und die Integration eines bestimmten Integrales 
in bezug auf einen Parameter bleiben in vielen Fällen auch für 
uneigentliche Integrale gültig, können aber bei solchen Integralen 
auch unrichtig werden. Deswegen bedarf jede Anwendung einer 
dieser Regeln auf ein uneigentliches Integral einer besonderen 
je nach den Umständen in verschiedener Weise zu erledigenden 
Rechtfertigung. Hier möge es genügen, zwei Beispiele solcher 
Rechtfertigungen anzuführen. ee 

1. — Differentiation der Gammafunktion. Die bereits 
in Nr. 535 durch die Gleichung 


(1453) u) f e a 
0 


für n>—1 erklärte Funktion des Argumentes n ist für jeden 
zulässigen Wert dieses Argumentes difterenzierbar, und ihre Ab- 
leitung kann dadurch gebildet werden, daß man unter dem Integral- 
zeichen partiell nach n differenziert, das heißt, es ist 


(1459) | e`? g" lgade. 
0 


Denn ist (n+ hA) irgend eine von n verschiedene oberhalb 
(— 1) liegende Zahl, so ist 


etam f ea re 
f 0 g=+0J8 
Nun ist aber für ©>0 nach dem Taylorschen!) Satz 
tig + ha” lex -+ . hè geteh (lg ©)? 
oder 


nth y” 
x — kad dagr gc+z hatt" ga, 


1) Man könnte auch mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 
auskommen, da der zu führende Beweis sich auch in ähnlicher Weise er- 
bringen ließe, wie der bei dem nachfolgenden Beispiel 2 unter © gegebene 
Beweis 
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wo 0<#<1 ist. Folglich ist 


Tetino f eg" igzds+ ih f ea" ter Ne a) da. 
0 0 


Beschränkt man nun A durch die Bedingung, daß 
I 
sein soll, so ist 


n—1 


er <n+sh<n-+1, 
also 


n=1 


% 1 
o<f ae a | e™x ? (lgx) dz 
0 v 
+f e~a" tig x) dz. 
1 


Das Integral y: eat’ hgx)? da bleibt somit bei unendlich 
0 
klein werdendem A zwischen festen endlichen Grenzen enthalten. 
Dies hat zur Folge, daß das Produkt =) f e7 a tt gaf de 
0 


gegen Null konvergiert. Also ist die Funktion I/(n) wirklich 
differenzierbar, und ihre Ableitung wird auch durch die Gleichung 
(1459) gegeben. 

Ganz ebenso würde sich zeigen lassen, daß auch alle Ab- 
leitungen höherer Ordnung der Funktion Z/(n) vorhanden sind 
und durch Differentiation unter dem Integralzeichen gewonnen 
werden können. 


2. — Berechnung des Integrales J ti. 
0 


A. — Das Integral J Dr ist der Wert, den die für 
0 
0<y durch die Gleichung 
(1460) ro= | ie 
0 


erklärte Funktion F(y) des Argumentes y für y—=0 erwirbt. 
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0 
B. — Die Funktion F(y) ist an der unteren Grenze 0 des 
Wertbereichs der Veränderlichen y stetig, das heißt, es ist 


= . 

sin æ — sınz 

[= dx= lim e =la. 
0 y=+0 7 


Für jeden positiven Wert von b ist nämlich 


f | rd 
o j pai 
b $ © é Bann ne 
=f eyida f oritis f EA aa 
0 % b r b x 


Nun ist aber nach der einfachsten Form des zweiten Mittel- 
wertsatzes für jede oberhalb b liegende Zahl e 


ann u LER e-yb 
iX ya fin dx= f ‚ sin dæ = —,— (cos b — cos 8), 
b R g z 


(1461) 


wo b<§<c ist, also 
er: da se” 
2 


und daher auch 


x Jar yd så 
f de at 2 2e PAEA 
A = 


Ferner ist, wie sich ebenso ergibt, 


e A 9 
[ran <} 
b = = 


Endlich kann das auf der rechten Seite der Gleichung (1461) 
b 
an erster Stelle stehende Integral $ len 1) $2 da bei fest- 
0 


gehaltenem Werte von b dem Werte 0 dadurch beliebig nahe ge- 
bracht werden, daß man y unter einer gewissen Grenze annimmt. 
Nach willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen positiven Kon- 
stanten e kann man daher, indem man zuerst für b eine oberhalb 


£ liegende Konstante wählt und dann eine zweite positive Kon- 


stante p passend bestimmt, stets erreichen, daß für 0< y< p 
v. Mangoldt, Einführung, II. 26 
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D » © . 
| —ys Any u an gr € € ES 
f- „ de [= dal<$+5+5 € 


wird, womit die Behauptung bewiesen ist. 


C. — Die Funktion F(y) ist für alle positiven Werte von 
y differenzierbar, und ihre Ableitung kann für diese Werte da- 
durch gebildet werden, daß man unter dem Integralzeichen par- 
tiell nach y differenziert, das heißt, es ist für „>0 


(1462) Fo-—| e Y"sinzd. 
0 


Sind nämlich y und (y + h) irgend zwei verschiedene positive 
Zahlen, so ist 


mwt (ST —e— Yt sing 
0 


h h © dx, 
also nach dem Mittelwertsatz !) der Differentialrechnung 


Fy +h) = __ (urn 
h 
0 


sined, 


wo % eine beständig zwischen 0 und 1 liegende Funktion von æ 
bedeutet. Dieser Gleichung kann man aber die Gestalt 


Fy +) — Fi) __ f "eY singda 
h 


(1463) Huber. 
+f [ere — evt Ne] singda 
0 
geben und hat daher nachzuweisen, daß der zweite Teil der 
rechten Seite bei verschwindendem Ah ebenfalls unendlich klein 


wird. 
Nun ist für jeden positiven Wert von b 


w ; b 
f} [e797 — e WPD] singdz -/ le’? — e O+ singdg 
0 ; 0 l 


[ee] oo 
+f e" singdo— | eUt’? sinzdz. 
Ferner ist 


1) Der Beweis könnte auch mit Hilfe des Taylorschen Satzes in ähn- 
licher Weise wie bei dem vorangehenden Beispiel 1 geführt werden. 
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hf Yt singde < f et? da=} eY’ 
(Jb | %b y 


und, wenn man den Zuwachs von vorn herein der Bedingung 
unterwirft, daß I<zy sein soll, 
1 1 
S me sinzaa HE hir TE ee 
Jh | A Y 


Man kann daher, wenn eine beliebig kleine, positive Kon- 
stante € gegeben ist, durch passende Wahl der Konstanten b stets 


erreichen, daß jedes der beiden Integrale N: e’"sinedz und 


=» 
J, er U+2? singdæ absolut genommen kleiner als +- wird. Hierzu 
b 


ist ja nur nötig, über b so zu verfügen, daß 


wird, das heißt, 
b> & lg Li 
yr>ey 


zu nehmen. Ist dies geschehen, so kann man ferner eine positive 
Konstante k so bestimmen, daß für |A|< k 


| fb 
f [e9? — e Ot) singda <5 
0 
also auch 
[tere tt sineda| <e 
0 
wird. Das heißt aber mit Rücksicht auf die Gleichung (1463), 
die Funktion F(y) ist für jeden positiven Wert von y differen- 


zierbar, und ihre Ableitung wird durch die Gleichung (1462) ge- 
geben. 


D. — Das Integral J e Y” singdæ läßt sich direkt be- 
0 


rechnen. Nach Gleichung (1224), Nr. 443, ist nämlich 


2, : £ sinz -+ cosg 
e Y" singde = — e payanet o 
1+y 
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und daher 
=» 
$. e`" singdz= 
u 


1EY 
Folglich ist 
; 1 
FW=- 
M= a 
also 
F(y)=C—arctgy, 
wo C eine Konstante bedeutet und unter dem Zeichen arctg der 
Hauptwert verstanden werden kann. Nun wird aber F(y) bei 
unbegrenzt wachsendem y unendlich klein. Denn da bei positivem 


æ immer = |<1 ist, folgt aus der Gleichung (1460) 


Foi<| d=. 
0 


= 


Folglich muß die Konstante C den Wert 5 haben, und es 
ist daher 


(1464) Fo)=] rri dy Z arctg y. 
0 
Hieraus ergibt sich nun schließlich, da nach dem unter A 


und B bemerkten i > dx= lim F(y) ist, 


0 y=+9 
sinw 7 
(1465) > de=,* 
ò 2 


Diese Gleichung ist für die Lehre von den sogenannten 
Fourierschen Reihen von grundlegender Bedeutung. 
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Dreiundzwanzigster Abschnitt. 


Differentialgleichungen. 


Erklärungen und allgemeine Sätze. 


538. Beispiele. — 1. — Wenn ein starrer Körper, wie z. B. 
ein an einer Feder hängendes Gewicht oder ein auf Federn 
ruhender Wagenkasten, durch elastische Verbindungen in 
einer gewissen Gleichgewichtslage gehalten wird, dabei aber doch 
parallel zu einer gegebenen Geraden hin und her gehende Be- 
wegungen ausführen kann, so ist die Kraft, welche ihn im Falle 
einer Ablenkung aus der Gleichgewichtslage in diese zurück- 
zuführen strebt, in vielen Fällen nahezu der Größe der Ablenkung 
proportional. Dies gilt zunächst, wenn der Körper in einer ande- 
ren als seiner Gleichgewichtslage in Ruhe gehalten wird. Aber 
es gilt, wenn der Körper nach einer anfänglichen Verschiebung 
aus seiner Gleichgewichtslage sich selbst überlassen bleibt, sehr 
oft auch hinreichend genau für jeden einzelnen Augenblick der 
dann einsetzenden Schwingungsbewegung, obwohl dabei die 
elastischen Verbindungen wegen ihres Mitschwingens nicht ganz 
ebenso wirken wie im Fall der Ruhe. Zur Lösung von Auf- 
gaben, die sich auf Schwingungen elastisch befestigter Körper 
beziehen, ist es daher wichtig, die folgende theoretische Frage zu 
beantworten: 

Auf der ersten Achse eines räumlichen Parallelkoordinaten- 
systems, in bezug auf welches das Trägheitsgesetz gilt, ist ein 
materieller Punkt P von der gegebenen Masse m beweglich. Der- 
selbe hat zu der gegebenen Zeit /, die erste Koordinate sọ und 
die Geschwindigkeit vọ und unterliegt der Einwirkung einer 
Kraft, die beständig gegen den Koordinatenanfang hin gerichtet 
ist und der Größe nach jederzeit durch das Produkt einer ge- 
gebenen positiven Konstanten a’ mit dem Abstand des Punktes 
P vom Koordinatenanfang gegeben wird. In welcher Weise hängt 
dann die erste Koordinate æ des Punktes P von der Zeit t ab? 

In anderen Worten heißt dies, man soll eine wenigstens zwei- 
mal differenzierbare Funktion æ der Zeit ? so bestimmen, daß 
sie und ihre Ableitung für ?=t, beziehentlich die Werte x, und 
v, erwerben und daß für jeden beliebigen Wert von ? 


http://rcin.org.pl 


406 Erklärungen und allgemeine Sätze. Nr. 538. 


(1466) m= =— ax 
ist. 

Die eigentümliche Schwierigkeit dieser Aufgabe, deren Lösung 
in Nr. 560 gegeben werden wird, besteht darin, daß die zweite 
Ableitung der unbekannten Funktion nicht als Funktion der un- 
abhängigen Veränderlichen ? gegeben, sondern statt dessen eine 
Gleichung vorgeschrieben ist, die zwischen der zweiten Ab- 
leitung und der unbekannten Funktion selbst bestehen soll. Wäre 
für die zweite Ableitung ein nur die Veränderliche ? enthaltender 
Ausdruck ø(t) gegeben, so könnte man aus der Gleichung 


T= gli) 


durch Integration sofort die Gleichung 


T | oHdt+0, 


gewinnen, wo C, eine Konstante bedeutet, und erhielte hieraus 
durch abermalige Integration 


sa (fowar)aı +01+G6, 


wo auch C, eine Konstante bezeichnet. Man hätte also nur zwei 
unbestimmte Integrale zu berechnen und dann noch die Kon- 
stanten C, und C, so zu bestimmen, daß die Nebenbedingungen 


=x; und Zn für —t, erfüllt werden. Aber tatsächlich 


6 Be: 3 x 
ist ro nicht als Funktion von ż, sondern als Funktion von x ge- 
G 


geben, und deswegen handelt es sich um eine Aufgabe anderer 
Art, nämlich, wie man zu sagen pflegt, um die Integration einer 
Differentialgleichung. 

Bei der Betrachtung hin und her gehender Schwingungen 
eines starren Körpers hat man öfters auch auf den hemmenden 
Einfluß von Luft- und Reibungswiderständen Rücksicht zu nehmen. 
Wie die Erfahrung lehrt, kann dies in manchen Fällen mit ge- 
nügender Näherung durch die Annahme geschehen, daß zu der 
von den elastischen Verbindungen herrührenden Kraft noch eine 
weitere Kraft hinzutritt, die stets der augenblicklichen Geschwin- 
digkeit des Körpers entgegen gerichtet und der Größe nach durch 
das Produkt des absoluten Wertes dieser Geschwindigkeit mit 
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einer positiven Konstanten 22 gegeben ist. Denkt man sich dann 
den schwingenden Körper so wie zuvor durch einen materiellen 
Punkt abgebildet, so kommt man, wie leicht einzusehen, auf die 
etwas verwickeltere Differentialgleichung 


5 EB y 
(1467) m 22 


die ebenfalls in Nr. 560 behandelt werden wird. 

2. — In einem Rechteck, in welchem das eine Paar gegen- 
überliegender Seiten im Verhältnis zum anderen als unendlich lang 
angesehen werden darf, seien die beiden längeren Seiten von zwei 
konstanten, gleich starken und gleich gerichteten elektrischen 
Strömen durchflossen. Durch die Mitten A,, A, dieser Seiten sei 
senkrecht zu ihnen eine Ebene € gelegt. Endlich werde voraus- 
gesetzt, die Stromkreise, welche die längeren Rechtecksseiten ent- 
halten, seien so gestaltet, daß bei Annahme des Elementargesetzes 
von Biot und Savart (vgl. Nr. 471, 2) in der Nähe der Strecke 
A,A, nur die von diesen Rechtecksseiten ausgehenden magneti- 
schen Kräfte in Betracht kommen, die Wirkung aller übrigen 
Stromteile dagegen vernachlässigt werden darf. Man soll unter 
diesen Annahmen und bei Einschränkung der Betrachtung auf 
eine hinreichend enge Umgebung der Strecke A,A, die in der 
Ebene € liegenden magnetischen Kraftlinien ermitteln, d. h. 
diejenigen Linien, bei welchen die an einem beliebigen Punkte 
herrschende magnetische Kraft stets in die in diesem Punkte be- 
rührende Tangente fällt. 

Zur Behandlung dieser Aufgabe denke man sich in der Ebene 
E ein System rechtwinkeliger Koordinaten z, y so angenommen, 
daß sein Anfang O mit dem Mittelpunkt der Strecke A,A, und 
seine x-Achse mit der Geraden A, A, zusammenfällt und seine 
positive Drehungsrichtung zu der Richtung der in A, und A, die 
Ebene € kreuzenden Ströme wie bei einer Rechtsschraube liegt. 
Sind dann 

(—a) und a die Abszissen der Punkte A,,4,, 

x,y die Koordinaten eines in È liegenden weder mit A, noch 

mit A, zusammenfallenden Magnetpols von der Stärke Eins und 

J die Stromstärke, 
so ist die Kraft, welche der in A, auf E senkrecht stehende Strom 

2J 
2 


auf den Magnetpol ausübt, nach Nr. 534 gleich —— —— 
Vee+ta)’+y 
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Diese Kraft hat ferner die Richtungskosinus 
y A E E NEN 


Veto ty Veray. 
also die Komponenten 


2Jy j 2J E 
ata +y’ (+a + 

Ganz ebenso erhält man für die Eee der magneti- 
schen Kraft, welche der durch A, gehende Strom ausübt, die 
Werte 


2Iy 1 2J(2 — a) n 
(—a +y’ (@-a)+y 

Bei gleichzeitiger Wirkung beider Ströme herrscht daher am 
Ort (x, y) eine magnetische Kraft mit den Komponenten 


—2J1 F Pie: ' > |; 
Y ARS OF Sub ETD rE A 

27 spa z—a |: 
wta +y  @-a’+y 


Folglich muß zwischen in Koordinaten x,y eines beliebigen 
nicht auf der x-Achse liegenden Punktes von E und der Steigung 


= der durch ihn gehenden magnetischen Kraftlinie die Gleichung 
-+a Ga 
IE (æ +a}? +y” ET +y z 


dæ s| 1 + 1 ] 
(+a ty " a)’ +y' 


bestehen, der man nach naheliegenden Vereinfachungen auch die 
Form 


dy za’ +y’ — a’) 
4 8 aniu ER TE E E 
ing da yty +a) 
geben kann. Auch hier läuft also die Lösung der gestellten Auf- 
gabe darauf hinaus, eine vorläufig unbekannte differenzierbare 
Funktion y einer Veränderlichen x aus einer gegebenen Differen- 
tialgleichung zu bestimmen, d. h. einer vorgeschriebenen Gleichung, 


die zwischen x, y und der Ableitung ay bestehen soll. Wegen 


der weiteren Behandlung dieser Aufgabe vgl. Nr. 551. 
3. — Zu einem als Differentialgleichung zu bezeichnen- 
den Ansatz kommt man auch bei der Behandlung der schon in 
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Nr. 135, 3 aufgeworfenen Frage, mit welcher Geschwindigkeit ein 
materieller Punkt P auf der Oberfläche eines kugelförmigen homo- 
genen oder aus homogenen konzentrischen Kugelschalen bestehen- 
den Weltkörpers & ankommt, wenn er sich ursprünglich in der 
sehr großen Entfernung a von dem Mittelpunkt © des Körpers in be- 
zug auf den letzteren in Ruhe befand und dann lediglich durch die 
Anziehung des Körpers getrieben auf diesen herabfällt. Ist näm- 
lich r der Abstand der Punkte C und P, sind ferner m und M die 
Massen von P und & und ist m im Verhältnis zu M verschwindend 


2 
klein!), so gilt die Gleichung m——4 ei U oder 
r 
d’r M 
(1469) Fra er 


und zu dieser treten, wenn man sich die Zeit vom Beginn des 
Falles an gerechnet denkt, noch die Nebenbedingungen, daß r 


und z für {=0 beziehentlich die Werte a und 0 erwerben sollen. 
Hieraus ist r als Funktion von £ (oder, was sich noch leichter er- 
möglichen läßt, z als Funktion von r) zu bestimmen (vgl. Nr. 557) 


und dann der Wert zu ermitteln, den die Ableitung Tr in dem 
Augenblick annimmt, wo r dem Radius des Weltkörpers gleich- 


1) Bei dieser Annahme gilt nämlich in einem Koordinatensystem, dessen 
Grundfigur gegen Ñ fest ist, das Trägheitsgesetz mit hinreichender Genauig- 
keit. Anderenfalls kann man, da neben der gegenseitigen Anziehung von & 
und P keine anderen Kräfte in Betracht kommen sollen, ein Koordinaten- 
system, in welchem das Trägheitsgesetz gilt, so annehmen, daß die Gerade 
CP gegen die Grundfigur des Systems fest bleibt, kann sich sodann auf OP 
einen beliebigen festen Punkt O als Nullpunkt und die Richtung OP als po- 
sitive Richtung gewählt denken und erhält hierauf für die Abszissen v, x, 
der Punkte O und P in bezug auf O zur Zeit t die Gleichungen 

d’x, mM d’x, g” M 
— =s -— ; — = — (F — 
di’ (t — 2)’ dë (.—2)” 
und hieraus, wenn man bedenkt, daß x, — 2, =r ist, nach Division durch M, 
beziehungsweise m, durch Subtraktion die Gleichung 
i? M-+m 
SEN ia 
dt r 
also dieselbe Gleichung wie im Text, nur mit dem Unterschied, daß an die 
Stelle der Konstanten M die Summe (M -+ m) getreten ist. 


’ 
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kommt. Auch jetzt ist also als hauptsächlichste von der unbe- 
kannten Funktion zu erfüllende Bedingung eine Gleichung vor- 
geschrieben, die zwischen der Funktion und ihrer zweiten Ab- 
leitung bestehen soll. 

4. — Zu Ansätzen, deren äußere Form noch verwickelter ist 
als die der bisherigen, führt die Betrachtung der Planeten- 
bewegung. Inr aller einfachsten Fall handelt es sich dabei um 
folgende Aufgabe: In einem rechtwinkeligen räumlichen Koordi- 
natensystem, für welches das Trägheitsgesetz gilt, sind die Lagen 
und die Geschwindigkeiten zweier frei beweglichen materiellen 
Punkte von den gegebenen Massen m, und m, für einen ge- 
gebenen Wert der Zeit durch Angabe der Werte bestimmt, welche 
die Koordinaten und die Geschwindigkeitskomponenten der be- 
trachteten Punkte zu dieser Zeit haben. Beide Punkte wirken 
aufeinander nach Newtons Anziehungsgesetz. Welche Werte 
haben ihre Koordinaten &,, Yı, 2, und La, Yə, 2, zu der beliebigen 
Zeit t? 

Bringt man für jeden einzelnen Punkt zum Ausdruck, daß 
die Produkte seiner Masse mit seinen Beschleunigungskomponenten 
den Komponenten der auf ihn wirkenden Kraft gleichkommen 
müssen, so erhält man, wenn man wieder unter @ die Gravi- 
tationskonstante versteht und zur Abkürzung 


Ve, =z)" + (Ya yı)" T (zma r 
setzt, die sechs Gleichungen 


dx Mı Ma (Ta — T1) dz Mı Ma lT, — T3) 
AE a pie a a. m- pme a 2 

2 2 

(1470) m, d Hi Be. mms (ys x 1), Ma d Ya A mms (Y — Ye) 

dt r dÈ r 

d’z, mm; (Za — 24) d’z m my (2 — 2) 

Zeh ar mg, 

dè r ; 2 ar r? 

Hier ist im Gegensatz zu den zuvor erwähnten Beispielen die 
zweite Ableitung jeder einzelnen der sechs gesuchten Funktionen 
21, Yı, ***Za durch einen Ausdruck gegeben, der nicht nur die be- 
treffende Funktion, sondern auch die übrigen unbekannten 
Funktionen enthält. Man sieht sich also vor die Aufgabe ge- 
stellt, sechs unbekannte Funktionen einer Veränderlichen aus 
gewissen Anfangsbedingungen und einem sogenannten System 
von Differentialgleichungen zu bestimmen, das heißt einem 


m, 
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System von Gleichungen, durch welche die Ableitungen der ge- 
suchten Funktionen, und zwar im vorliegenden Fall nur die 
zweiten Ableitungen, mit diesen Funktionen und in anderen 
Fällen auch mit der unabhängigen Veränderlichen selbst derart 
verknüpft sind, daß in ein und dieselbe Gleichung mehrere der 
unbekannten Funktionen eingehen. 

539. Begriff einer Differentialgleichung. — Erklärung: 
Unter einer gewöhnlichen oder totalen Differentialgleichung 
versteht man die Forderung, eine differenzierbare und gegebenen- 
falls auch wiederholt differenzierbare Funktion einer reellen oder 
komplexen Veränderlichen so zu bestimmen, daß zwischen der un- 
abhängigen Veränderlichen, der gesuchten Funktion und einer end- 
lichen Anzahl ihrer aufeinander folgenden Ableitungen eine vor- 
geschriebene Gleichung besteht. 

Dabei muß die vorgeschriebene Gleichung wenigstens eine 
der aufeinander folgenden Ableitungen der gesuchten Funktion 
wirklich enthalten, da es sich sonst nicht um eine Differential- 
gleichung, sondern um eine gewöhnliche Gleichung zwischen der 
unabhängigen Veränderlichen und der Funktion handeln würde. 
Man unterscheidet demgemäß je nach der Ordnungszahl der 
höchsten wirklich vorkommenden Ableitung Differentialgleichungen 
erster, zweiter, --- Ordnung, indem man ganz allgemein die Ord- 
nungszahl der höchsten in einer Differentialgleichung wirklich 
auftretenden Ableitung als die Ordnung der Differentialgleichung 
bezeichnet. 

Ähnlich wie eine Funktion von mehreren Veränderlichen tat- 
sächlich von einigen dieser Veränderlichen unabhängig sein kann, 
brauchen in einer Differentialgleichung n-ter Ordnung neben der 
n-ten Ableitung der gesuchten Funktion nicht auch noch alle ihre 
Ableitungen niedrigerer Ordnung sowie die gesuchte Funktion 
und die unabhängige Veränderliche selbst vorzukommen. Es ist 
vielmehr durchaus zulässig, daß die unabhängige Veränderliche, 
die gesuchte Funktion und deren Ableitungen niedrigerer Ordnung 
zum Teil oder auch sämtlich fehlen. 

Obwohl der Begriff einer Differentialgleichung an sich nicht 
verlangt, daß die unabhängige Veränderliche und die gesuchte 
Funktion auf reelle Werte eingeschränkt seien, soll doch im nach- 
folgenden, wofern das Gegenteil nieht ausdrücklich angegeben 
wird, von der Heranziehung des Imaginären abgesehen 
und demgemäß durchweg vorausgesetzt werden, daß für die vor- 
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kommenden Konstanten und Veränderlichen nur reelle Werte in 
Frage kommen. 

Nach den obigen Erklärungen ist schon die früher behandelte 
Aufgabe, das unbestimmte Integral einer für ein Intervall ge- 
gebenen und dort stetigen Funktion f(e) zu finden, nichts weiter 
als ein besonderer Fall einer Differentialgleichung erster Ordnung. 
Denn es handelt sich ja dabei um die Ermittelung einer Funktion 
y von æ, welche der Differentialgleichung erster Ordnung 

dy x 
(1471) 7 —faæ)=0 
genügt. Die Besonderheit dieser Differentialgleichung besteht 
darin, daß sie die gegebene Funktion y selbst gar nicht enthält, 
sondern nur die unabhängige Veränderliche æ und die Ableitung 
2, g nicht durch eine erst noch 


aufzulösende Gleichung verbunden sind, sondern a direkt als 


und weiter darin, daß x und 


Funktion von x gegeben ist. 


Ein verwickelteres Beispiel einer Differentialgleichung erster 
Ordnung ist in Nr. 538 unter 2 angeführt. 


Beispiele von Differentialgleichungen zweiter Ordnung finden 
sich ebenfalls in Nr. 538, und zwar unter ı und 3. Diese Bei-, 
spiele sind der äußeren Form nach verhältnismäßig einfach, da’ 
die unabhängige Veränderliche ? in keiner der angeführten Diffe- 
rentialgleichungen für sich allein vorkommt und in zweien von 
ihnen auch die erste Ableitung der unbekannten Funktion fehlt. 


Die im vorangehenden erklärten Differentialgleichungen heißen 
total oder gewöhnlich, um sie dadurch von einer anderen Art 
von Differentialgleichungen zu unterscheiden, die man als parti- 
elle Differentialgleichungen zu bezeichnen pflegt. Ähnlich wie 
bei einer Funktion einer einzigen Veränderlichen kann man näm- 
lich auch bei einer Funktion von mehreren unabhängigen Ver- 
änderlichen die Forderung stellen, daß zwischen den unabhängigen 
Veränderlichen und den zugehörigen Werten der Funktion und 
ihrer partiellen Ableitungen bis hinauf zu den Ableitungen 
einer gegebenen Ordnung eine vorgeschriebene Gleichung bestehe. 
Jede derartige Forderung nennt man eine partielle Differential- 
gleichung, hat es also bei einer solchen stets mit der Ermitte- 
lung einer Funktion von mehreren Veränderlichen zu tun, wäh- 
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rend es sich bei einer totalen Differentialgleichung immer nur 
um eine Funktion einer einzigen Veränderlichen handelt. 

Die Lehre von den partiellen Differentialgleichungen ist für 
die verschiedensten Anwendungsgebiete der Mathematik von der 
allergrößten Wichtigkeit, liegt aber gänzlich außerhalb des Rah- 
mens dieses Werkes, 

540. Partikuläre Integrale. — Jede einer gegebenen totalen 
Differentialgleichung genügende Funktion heißt ein partikuläres 
Integral oder kurz ein Integral der Differentialgleichung. Das 
Wort Integral wird also in der Lehre von den Differential- 
gleichungen in allgemeinerem Sinne gebraucht wie in manchen 
anderen Teilen der Mathematik, indem dasselbe nicht nur zur 
Bezeichnung einer Funktion y dient, die einer Differentialgleichung 


! y 
von der besonderen Form 4“ —f(&) genügt, sondern auch zur Be- 


zeichnung solcher Funktionen, die Differentialgleichungen von 
verwickelterer Form erfüllen. 

Eine Differentialgleichung integrieren heißt, alle ihre 
partikulären Integrale finden. 


541. Geometrische Bedeutung einer Differentialgleichung. 
— Ist f(x,y) eine für einen zweifach ausgedehnten Bereich ® 
erklärte Funktion der rechtwinkeligen ebenen Koordinaten x, y, 
so kann man der durch die Differentialgleichung erster Ordnung 


(1472) U= fæ, y) 


ausgedrückten Forderung die folgende geometrische Fassung 
geben: Es wird ein in B liegendes Linienstück von solcher Be- 
schaffenheit gesucht, daß seine Steigung in einem beliebigen Punkte 
stets durch die gegebene Funktion f(x,y) der Koordinaten v, y 
dieses Punktes dargestellt wird. Die gegebene Differentialgleichung 
ordnet eben jedem Punkte von Y eine durch ihn gehende Gerade 
zu, und ihre Integration verlangt, ein Linienstück so zu ziehen, 
daß seine Tangente in jedem Punkte mit der diesem Punkte zu- 
geordneten Geraden übereinstimmt. 

Gewisse geometrische Überlegungen geben ferner Grund zu 
der Erwartung, daß man zu der eben angegebenen Hauptbedingung 
noch die Nebenforderung hinzufügen darf, das gesuchte Linienstück 
solle von einem innerhalb X nach Belieben angenommenen Punkte 
ausgehen. Denn ist P (®o, y) irgend ein innerhalb B liegender 
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Punkt, so kann man zunächst durch P, eine Gerade ziehen, deren 
Steigung gleich f(&,, Yọ) ist, sodann auf dieser nach der einen 
Seite hin, etwa nach rechts, bis zu einem von Pù verschiedenen, 
aber noch in B liegenden Punkte P, fortschreiten, dessen Koor- 
dinaten xı, yı heißen mögen, durch P, eine Gerade mit der 
Steigung fiz,, Yı) hindurchlegen, dann auf dieser in dem gleichen 
Sinne weiter fortschreitend einen neuen immer noch in B liegenden 
Punkt P,(x,, Ya) annehmen, durch diesen wieder eine Gerade 
legen, deren Steigung jetzt gleich /(&,, Yə) ist, und so fort, und 
es liegt dann die Vermutung nahe, daß es ein ganz bestimmtes 
von P, ausgehendes Linienstück gibt, dem sich die gebrochene 
Linie P, P, PaP, ++- bei hinreichender Verkleinerung der Strecken 
P,P,;. P,P}, P Pg, ++- und hinreichender Vermehrung ihrer An- 
zahl jedesmal beliebig eng anschmiegt und welches den Verlauf 
einer die gegebene Differentialgleichung erfüllenden Funktion 
geometrisch darstellt. Wie sich später zeigen wird, trifft dies 
unter gewissen sehr allgemeinen Voraussetzungen über die Be- 
schaffenheit der Funktion f(&, y) in der Tat für jeden innerhalb X 
liegenden Punkt P, zu. Man hat also dann die Freiheit, den 
Anfangspunkt des gesuchten Linienstückes innerhalb B® nach Be- 
lieben vorzuschreiben, und nachdem dies geschehen, bestimmt die 
Differentialgleichung den weiteren Verlauf des Linienstückes. In 
jedem solchen Falle wird daher durch die gegebene Difterential- 
gleichung nicht nur eine einzelne ebene Linie, sondern eine 
einfach unendliche ebene Linienschar gekennzeichnet. 

Umgekehrt kann man, wenn eine einfach unendliche ebene 
Linienschar durch eine Gleichung 


F(x, y,)=0 


zwischen den Koordinaten x, y und einem in einem Intervall will- 
kürlich wählbaren Parameter e gegeben ist, in vielen Fällen durch 
Elimination des Parameters e aus den Gleichungen 
F(x, Y, 0) =0 
und 
F(z, Y, edx + F(z, Y, c)dy =0 

eine Differentialgleichung finden, die zur Kennzeichnung der 
gegebenen Schar ebenso gut geeignet ist wie die ursprünglich ge- 


gebene Gleichung. 
Überlegungen ähnlicher Art lassen sich auch dann anstellen, 
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wenn für einen dreifach ausgedehnten Bereich & im Gebiet von 
drei Veränderlichen x, y, y’ eine Funktion f(x, y, y’) gegeben ist 
und nun verlangt wird, eine Funktion von æ für ein gewisses 
Intervall so zu bestimmen, daß sie daselbst wenigstens zweimal 
differenzierbar ist und daß die Gleichung 

(1473) y” =f, Y, y’) 

erfüllt wird, wenn man für y diese Funktion und für y’ und y” 
ihre erste und ihre zweite Ableitung einsetzt. Denn die Gleichung 
(1473) ist gleichbedeutend mit der Gleichung 


joo = Ta) 
n aa 


Uku Epy 
und deswegen kann man der durch die Gleichung (1473) aus- 
gedrückten Forderung die folgende geometrische Fassung geben: 
In einer Ebene mit einem System rechtwinkeliger Koordinaten x, y 
soll ein Linienstück [ so bestimmt werden, daß seine Krümmung 
in einem beliebigen Punkte durch eine gegebene Funktion der 
Koordinaten x, y dieses Punktes und der dort vorhandenen 
Steigung y' von Í dargestellt wird. Auch jetzt geben gewisse 
geometrische Betrachtungen Grund zu der Erwartung, daß es zu- 
lässig sein werde, zu der eben angegebenen Hauptbedingung noch 
eine, oder genauer gesagt zwei Nebenbedingungen hinzuzufügen, 
nämlich nach willkürlicher Annahme einer innerhalb SR liegenden 
Stelle (£o, Yo, Yo) zu fordern, daß das Linienstück í vom Punkte P, 
mit den Koordinaten £), yọ ausgehen und daselbst die Steigung Yo 
haben soll. Man kann ja zunächst durch P, einen Kreis legen, 
der dort die Steigung Yo hat und dessen Krümmung durch den 
k Fl 9010) 


(+02) ? 
nach der einen Seite hin, etwa nach rechts, bis zu einem von P, 
verschiedenen Punkte P, von solcher Beschaffenheit fortschreiten, 
daß den zu P, gehörenden Werten x,, y,,y, der Koordinaten und 
der Steigung immer noch eine in & liegende Stelle entspricht, 
kann hierauf durch P, einen Kreis von der Steigung y; legen, 


Ausdruc gegeben wird, kann sodann auf diesem Kreise 


dessen Krümmung gleich (4) ist, auf diesem abermals nach 
dry) ® 

der gleichen Seite hin fortschreiten bis zu einem Punkte P,, und 

so fort. So gelangt man zu einem aus aneinander gereihten Kreis- 
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bogen zusammengesetzten Linienzug und darf ähnlich wie in dem 
vorangehenden einfacheren Fall erwarten, daß es eine bestimmte 
Linie geben werde, der sich dieser Linienzug bei hinreichender 
Verkleinerung seiner Teilbogen und hinreichender Vergrößerung 
ihrer Anzahl beliebig eng anschmiegt und die den Verlauf einer 
der gegebenen Differentialgleichung genügenden Funktion geome- 
trisch darstellt. Wie sich später zeigen wird, findet auch diese 
Erwartung ihre Bestätigung, sobald nur die Funktion f(x, y, yi 
gewisse Voraussetzungen erfüllt, Die gegebene Differential- 
gleichung bestimmt dann eine sogenannte zweifach unendliche 
ebene Linienschar. 

542. Existenzbeweis'). — Zu Beginn der Lehre von den 
Differentialgleichungen erhebt sich naturgemäß die Frage, ob die 
durch eine gewöhnliche Differentialgleichung ausgedrückte Forde- 
rung stets erfüllbar ist und wie viele ihr genügende Funktionen 
im Falle der Erfüllbarkeit vorhanden sind. Eine praktisch 
meistens ausreichende Antwort auf diese Frage wird gegeben 
durch den folgenden 

Lehrsatz: Es sei k eine ganze positive Zahl?), und es sei 
für eine gewisse Umgebung einer festen Stelle (So, Yo» Yy yë raih 
im Gebiet der (k+ 1) Veränderlichen æ, y, y’ + y* ” eine Funk- 
tion f(a, Yy, y’, y"») erklärt, die in dieser Umgebung stetig ist 
und deren partielle Ableitungen erster Ordnung in bezug auf die 
Veränderlichen y, y’, +- y" daselbst überall vorhanden und eben- 
falls stetig sind®). Dann gibt es bei Einschränkung der Veränder- 
lichen x auf eine hinreichend enge Umgebung des Wertes x, stets 
eine und nur eine in dieser Umgebung wenigstens kmal differen- 


1) Der nachfolgende Beweis stammt von É. Picard, Journal de mathé- 
matiques pures et appliquées, Série IV, Tome 6, Paris 1890, S. 197m. Vgl. 
auch É, Picard, Traité d'analyse, 2. éd. Tome 2, Paris 1905, S. 340 ff, 

2) Für k=1 sind im nachfolgenden die Zeichen y% 9 =y% und 
dš—1 Y_ d? y 
P aa E 

3) Die Annahme, daß diese partiellen Ableitungen vorhanden und stetig 
seien, kann durch eine weniger weit gehende Voraussetzung ersetzt werden, 
Die Behauptung ist nämlich, wie zuerst R. Lipschitz, Lehrbuch der Ana- 
lysis, Band 2, Bonn 1880, S. 501 ff. gezeigt hat, schon dann richtig, wenn es 
nach Abgrenzung einer gewissen Umgebung der Stelle (xo, Yo, Yos y*=») 
möglich ist, eine positive Konstante N so zu bestimmen, daß für je zwei 


als mit y gleichbedeutend anzusehen. 
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zierbare Funktion von x, die für y eingesetzt die Differential- 
gleichung k-ter Ordnung 


u ER SE RL kr 
(1474) era) 
und außerdem für &—x, die Nebenbedingungen 
a O S 
Y= Y; do 40 a 5 a RE S RE yo 
erfüllt. 


Dieser Satz kann zunächst in eine nur der äußeren Form 
nach von ihm verschiedene Aussage über ein System von k% 
Differentialgleichungen erster Ordnung verwandelt werden. 
Er ist nämlich völlig gleichbedeutend mit der Behauptung, daß 
es unter den angegebenen Voraussetzungen stets ein und nur ein 
System von k% in einer gewissen Umgebung der Stelle =, differen- 
zierbaren Funktionen W4, Wa, ++- wp der Veränderlichen & gibt, 
welches die Anfangsbedingungen 


wi =Y; W = Y; -W= YEER für = 
und das System der k Differentialgleichungen erster Ordnung 
dw, is 
ie u 
dw, 
M e 
(1475) VAA e 
dwgp—1 
ia eak 
dw, 
Ma Waw) 


befriedigt. Denn ist „—y(x) ein partikuläres Integral der Diffe- 
rentialgleichung (1474), so erhält man eine Lösung des Systems 
(1475), wenn man 


beliebige dieser Umgebung angehörende Stellen (x,y, y’, +- y7) und 
(Œ, Yi Y t u) mit übereinstimmender erster Koordinate x die Un- 
gleichung 


UG Y Yn y#-D) — f(z, Yy y*—=0)| 
<N yl HISA |y=» ya), 


gültig ist. 
v. Mangoldt, Einführung, III. 27 
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we); weg); = ug KR) 

setzt, und umgekehrt ist, falls w4, Wa, +- wy Funktionen bedeuten, 
die das System der Differentialgleichungen (1475) erfüllen, die 
Funktion w, ein partikuläres Integral der Differentialgleichung 
1474). 
In der neuen Form ist nun der zu beweisende Satz nichts 
weiter als ein besonderer Fall des folgenden noch allgemeineren 
Satzes: l 

Für eine gewisse Umgebung einer Stelle (Ly, Wio, Wao, *** Wro) 
im Gebiet von (k + 1) Veränderlichen &, Wi, Wa, +--w, seien k Funk- 
tionen fıl, W1, Wa, "+ Wi), frz, Wi Wgy wg), = fu, W1, Wa, *** Wy) 
gegeben, die in dieser Umgebung stetig und deren partielle Ablei- 
tungen erster Ordnung in bezug auf W, Wa, +--w; daselbst überall 
vorhanden und ebenfalls stetig sind.) Dann gibt es nach Ein- 
schränkung der Veränderlichen x auf eine hinreichend enge Um- 
gebung der Stelle x, stets ein und nur ein System von k in dieser 
Umgebung differenzierbaren Funktionen von x, die für Wi, Wg,- Wp 
eingesetzt die Differentialgleichungen 


dw, Er 


dx —= fi, Wis Wa, * 2179) 
dw > 

(1476) "7 = fa(£, W1, wg, ++ Wı) 
dw; 


dæ = falL, Wir Wg, `+ Wy) 


erfüllen und für x=x, beziehentlich die Werte w;o, Wao; *** Wio 
annehmen. 

Da dieser allgemeinere Satz in vielen Fällen auch die Frage 
nach der Lösbarkeit eines Systems von Differentialglei- 
chungen beantwortet und da er nicht schwerer zu beweisen ist 
als der zuvor erwähnte besondere Fall, soll im nachfolgenden der 
Beweis gleich für ihn erbracht werden. Dabei genügt es aber, 
sich auf den Fall zu beschränken, daß k—2 ist, da schon hierbei 
alle leitenden Gedanken hinreichend deutlich hervortreten. Außer- 
dem sollen die Bezeichnungen zur Vermeidung einer zu weit gehen- 


1) Auch hier ist natürlich eine ähnliche Erweiterung möglich wie die 
auf S. 416 in der Fußnote angegebene, 
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den Häufung von Indizes dadurch eine Vereinfachung erfahren, 
.daß an die Stelle der Zeichen 


Ww; Wa; wo; Wo; fi; f 
beziehentlich die Zeichen 
u; v; Wa; Vo; P; X 


gesetzt werden. Dann lautet die Behauptung folgendermaßen: 

Wenn die Funktionen Y(z, u, v), x(&, u, v) in einer gewissen 
Umgebung der Stelle (£o, wo, Vo) stetig und ihre partiellen Ablei- 
tungen erster Ordnung nach « und v in dieser Umgebung vor- 
handen und ebenfalls stetig sind, so gibt es bei Einschränkung 
der Veränderlichen x auf eine hinreichend enge Umgebung der 
Stelle &, stets ein und nur ein Paar von Funktionen von æ, die 
für u, v eingesetzt die Differentialgleichungen 

du 


da s px, uU, v) 
(1477) pr 
dx = x(g, u, v) 


erfüllen und für —=x, beziehentlich die Werte ws, v, erwerben. 

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt nun daraus, daß man 
durch aufeinander folgende Annäherungen ein Funktionenpaar der 
verlangten Art wirklich herstellen und dann das Vorhandensein 
eines anderen solchen Paares ausschließen kann. Um dies im ein- 
zelnen durchzuführen, denke man sich zunächst zwei positive 
Konstante a, b so angenommen, daß die Voraussetzungen über 
die Stetigkeit der Funktionen p, y und über das Vorhandensein 


und die > partiellen Ableitungen Pus Pos Xus Xe in 
dem durch die Ungle en 


H-a<a<un +a; 
w—b<su<sw+b; u—b<v<uw+b 
abgegrenzten abgeschlossenen parallelepipedischen Bereiche B 


erfüllt sind, und verstehe sodann unter M und N zwei positive 
Konstante von solcher Größe, daß in ® überall die Ungleichungen 


IH, un) <M; In, u o) <M 
gelten und daß jede der vier partiellen Ableitungen Pu Pv Xw Xv 


in ® absolut genommen kleiner als N bleibt. Ferner verstehe 


man unter ọ die kleinere der beiden positiven Konstanten a und 


D und unterwerfe die Veränderliche æ der Ungleichung 


M 
27° 
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(1478) u — oL r< re. 
Hierauf betrachte man an Stelle der gegebenen Differential- 
gleichungen (1477) die einfacheren Differentialgleichungen 


du x 

R ne Plz, Ug, Vo) 
(1479) AA 
da m {2 vo, Vo). 

Für diese lassen sich sofort zwei ihnen genügende Funktionen 
von x angeben, die auch für x —= x die vorgeschriebenen Anfangs- 
werte ug, ©, erwerben. Denn wie man leicht sieht, haben die 
Funktionen 

v 
u,(®) =W + p(Š, uo, Vo) dÈ 


viz) =v, + 1&Wd 


in der Tat die verlangten Eigenschaften. Diese Funktionen sind 
ferner so beschaffen, daß die Stelle [x, u, (x), v,(x)] im Innern von 
P verbleibt, solange x der Ungleichung (1478) genügt. Denn für 
jeden derartigen Wert von æ ist 


(1480) 


x 
[ui(2) — wo =f PCS, wo, Vo) dE <| — x| M< M <b 
To Í 
und ähnlich 
|v,(@) dv I<|e—%|M<s b. 
Nun betrachte man zweitens die Differentialgleichungen 
du 


Ta 9lz, w(x), vı@)) 
(1481) An 
da NR u, (Œ), vi (2)]. 


Diese und die Anfangsbedingungen u= ty; v= v für z= £ 
werden erfüllt, wenn man für u und v die Funktionen 


ua) =u + f pleads 


vali) —= vo + | Ke Evde 


einsetzt, und auch jetzt bleibt die Stelle [z,%,(x),v,(z)] aus ähn- 
lichen Gründen wie zuvor in dem Bereich ® enthalten, solange æ 
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der Ungleichung (1478) genügt. Daher lassen sich die begonnenen 
Betrachtungen weiter fortsetzen und führen, da immer wieder 
ähnliche Schlüsse wie bisher möglich sind, zu zwei unendlichen 
Reihen von Funktionen 


wa; Wa; wa. und va; Valt); Vala) s 
in denen irgend ein Paar nachfolgender Glieder u, | ‚(@), v, 41%) 


mit dem vorangehenden Paar u,(z), v,(x) jedesmal durch die Glei- 
chungen 


upia) er | E uO oE 
Bo 


vn) = vo + | AE nE oNENAE 
To 


verbunden ist. 

Nun liegt es nahe, zu fragen, ob die Funktionen w,(®), v,(®), 
wenn man sich für æ einen festen die Ungleichung (1478) er- 
füllenden Wert eingesetzt denkt, bei unbegrenzt wachsendem 7% 
Grenzwerten zustreben und ob vielleicht diese Grenzwerte zwei 
den ursprünglichen Differentialgleichungen (1477) genügende Funk- 
tionen darstellen. Beide Fragen sind in der Tat zu bejahen, und 
zwar kann man dies für die erste Frage durch folgenden 
Kunstgriff nachweisen: Man betrachte die beiden unendlichen 
Reihen 
(D ua; WAR; U) — Ual); 

(1) væ); Va) — v(x); Va) — valg); s 

die offenbar so beschaffen sind, daß die Summe der n ersten 
Glieder bei der ersten Reihe gleich u„(x) und bei der zweiten 
gleich v,(x) ist. Dann ist der gewünschte Beweis erbracht, sobald 
es gelingt, zu zeigen, daß beide Reihen für jeden der Ungleichung 
(1478) genügenden Wert von x konvergieren. Dies ist aber in 
der Tat möglich. Zunächst ist nämlich 


(2) — u (2) = f "ol, w(ë), IE tio, vo) } dë. 


Ferner ist hier 


PIS, l8), vl) — (S, to, vo) 
S? KAG) TE» Uy\Pu(S; P, q) S [vi (8) zu v9.(5. P, a), 
wo p und q zwei Mittelwerte bedeuten, die beziehentlich den 
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Intervallen [%*+-,(&)] und [vy+--v,(&)] angehören. Zugleich ist, 
wenn x und daher auch $ zwischen (xo —ọ) und (x, + ọ) liegt, 
nach dem vorangehenden 


WOW <MS—% und WE -U<ME—n|. 
Folglich ist 
lp [S, u (8), vı(8)] p (Š, Ug, nw) <M2NE— 2l 


und daher 
v Pd 
Inn a ads =M2N Seas 
To To 
oder 


140) — u (2)| <mınezel 
¿Ganz ebenso findet sich 
2 
u.) — v, (x)| SMN el a 


Nachdem dies festgestellt, folgt aus der Gleichung 
v 
Ug (£) — Ulz) = f {Hl5, Ual), va(E)] — p[S, w1(8), vi) ds 
To 


durch eine ganz ähnlich verlaufende Rechnung 


lue) — u< MNP zul. 


Zugleich zeigen entsprechende Überlegungen, daß auch 
lua) — vla < MeN Zul 


sein muß. Die so begonnene Kette von Ungleichungen kann nun 
weiter fortgesetzt werden, und zwar gelangt man, wie man leicht 
einsieht und durch vervollständigte Induktion beweisen könnte, 
allgemein für jeden ganzen positiven Wert von n zu den Un- 
gleichungen 
EL ynrie—m|tti M(aNno)"ti 
ltn pE) — u) <M(2N) wr N at 
nt! M 2No)"t1 
(n+ 1)! IN n+1)! ' 


9,410) a) < MNJ"! 


Die Glieder der Reihen (I) und (II) sind also von der zweiten 
Stelle an absolut genommen kleiner als die entsprechenden Glieder 
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der konvergenten Entwickelung des Ausdrucks Ea eXe —1) nach 
Potenzen von og. Also sind die Reihen (I) und (II) in dem ab- 
geschlossenen Intervall (xo — 0:2, +0) gleichmäßig konvergent, 
wie zu beweisen war. 

Ferner ist die Summe u(x) der Reihe (I) in dem Intervall 
(&, — ox +0) differenzierbar, und zwar gliedweise diffe- 
renzierbar. Denn die einzelnen Glieder dieser Reihe haben da- 
selbst die durchweg stetigen Ableitungen 

P(T, Wy, Vo); plz, u,(@), vi (£)]— p(T, W, vo); 
glz, ualt), v(x) — plx, u(x), v(a); 227 
und die aus diesen Ableitungen gebildete unendliche Reihe ist in 
dem Intervall (&, —o:-2,+0) einschließlich beider Grenzen 
gleichmäßig konvergent, da die Summe ihrer n ersten Glieder mit 
der Funktion plz, u, _,(&), va, _,(@)] übereinstimmt und diese bei un- 
begrenzt wachsendem n gleichmäßig dem Grenzwert plz, u(x), v(x)] 
zustrebt. Genau Entsprechendes gilt natürlich für die Summe 
v(x) der Reihe (II). Zugleich zeigt dieser Nachweis, daß die Funk- 
tionen u(x), v(&) in der Tat den Differentialgleichungen (1477) ge- 
nügen. 

543. Eindeutigkeit der Lösung. — Es bleibt noch zu zeigen, 
daß es außer den eben gefundenen Funktionen (æ), v(x) kein 
anderes Paar von Funktionen gibt, welches die gleichen Diffe- 
rentialgleichungen und Anfangsbedingungen befriedigt. Dies er- 
gibt sich indirekt!). Gäbe es nämlich zwei andere solche Funk- 
tionen U(x), V(x), so könnte man zunächst eine positive Kon- 
stante o so annehmen, daß sie die beiden Ungleichungen 

<o und o< Ty 
erfüllte, darauf die Maximalwerte der Funktionen |U(x) — u(«)| 
und |V(@) — v(&)| für das abgeschlossene Intervall (x, — o - -- + 0) 
bestimmen, sodann unter & den größeren dieser Maximalwerte ver- 
stehen und nunmehr, wenn e>(0 wäre, folgendermaßen zu einem 
Widerspruch gelangen: Für |x — x,|<o wäre zunächst 


|Ux) — ur) = | f CE UKS), VCE)) — glS, us), v(6))) d sl. 
Zugleich wäre aber 


1) Nach ©. Jordan, Cours d’analyse, Tome 3, 2. éd. Paris 1896, S. 92f. 
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glS, UE), VE) — glS, w8), vS) 
< NUE) — u8) + NIV) — vS) |< 2 Ne. 
Folglich wäre 


IU(a) — u(x) < |e — 12 Ne <62 Ne <h Ne=t e. 
Ebenso wäre auch 
Væ) — wa) e 


In dem Intervall (£) —6o.--xy +0) könnte also keine der 
Funktionen |Ulæ)— w(z)|, |V(&)—v(z)| den Wert & erreichen. 
Dieser Widerspruch löst sich nur durch die Annahme, daß in dem 
ganzen Intervall Ux)=u(x) und V(x)=v(x) ist. Bei Einschrän- 
kung der Veränderlichen = auf eine hinreichend enge Umgebung 
der Stelle x, gibt es also nur ein einziges Paar von Funktionen, 
welches die gegebenen Differentialgleichungen und Anfangs- 
bedingungen erfüllt. 

Ähnlich läßt sich die Eindeutigkeit der Lösung natürlich auch 
dann beweisen, wenn statt eines Systems von der Form (1477) nur 


u = f(x,y) oder 


ein System von mehr als zwei Diferentialgieichungen von ähn- 
licher Form wie das System (1477) gegeben ist und die in Nr. 542 
angegebenen Voraussetzungen erfüllt sind. Trifft aber dies letz- 
tere nicht mehr zu, so kann es mehrere Lösungen geben, welche 
die gleichen Anfangsbedingungen erfüllen. Ein Beispiel bietet die 
Differentialgleichung 


É pi 
(1482) 23V. 


eine einzige Difterentialgleichung von der Form 


Dieselbe wird nämlich, wie man sich leicht überzeugt, erfüllt, 
wenn mann nach Annahme einer beliebigen Konstanten ec 
(1483) y=(2— 0? 
setzt. In einem System rechtwinkeliger ebener Koordination æ, y 
(Fig. 107) stellt diese Gleichung eine Schar kongruenter kubischer 
Parabeln dar, die sämtlich aus der durch die Gleichung y—=x* 
dargestellten kubischen Parabel durch Parallelverschiebung in der 
Richtung der x-Achse entstehen. Außerdem läßt sich aber die 
Gleichung (1482) auch dadurch erfüllen, daß man y dauernd gleich 
Null setzt. Das heißt die »-Achse stellt ebenfalls ein parti- 
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kuläres Integral dar. Folglich gibt es, wenn man zu der Diffe- 
rentialgleichung (1482) die Nebenbedingung y=0 für &=0 hin- 
zufügt, unendlich viele ver- Y 
schiedene Funktionen, die so- 
wohl die Differentialgleichung 
als die Nebenbedingung be- 
friedigen, nämlich (Fig. 107) 

1. — die Funktion y—x*, 

2. — die Funktion y=0, 

3. — aber auch jede Funk- 
tion, deren geometrisches Bild 
entsteht, wenn man einen be- A Y 
weglichen Punkt erst ein den 
Nullpunkt enthaltendes Stück 
der Abszissenachse bis zu ei- 
nem im Endlichen liegenden 
Punkte A durchlaufen und 
dann, wenn a die Abszisse 
von A bedeutet, längs der ku- 
bischen Parabel y= (x — a)’ Fig. 107. 
weiter gehen läßt. 

Als Grund für die Möglichkeit des Nebeneinanderbestehens 
dieser verschiedenen Lösungen ist der Umstand anzusehen, daß 
die rechte Seite der Differentialgleiehung (1482) für „=0 nicht 
mehr in bezug auf y differenzierbar ist. 

54. Durchführbarkeit der Integration. — Mit dem nach 
dem vorangehenden in vielen Fällen sehr leicht zu führenden 
Nachweis, daß eine gegebene totale Differentialgleichung unendlich 
viele partikuläre Integrale hat, ist natürlich die Frage, ob sich 
auch nur eines derselben in geschlossener Form darstellen läßt, 
noch keineswegs in bejahendem Sinne beantwortet. Dies gilt 
schon für Differentialgleichungen von der besonders einfachen Form 
dy 
dx 
Ausdruck dargestellte Funktion von æ bedeutet. Denn das un- 
bestimmte Integral einer solchen Funktion braucht durchaus nicht 
wieder in geschlossener Form darstellbar zu sein. Ähnliches gilt 
aber erst recht für verwickeltere Differentialgleichungen. Ja die 
Möglichkeit, ein Integral einer gegebenen Differentialgleichung in 
geschlossener Form darzustellen, ist geradezu als eine nur in be- 


= f(x), wo f(x) eine durch einen geschlossenen analytischen 
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sonders einfachen Fällen eintretende Ausnahme anzusehen. Aber 
gerade diese einfachen Fälle sind praktisch wichtig. Darum sollen 
im nachfolgenden zunächst für Differentialgleichungen erster und 
dann auch für Differentialgleichungen höherer Ordnung einige 
Kunstgriffe angegeben werden, die in solchen Fällen, wo es in 
geschlossener Form darstellbare Integrale gibt, zu deren Kenntnis 
verhelfen und auch sonst manche wertvolle Aufschlüsse geben 
können. Zur Erleichterung der Übersicht mögen dabei alle die- 
jenigen Schwierigkeiten unberücksichtigt bleiben, die sich der 
Ausrechnung eines unbestimmten Integrales oder der Auflösung 
einer gewöhnlichen Gleichung oder eines Systems solcher Glei- 
chungen in bezug auf eine oder mehrere in ihnen vorkommende 
Veränderliche entgegenstellen können. Die Integration einer Difte- 
rentialgleichung soll demgemäß als erledigt gelten, sobald es ge- 
lungen ist, sie auf die Anflösung gewöhnlicher Gleichungen und 
auf sogenannte Quadraturen, das heißt die Ausrechnung un- 
bestimmter Integrale zurückzuführen. 


Differentialgleichungen erster Ordnung. 


545. Trennung der Veränderlichen. — Beispiel. Unter 
der Voraussetzung, daß x eine völlig freie Veränderliche bedeutet, 
sei die Differentialgleichung 

dŷ y 
(1484) ee, 
zu integrieren. 

Man sieht zunächst sofort, daß die Differentialgleichung er- 
füllt wird, wenn man dauernd y=0 setzt. 

Um andere partikuläre Integrale zu finden, denke man sich 
für x, y ein Paar von Anfangswerten so vorgeschrieben, daß der 
Anfangswert von y nicht gleich Null ist, und, wenn nötig, durch 
geeignete Einschränkung von x dafür gesorgt, daß für y nur von 
Null verschiedene Werte in Frage kommen. Dann darf man durch 
y dividieren und der Gleichung (1484) dadurch die Form geben 


(1485) Au. ae Zu 
Nun ist aber 


k dy=lg|y| und Irra — 1 arctg(22), 
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wo unter dem Zeichen arctg der Hauptwert verstanden werden 
kann. Folglich ist, wenn y eine differenzierbare Funktion von æ 
bedeutet, 


y dx dx 


und daher die Gleichung (1485) gleichbedeutend mit der Forde- 
rung, eine solche Funktion so zu bestimmen, daß 


d 1 1 
ia |igly S arctg(22) | =Í ; 
wird. Dies erfordert aber, daß 
lg|y! -5 arctg(22)— ec 


sei, wo ce eine beliebige Konstante bedeutet, und hieraus folgt 
durch Auflösung in bezug auf y 

M Ze elsiyi a ptre) _ Aii arctg (2 x) 
oder 


ja % PY- arctg (2 x) 


Nun ist (+e) wieder eine Konstante, für welche alle Werte 
zulässig sind, allerdings mit Ausnahme des Wertes 0. Schreibt 
man für diese Konstante das einfachere Zeichen C, so erhält man 


z arctg (2 x) 
(1486) y= 0e? 5 


und wenn man nunmehr für C auch den Wert 0 zuläßt, so wird 
auch das zu allererst angegebene partikuläre Integral „=0 mit 
eingeschlossen. Jede Funktion y, die aus der Gleichung (1486) 
dadurch hervorgeht, daß man für C einen beliebigen konstanten 
Wert einsetzt, ist also ein partikuläres Integral der gegebenen 
Differentialgleichung (1484), und umgekehrt muß auch jedes 
partikuläre Integral dieser Differentialgleichung aus der Gleichung 
(1486) durch passende Verfügung über die Konstante C hervor- 
gehen. 

Allgemeine Beschreibung des Verfahrens. Man sucht 
die gegebene Differentialgleichung auf die Form 


(1487) ylar)da + yly)dy =0 


zu bringen, so daß dæ mit einer stetigen Funktion p(x) von æ 
allein und dy mit einer stetigen Funktion x(y) von y allein mul- 


http://rcin.org.pl 


428 Differentialgleichungen erster Ordnung, Nr. 545. 546. 


tipliziert erscheint. Ist dies gelungen, so sagt man, die Ver- 
änderlichen seien getrennt. Aber natürlich ist eine solche 
Trennung der Veränderlichen keineswegs immer, sondern nur in 
Ausnahmefällen möglich. 

Liegt nun ein solcher Ausnahmefall vor und ist die gegebene 
Differentialgleichung auf die Form (1487) gebracht, so berechnet 
man zunächst die unbestimmten Integrale der Funktionen (x) 
und z(y). Hat man dadurch 


paar aa ma nay—xW) 
erhalten, so setzt man die Gleichung 
(1488) p(x) + Xiy)—e 
an, wo c eine’beliebige Konstante bedeutet, und löst diese Gleichung 
in bezug auf y auf. Jede differenzierbare Funktion y von x, die 
sich in dieser Weise ergibt, ist ein partikuläres Integral der ge- 
gebenen Differentialgleichung (1487), und umgekehrt genügt jedes 
partikuläre Integral dieser Difterentialgleichung einer Gleichung 
von der Form (1488). Denn wenn eine differenzierbare Funktion 
y von x eine Gleichung von der Form (1488) erfüllt, so ist 
d 


(1489) PR + X= 0 
oder 
gla) +) — 0, 


also die Differentialgleichung (1487) erfüllt, und umgekehrt müssen, 
wenn diese erfüllt ist, auch die Gleichungen (1489) und (1488) 
gelten. 

546. Umdrehungskörper für gleiche Beanspruchung durch 
Druck. — Eine vertikal stehende Säule (Fig. 108) hat die Gestalt 
eines Rotationskörpers. Sie trägt die gegebene Last Q, hat am 
oberen Ende den gegebenen Radius r und besteht aus einem 
Material von dem gegebenen spezifischen Gewicht y. Wie muß 
ihre Meridianlinie gestaltet werden, damit das Material der Säule 
überall in gleicher Weise auf Druck in Anspruch genommen werde? 

Lösung: Man denke sich ein System rechtwinkeliger ebener 
Koordinaten x,y so angenommen, daß sein Anfang O mit dem 
Mittelpunkt der oberen Grenzfläche der Säule zusammenfällt und 
daß die z-Achse vertikal nach unten gerichtet ist, und sehe die 
Ordinate y eines beliebigen Punktes der gesuchten Meridianlinie 
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als eine Funktion seiner Abszisse æ an. Dann ist y =r für x =Q. 
Ferner muß irgend ein tiefer liegender Querschnitt jedesmal um 
so viel größer sein als ein höher liegender, 
daß der Zuwachs an Flächeninhalt bei der 
vorausgesetzten gleichmäßigen Beanspruchung 
des Materials gerade die Last des zwischen- 
liegenden Säulenteils aufnehmen kann. Daraus 
ist der weitere Verlauf der Funktion y zu be- 
stimmen. Nun hat die obere Grenzfläche der 


Säule den Inhalt ar” und trägt die Last Q, 
also pro Flächeneinheit die Last wi Damit ist, 
ar 


da die Beanspruchung des Materials überall 
dieselbe sein soll, auch die Last gefunden, die 
in irgend einem anderen Querschnitt auf die 
Flächeneinheit entfällt. Ferner ist, wenn dæ 
einen unendlich kleinen positiven Zuwachs der 
Abszisse x und dy den entsprechenden Zu- 
wachs der Funktion y bedeutet, unter zulässiger 
Vernachlässigung unendlich kleiner ‚Größen 
höherer Ordnung 
der Inhalt des Ringes, um welchen der zur Abszisse (© + dæ) 
gehörende Querschnitt größer ist als der zur Abszisse x ge- 
hörende Querschnitt, gleich 2xydy und 
das Gewicht des zwischen diesen beiden Querschnitten ent- 


haltenen Säulenteils gleich yay’d«. 


Bei gleicher Beanspruchung des Materials durch Druck muß 
daher bis auf unendlich kleine Zahlen höherer Ordnung überall 


L daydy=yay'dz 
nr 


sein. Vollzieht man nun den Grenzübergang für den Fall, daß 
dæ verschwindet, so erkennt man, daß y die Differentialgleichung 


befriedigen muß. Diese läßt sich aber durch Trennung der Ver- 
änderlichen sofort integrieren. Man erhält zunächst 


dy _ynr? 
Pini i ig 
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und hieraus 
nr? 


lgy= %09 +e, 


wo c eine Konstante bedeutet. Deren Wert ergibt sich aus der 
Anfangsbedingung. Denn setzt man x = 0 und y= r, so erhält man 


Igr=c, 
Folglich ist 7 
k 


ley= 7 x +lgr 
oder endlich 


rar? 

(1490) y=re:0”, 

Ganz ebenso und mit ähnlichem Endergebnis ließe sich die 
Aufgabe behandeln, eine in ein Bergwerk herabhängende, eine 
Last tragende Stange von der Gestalt eines Umdrehungskörpers 
mit Rücksicht auf ihr Eigengewicht so zu konstruieren, daß ihr 
Material überall in gleicher Weise auf Zug in Anspruch ge- 
nommen wird. 

547. Homogene Differentialgleichungen. — Beispiel. Unter 
der Voraussetzung, daß x und y auf positive Werte beschränkte 
Veränderliche bedeuten, sei die Differentialgleichung 


(1491) B- aa 
zu integrieren. 

Man sieht sofort, daß es hier nicht möglich ist, die Ver- 
änderlichen zu trennen. Aber wenn man Zähler und Nenner der 
“rechten Seite durch æ” dividiert, so erhält man für die Ableitung 


A einen Ausdruck, der die Veränderlichen & und y nur in der 


Verbindung 2 enthält, und dieser Umstand macht es möglich, die 


gegebene Differentialgleichung auf eine andere zurückzuführen, 
in der die Veränderlichen getrennt werden können. Setzt man 
nämlich 
yY =T, 

wo z eine neue unbekannte Funktion von x bedeutet, so geht die 
gegebene Difterentialgleichung über in 

dz _1+52° 
Anke ; 7 
oder 
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dz_1+22° 
dx 82 
oder 
zdz _ dx 
1+3 2 


Hieraus folgt zunächst 
gi +22)—=lgr+e, 


wo c eine Konstante bedeutet, zu deren Bestimmung man sich 
eine geeignete Nebenbedingung gegeben denken muß. Der Über- 
gang von den Logarithmen zu den entsprechenden Zahlen liefert 


4 a 
sodann, wenn zur Abkürzung e’ =C gesetzt wird, 


4 
t+32 =x". 
Nunmehr findet sich 


z _V: (c s — 1) ` 


und hieraus folgt endlich 


(1492) e (oz: —ı) 


Allgemeine Beschreibung des Verfahrens. Eine Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung zwischen einer unabhängigen 
Veränderlichen x und einer zu bestimmenden Funktion y von æ 
heißt homogen, wenn sie auf eine solche Form gebracht werden 


kann, daß die Ableitung y als eine Funktion des Quotienten 2 


allein erscheint. 
Ist eine Differentialgleichung dieser Art in der Form 


(1493) =r (2) 


dæ 
gegeben, so erhält man, wenn man 
(1494) y=tz 
setzt, zur Bestimmung der neuen unbekannten Funktion 2 die 
Differentialgleichung 


z5 + =f), 
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in der sich die Veränderlichen trennen lassen. Die Ausführung 
der Trennung ergibt 

ds _ dz 

fd—-2 z’ 


und hieraus folgt 
(1495) Ss -Welelte, 


wo ce eine Konstante bedeutet. Aus dieser Gleichung ist z als 
Funktion von x zu bestimmen und dann in die Gleichung (1494) 
einzusetzen. 

548. Ideales Brennglas. — Wenn Strahlen einfarbigen Lich- 
tes auf eine von einer Ebene und einer Kugelfläche oder von zwei 
Kugelflächen begrenzte Sammellinse parallel zur Achse auftreffen, 
so werden sie durch die Linse zwar näherungsweise, aber doch 
nicht ganz genau nach ein und demselben Punkte hin gebrochen. 
Dieser Umstand führt auf folgende Frage: 

Eine das Licht einfach breehende plan-konvexe Glaslinse hat 
die Gestalt eines Umdrehungskörpers. Wie muß die Meridian- 
linie ihrer gekrümmten Oberfläche gestaltet sein, damit alle senk- 
recht zur ebenen Grenzfläche der Linse einfallenden Strahlen 
einfarbigen Lichtes, für welche der Brechungsindex t) beim Über- 
gang von Luft in Glas den gegebenen Wert n>1 hat, nach 
ihrem Durchgang durch die Linse genau in einen einzigen Punkt 
zu sammenlaufen ? 

Lösung: Man denke sich (Fig. 109) ein System rechtwinke- 
liger ebener Koordinaten so angenommen, daß sein Anfangspunkt O 


T 


Fig. 109. 


1) Brechungsindex = „Binus des Einfallewinkels 
8 Sinus des Brechungswinkels ` 


http://rcin.org.pl 


Nr, 548, Ideales Brennglas, 433 


mit dem Vereinigungspunkt der gebrochenen Strahlen zusammen- 
fällt und seine Abszissenachse OX zu den einfallenden Strahlen 
parallel und gleichgerichtet ist, denke sich die Ebene dieses Koor- 
dinatensystems. mit der krummen Oberfläche der Linse zum 
Durchschnitt gebracht und sehe die Ordinate y eines beliebigen 
Punktes P der Schnittlinie als Funktion seiner Abszisse æ an. 
Dann kommen für æ nur negative Werte in Frage, während y 
aus Symmetriegründen auf positive Werte beschränkt werden darf. 
Nun verfolge man denjenigen Lichtstrahl, der, nachdem er durch 
die ebene Vorderfläche der Linse ohne Anderung seiner Richtung 
hindurchgegangen ist, die Hinterfläche im Punkte P trifft und 
dort gegen O hin gebrochen wird. Dann erhält man 
für die Verlängerung PQ des einfallenden Strahles über P 
hinaus die Richtungskosinus 1; 0, 
für den gebrochenen Strahl Po die Richtungskosinus 
— p ei 
Vr + y A Ýa + y? 
und für das Einfallslot PN, wenn man diejenige Richtung 
desselben, in welcher die RT, re als positive Rich- 


tung ansieht und zur Abkürzung $” ui setzt, die Richtungs- 
kosinus u . 
Vi+y®’ 7E + we 


Folglich ergibt sich für den Sinus des Einfallswinkels Q PN 
der Ausdruck 


1 ; 
| —y' 
IVı+y® = +y’ 
und für den Sinus des Brechungswinkels OPN der Ausdruck 
Mn EN 
Fer +y' Very 
a i 
IVı+y* Vitg" 
Nun muß der Quotient, der entsteht, wenn man den Sinus 
des Einfallswinkels durch den des Brechungswinkels dividiert, 
im vorliegenden Fall den Wert 1 haben, da es sich um einen 


Ubergang von Glas in Luft handelt. Die Funktion y muß daher 
die Differentialgleichung 
v. Mangoldt, Einführung, III 28 


1 
"Yıyy 


ah + yy 
Ve+yViry” 
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Vers! _ı 
z+yy n 

oder 

(1496) z+yy+nVa+y—0 


erfüllen. Diese Differentialgleichung ist, wie man mit einem Blick 
erkennt, homogen und nimmt, wenn man y=xz setzt, folgende 
Form an: 

æ+ eez +22) +n Va +r 0. 

Dividiert man durch x und bedenkt man, daß x negativ, 
aber unter jeder vorkommenden Wurzel der positive Wert zu 
verstehen ist, so erhält man zur Bestimmung von z die einfachere 
Differentialgleichung 


1+2 +22 —nVitz=0 


oder 
dx zdz 


e T) 
AET EE E 
deren Integration keine Schwierigkeiten bereitet. Denn führt 


man statt z eine neue Veränderliche u ein, indem man V1 +2? =u 
setzt, so erhält man nach kurzer Zwischenrechnung 


lg(— 2) +lgen— Vi+z)—e, 
wo c eine beliebige Konstante bedeutet, oder 


(— x) (n — yı + ut, 
wo jetzt C= œ eine positive, aber sonst keiner Einschränkung 
unterworfene Konstante bezeichnet. Hieraus folgt, wenn man be- 
rücksichtigt, daß (—x) notwendig positiv ist, und unter Va? -+y 
wieder den positiven Wurzelwert versteht, die Gleichung 
(1497) —ns—V r Fy =0. 
Nunmehr führen einfache Umrechnungen nach und nach zu 
folgenden Gleichungen: 
L? +y =n x +2 Onc+ 0% 
(n?’ —1)2? + 20ng—y =— 0, 
g 


(n? — 1)(x SF =>) = H Sn 
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On ) 


2 


(+a 
(1498) ANE en er 


Ga a 
=Í Gr) 
Diese letzte Gleichung zeigt sofort, daß die gesuchte Meridian- 
linie der eine Ast einer Hyperbel sein muß, deren Hauptachse 
mit der x-Achse zusammenfällt. Da die Linse als Sammellinse 
konvex sein soll, kann nur der links liegende Ast in Frage kommen. 
Die Abszisse x, des Scheitels dieses Astes erfüllt die Gleichung 
; A S, 
Ar e Go) 


n —1 


und ist gleich der kleineren ihrer beiden Wurzeln, hat also 
den Wert 


Durch passende Verfügung über C kann man diesen Ausdruck 
jeder beliebigen negativen Zahl gleich machen. Das heißt, die 
Länge der Strecke vom Scheitel der Linse bis zum Vereinigungs- 
punkt der gebrochenen Strahlen, die man als Brennweite der 
Linse bezeichnen kann, darf ganz nach Belieben vorgeschrieben 
werden. Ist sie gegeben, so ist damit auch die Konstante C und 
die Gestalt der gesuchten Meridianlinie bestimmt. 

Durch Ausrechnung der linearen Exzentrizität der durch die 
Gleichung (1498) dargestellten Hyperbel ließe sich endlich noch 
zeigen, daß der Vereinigungspunkt der gebrochenen Strahlen mit 
demjenigen Brennpunkt der Hyperbel zusammenfällt, welcher dem 
von der Meridianlinie der Linse verschiedenen Aste zugeord- 
net ist. 

Übungsaufgabe. Ein Hohlspiegel hat die Gestalt einer 
Umdrehungsfläche. Nachzuweisen, daß seine Meridianlinie eine 
Parabel sein muß, wenn alle parallel zur Achse einfallenden 
Strahlen nach ein und demselben Punkte zurückgeworfen werden 
sollen. 

549. Lineare Differentialgleichungen. — Beispiel. Unter 
der Voraussetzung, daß æ eine der Bedingung 


—1<zrc<1l 


unterworfene Veränderliche bezeichnet, sei die Differential- 
gleichung 


28° 
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dy y EPS ATY 
1499 Ion aie 
( ) dx er "yi-r 


zu integrieren. 
Lösung. Setzt man 
(1500) y=uv, 
wo u und v zwei neue vorläufig unbekannte Funktionen von x 
bezeichnen, so geht die gegebene Differentialgleichung über in 


u+ PAE A EL vi ta, 
Z dæ Vits Vi—=r 
Hebt man nun aus den beiden letzten Gliedern der linken 


Seite den Faktor v aus, so erhält die vorstehende Gleichung 
die Form 


dv, „(de__w \_e+Vire 
(1501) ue tolas 5) Vr! 
die den Gedanken nahelegt, zur Vereinfachung der Rechnung zu- 


nächst « so zu wählen, daß 


wird, und dann die Funktion v so zu bestimmen, daß sie der 
Gleichung (1501) genügt. Beides erweist sich als ausführbar. 
Die Gleichung (1502) wird nämlich erfüllt, wenn man für u eine 
von Null verschiedene Funktion so annimmt, daß 


du _ dx 
w V 


wird, und dies läßt sich erreichen, wenn man 
gu p z=lg@+Vi+a‘) 


oder 
u=g+V1 +a 
setzt. Nachdem dies geschehen, erhält man für v aus (1501) die 
Gleichung 
v attt 


@+Vi tag Er 


oder 
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BO. LER TE 
= Yiz 
Diese liefert 
v—arcsinz-+ c, 
wo das Zeichen arcsin den Hauptwert und e eine beliebige Kon- 
stante bezeichnet. Die ursprünglich gegebene Difterentialgleichung 
(1499) wird daher erfüllt, wenn man 


y=(x + yı + z?) (arcsing + c) 


setzt, und umgekehrt muß sich auch, wie man leicht erkennt, 
jedes partikuläre Integral der Differentialgleichung (1499) durch 
einen Ausdruck von dieser Form darstellen lassen. 

Allgemeine Beschreibung des Verfahrens. Eine Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung zwischen einer unabhängigen Ver- 
änderlichen æ und einer zu bestimmenden Funktion y von æ heißt 
linear, wenn sie auf die Form 


(1503) ZU + f(æ)y + læ) — 0 


gebracht werden kann, wo f(x) und g(®) zwei in ein und dem- 
selben Intervall stetige Funktionen von x bedeuten. 

Ist eine Differentialgleichung von dieser Form gegeben, so kann 
man ihre Integration auf Quadraturen zurückführen, indem man 


y=uv 
setzt, wo u und v zwei neue vorläufig unbekannte differenzierbare 
Funktionen von x bedeuten. Denn die gegebene Differential- 
gleichung geht dann über in 


d v du 


Ja tViz t Ou + pa) =0 


u 


oder 
(1504) ug tele + eu] + 9@)=0. 

Nun kann man aber « so wählen, daß «+0 und zugleich 
(1505) + fe@)u=0 


wird. Denn die Trennung der Veränderlichen liefert 


du _ — fla) Een ; 


Yo 
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und hieraus folgt, wenn man zur Abkürzung 
(1506) freaz—r@ 


setzt, daß man durch die Gleichung 
gu=—F(e) oder u=e!® 

in der Tat eine Funktion u von der gewünschten Beschaffenheit 
erhält. Für die zugehörige Funktion v ergibt sich sodann aus 
(1504) die Gleichung 

—_Fa)dv 

e "O+ gla)=0, 
und aus dieser folgt 


v—c— | glz) Pdz, 


wo c eine beliebige Konstante bedeutet. Die ursprüngliche Diffe- 
rentialgleichung (1503) wird daher jedesmal erfüllt, wenn man 


(1507) y-=e a; — f o?z] 


setzt, und umgekehrt muß auch jedes ihrer partikulären Integrale 
durch einen Ausdruck von dieser Form darstellbar sein. 

Anmerkung. Da die durch die Gleichung (1506) erklärte 
Funktion F(s) um eine beliebige Konstante a vermehrt werden 
darf, so hat es den Anschein, als lieferte die Gleichung (1507) für 
die gesuchte Funktion y einen Ausdruck, der zwei willkürliche 
Konstante enthält. Tatsächlich kommt aber nur eine solche 
Konstante vor. Denn setzt man in der Gleichung (1507) an die 
Stelle von F(x) die Summe [F(&)-+ a], so erhält man 


y= aa (ta) etda] =60 ET e*— | olx) Oda] . 


und dieser Ausdruck enthält nur eine willkürliche Konstante, 
nämlich das Produkt ce“. 

550. Stromverlauf bei Selbstinduktion. — In einem Strom- 
leiter [, der mit hinreichender Genauigkeit durch eine gewöhnliche 
geschlossene Linie abgebildet werden kann und den gegebenen 
Gesamtwiderstand Æ hat, werde durch äußere Einflüsse eine 
periodisch wechselnde elektromotorische Kraft induziert, die als 
positiv gelten soll, solange sie im einen und als negativ, solange 
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sie im anderen Sinne wirkt. Diese Kraft ändere sich derart, daß 
sie zur Zeit 2 nach Beginn der Einwirkung auch hinsichtlich des 
Vorzeichens durch den Ausdruck Esin(af) dargestellt wird, wobei 
E und a gegebene positive Konstante bedeuten. Auch die Stärke ż¿ 
des in [ induzierten Stromes werde als positiv oder negativ an- 
gesehen, je nachdem der Strom in der einen oder der anderen 
Richtung fließt, und zwar so, daß die Richtungen eines positiven 
Stromes und einer positiven elektromotorischen Kraft überein- 
stimmen. Ferner werde angenommen, daß für den induzierten 
Strom zu jeder Zeit das Ohmsche Gesetz gilt und daß die in í 
bei Änderung der Stärke ö dieses Stromes durch ER 


erzeugte elektromotorische Gegenkraft dem Produkt 13 ; gleich- 
gesetzt werden darf, wo ZL eine gegebene ne: A 50- 
genannten Selbstinduktionskoeffizienten, bedeutet. Man 
soll unter diesen Voraussetzungen, die, wie die Erfahrung lehrt, 
mit ausreichender Genauigkeit erfüllt sind, sobald nur die 


Schwingungsdauer ag oberhalb, also die Konstante a unterhalb 


einer gewissen Grenze liegt, die Stärke © des zur Zeit ż in | 
fließenden Stromes als Funktion von £ bestimmen. 
Lösung: In [ herrscht zur Zeit ? die elektromotorische Kraft 


F di 
Esin(at)— Li 


Andererseits stimmt diese elektromotorische Kraft nach dem 
Ohmschen Gesetz stets mit dem Produkt Ri überein. Also muß 
i die Differentialgleichung 


(1508) LÝ + Ri— Esin(af) 
erfüllen, und zu dieser Differentialgleichung tritt die Anfangs- 


bedingung 
i=( für t=\. 


Setzt man nun @—=uv und dividiert man zugleich durch L, 
so geht (1508) über in 


(1509) ug tue +7 u)—7sin(ad), 
was darauf führt, u so zu wählen, daß 

du, R 

El ea 
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ist. Dies wird erreicht, wenn 


oder 


ist, das heißt wenn 


gesetzt wird. Nachdem dies geschehen, liefert (1509) für v die 
Gleichung 


Ft 
a E a 
=ze" "sin(ad), 


aus der sich mit Hilfe der Gleichung (1224) der Nr. 443 


R 
(1510) rn e” [Bsin(at)—aLcos(ad] + e 
ergibt, wo c eine Konstante bedeutet. Diese ergibt sich aus der 
Anfangsbedingung. Da nämlich für 2=0 das Produkt uv—i 
den Wert 0 annehmen soll, aber sein erster Faktor gleich 1 wird, 
so muß»der zweite Faktor v für 2=0 ebenfalls gleich Null werden 
und daher nach (1510) 

EaL 


ER F + a’ Fi 
sein. Folglich Er sich schließlich 
ri ER 
(1511) de, En 573 ——z [Bsin(at)— aLeos(at)] + Ppa e D 


oder, wenn man sich einen Hilfswinkel « durch die Glei- 
chungen 
De: RE aL- 


cosa = —— sin 
VEp aL TA Sa ; VR spa JA 
bestimmt denkt, 


R 
(15118) (= TEES E A o e aa r a L. 


Der induzierte Strom: besteht also aus einem Wechselstrom 
` E : 
von der Amplitude ————— , dessen Phase beständig um den 
: VEREER $ 
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Winkel « hinter der Phase der durch äußere Induktion erzeugten 
elektromotorischen Kraft zurückbleibt und einem ihn überlagern- 
den Gleichstrom, dessen Stärke mit wachsender Zeit beständig 
abnimmt und schließlich unmerklich wird. 

551. Integrierender Faktor. — Ist eine Differentialgleichung 
erster Ordnung in der Form 
(1512) glz, yde + xz, y)dy =0 
gegeben, wo pæ, y) und z(x,y) Funktionen bedeuten, deren par- 
tielle Ableitungen erster Ordnung in ein und demselben Konti- 
nuum X vorhanden und stetig sind, so empfiehlt es sich, zunächst 
festzustellen, ob vielleicht in B überall . 

545 dyly) _ day) 

(1513) = Sure D 
ist. Denn falls dies zutrifft, kann man nach Einschränkung der 
Veränderlichen x,y auf einen einfach zusammenhängenden Teil 
des Kontinuums B gemäß Nr. 521 eine Funktion fix, y) so be- 
stimmen, daß ihr vollständiges Differential mit der linken Seite 
der Gleichung (1512) übereinstimmt, und dann die Gleichung 


(1514) fæ, y) =c 
ansetzen, wo c irgend einen konstanten Wert bedeutet, den die 
Funktion f(x, y) in dem erwähnten Teile des Kontinuums ® an- 
zunehmen vermag. Jede differenzierbare Funktion y von x, die 
sich durch Auflösung einer Gleichung von dieser Form ergibt, ist 
ein partikuläres Integral der gegebenen Differentialgleichung, und 
umgekehrt genügt jedes partikuläre Integral y, bei welchem die 
Stelle (w, y) in dem erwähnten Teile von ® enthalten bleibt, einer 
Gleichung von der Form (1514). 

Ein Beispiel für die Anwendbarkeit dieses Verfahrens bietet 
die in Nr. 538, 2 erhaltene Differentialgleichung (1468). Denn 
bringt man diese Gleichung auf die Form 


za +y —ad)de+ya+y’+a)dy=0, 
so erkennt man leicht, daß jetzt die linke Seite in der Tat ein 
vollständiges Differential ist, nämlich das Differential der Funktion 


Tat +4 zy? +1 y t— iay’). 
Jede der gesuchten Kraftlinien läßt sich daher durch eine 
Gleichung von der Form 
Mm 
«ICH u 
zeit! A \ 
u. N | 
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++ le ec 
oder auch 
a +y’) — 2a (a y)—C 
darstellen, wo sowohl ¢ als C= 4¢ eine Konstante bedeutet. 

Ist zweitens, entgegen der bisherigen Annahme, die Glei- 
chung (1513) nicht erfüllt, also die linke Seite der Gleichung 
(1512) kein vollständiges Differential, so kann man der gegebenen 
Differentialgleichung (1512) durch Multiplikation mit einer vorläufig 
unbekannten Funktion u(x, y) die Form 
» (1515) ua, Yy) plz, y)dx + ul, yxa, y)dy =0 
geben und sich dann die Frage vorlegen, ob es vielleicht möglich 
ist, die Funktion u(x, y) für einen einfach zusammenhängenden 
Teil von B so zu bestimmen, daß ihre partiellen Ableitungen 
erster Ordnung daselbst vorhanden und stetig sind und daß die 
linke Seite der Gleichung (1515) ein vollständiges Differential wird. 
Damit dies eintrete, ist notwendig, daß die Funktion u(x, y) die 
Differentialgleichung 

Olaf, y) plz, y)] 
òy 
erfülle, die sich bei Anwendung der üblichen Bezeichnung par- 
tieller Ableitungen durch Indizes und Weglassung der Argumente 
folgendermaßen schreiben läßt: 
(1516) Uy P — lnt +H Up, — a) = 0. 

Jede nicht dauernd verschwindende Lösung dieser Differen- 
tialgleichung heißt ein integrierender Faktor der ursprünglich 
gegebenen Differentialgleichung (1512), da die Kenntnis einer 
solchen Lösung die Integration der Differentialgleichung (1512) 
auf den schon erledigten Fall zurückführt und so ermöglicht. 

Die ursprüngliche Forderung bestand darin, alle partikulären 
Integrale der gegebenen Differentialgleichung (1512) zu finden. 
Dagegen handelt es sich bei der Differentialgleichung (1516) nur 
um die Ermittelung einer einzigen Lösung, die von der trivialen 
Lösung #—0 verschieden ist. Trotzdem erscheint die ursprüng- 
liche Aufgabe auf eine verwickeltere zurückgeführt, denn die 
Gleichung (1516) ist eine partielle Differentialgleichung. Darin 
liegt eine Schwierigkeit, und diese hat zur Folge, daß das neue 
Verfahren nur selten weiter führt als andere Hilfsmittel. Immer- 


dlulz, y) g(x, y) 
òs 
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hin kann man zuweilen einen integrierenden Faktor durch be- 
sondere Kunstgriffe ermitteln, z. B. dadurch, daß man versucht, 
der Differentialgleichung (1516) durch eine Funktion «ø zu ge- 
nügen, die nur von x allein abhängt, oder nur von y allein, oder 
nur von dem Produkt vy allein, usw. 

Um z.B. zu erfahren, ob ein integrierender Faktor « vor- 
handen ist, der nur von x allein abhängt, und gegebenenfalls 
einen solchen Faktor zu finden, hat man in der Gleichung (1516) 


Us = z und 24,—=0 


zu setzen. Man erhält dann nach einfachen Umformungen die 
Gleichung 

E du _ Py— x 

(1517) setos 
und erkennt daraus, daß ein integrierender Faktor der fraglichen 
Art nur dann vorhanden sein kann, wenn die rechte Seite der 
Gleichung (1517) eine Funktion von æ allein ist, daß sich dann 
aber auch ein solcher Faktor aus dieser Gleichung ermitteln läßt. 
Ähnlich ergibt sich als notwendige und hinreichende Be- 
dingung für das Vorhandensein eines nur von y abhängenden 


integrierenden Faktors, daß der Quotient a eine Funktion 


von allein sei. 

Will man wissen, ob es einen integrierenden Faktor gibt, der 
nur von dem Produkt xy abhängt, so führt man für dieses Pro- 
dukt eine abkürzende Bezeichnung ein, indem man etwa zy=u 
setzt, und macht sodann den Ansatz 


u=fu) 
wo f(u) eine vorläufig unbekannte differenzierbare Funktion von 
u bedeutet. Dann wird 
d òd 
u=f =f =r =r. 
Die Gleichung (1516) geht daher über in 


fwlep — yx + Alpy — x) = 0 
oder 


Fi) _ Py 4z 
(4518) fü) sp—yx' 


und da hier die linke Seite nur von u—=xy abhängt, ist für das 
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Vorhandensein eines nur von dem Produkt xy abhängenden inte- 
grierenden Faktors notwendig, daß auch die rechte Seite eine 
Funktion dieses Produktes allein se. Beim Erfülltsein dieser 
Forderung ist es aber auch immer möglich, mittels der Gleichung 
(1518) einen integrierenden Faktor der fraglichen Art zu be- 
stimmen. E 

Ahnliche Überlegungen ergeben als notwendige und hin- 
reichende Bedingung für das Vorhandensein eines nur von dem 


Quotienten 7 abhängenden integrierenden Faktors, daß der Aus- 
x 


druck “= (9,4, al. 


Ep+yX 
. . Yy . . ú . . 
eine Funktion von z allein sei, und für das Vorhandensein eines 


nur von der Summe (x? + y*) abhängenden integrierenden Faktors, 
daß der Ausdruck 

Py— En 

yp—ıy 
eine Funktion von (xë + y°) allein sei. 

552. Wiederholte Differentiation. — Beispiel. Eine Funk- 

tion y einer Veränderlichen æ soll für eine gewisse Umgebung des 
Wertes 0 so bestimmt werden, daß sie der Differentialgleichung 


(1519) y=2ry + l 


genügt, wo unter y die Ableitung y zu verstehen ist, und daß 
sie für ©—=0 den Anfangswert e erwirbt. 
Lösung: Die gegebene Differentialgleichung wird erfüllt, 


wenn man für jeden Wert von æ 
y=1i, also y=0 


setzt. Aber diese Lösung wird durch die vorgeschriebenen An- 
fangswerte ausgeschlossen. Denn für v=0 soll ja y=e sein. 
Da sich hieraus für 4 der Anfangswert 1 ergibt, kommen auch 
für y’ bei Einschränkung der Veränderlichen x auf eine hin- 
reichend enge Umgebung der Stelle 0 nur von Null verschiedene 
Werte in Frage. 

Die Auflösung der gegebenen Differentialgleichung in bezug 
auf y ist praktisch nicht möglich, und deswegen ist keines der 
bisher angegebenen Hilfsmittel zur Integration anwendbar. Trotz- 
dem kann man aber zu Aufschlüssen über die gesuchte Lösung 
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gelangen, und zwar auf folgendem Wege: Differenziert man unter 
der Voraussetzung, daß y eine der Gleichung (1519) genügende 
Funktion bezeichnet, beide Seiten dieser Gleichung vollständig 
nach x, so erhält man 


’ ‚ q d y 
y =2y +E + e) 
oder 
(1520) y dæ + (2e + ddy =0. 
Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x 
und y, und zwar eine Differentialgleichung, für die sich leicht ein 
integrierender Faktor finden läßt. Die partielle Differentialglei- 


chung für den integrierenden Faktor u lautet nämlich im vorliegen- 
den Fall 


PR) y Ò 
u +y ay = 2U + (20H) Sa 


und läßt sich, wie man bald erkennt, dadurch befriedigen, daß 
man =y setzt. Formt man demgemäß die Differentialgleichung 
(1520) durch Multiplikation mit y um, so findet man nach Nr. 521 
ohne Schwierigkeit, daß sie sich in der Form 


diey’ + (y —1)e)—0 
schreiben läßt. Daraus folgt 
sy? +y — id =e, 
wo ¢ eine Konstante bedeutet, und mit Rücksicht auf die Anfangs- 
werte ergibt sich 
(1521) zy? +y — Ye =. 


Eigentlich müßte nun hieraus y als Funktion von x berech- 
und dann % durch Integration gefunden werden, oder auch da- 
durch, daß man die für y erhaltene Funktion in die Gleichung 
(1519) einsetzt. Aber die Auflösung der Gleichung (1521) nach y 
ist wieder praktisch nicht ausführbar. Dafür kann man indessen 
sehr leicht æ als Funktion von y’ berechnen und dann in die 
Gleichung (1519) einsetzen. So erhält man 


(1522) p a d; ysige 


und hat damit wenigstens eine Parameterdarstellung desjenigen 
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Linienstückes gewonnen, welches das gesuchte partikuläre Inte- 
gral geometrisch darstellt. 

Allgemeine Beschreibung des Verfahrens. Das Ver- 
fahren der wiederholten Differentiation hat den Vorzug, zur Inte- 
gration einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen einer 
unabhängigen Veränderlichen æ und einer gesuchten Funktion y 
auch dann anwendbar zu sein, wenn die Auflösung der gegebenen 
Gleichung in bezug auf die Ableitung y der unbekannten Funk- 
tion Schwierigkeiten bereitet und daher andere Hilfsmittel ver- 
sagen. Bei seiner Anwendung kann man auf zwei Arten zu 
Werke gehen: 

I. — Man löst die gegebene Differentialgleichung auf in be- 
zug auf y, gibt ihr also die Form 


(1523) y = p(x, y). 


Nun differenziert man unter der Voraussetzung, daß y eine 
dieser Differentialgleichung genügende Funktion bedeutet, beider- 
seits vollständig in bezug auf x und erhält 


$ d d f- 
y aT Pt, y Ir D,(z, y) Te 
Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
x und y. Aus ihr bestimmt man 


entweder ,/ als Funktion von g, 
oder x als Funktion von y. 


In beiden Fällen hat man das Ergebnis in die Gleichung (1523) 
einzusetzen und erhält dann 


entweder y als Funktion von x, 
oder x und y als Funktionen des Parameters y’. 


II. — Man löst die gegebene Differentialgleichung auf in 
bezug auf x, gibt ihr also die Form 


(1524) x= Xy, y). 


Hierauf differenziert man unter der Voraussetzung, daß y eine 
dieser Differentialgleichung genügende Funktion bedeutet, beider- 
seits vollständig nach x und erhält zunächst 


P. ’ l d 
1= Xiu y T Xpy y ) L. 
Nun ist aber 
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Indem man dies einsetzt, erhält man 
f ’ + d f [3 
1= X yyy +), Y, 


gewinnt also eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
y und y. Aus ihr bestimmt man 

entweder / als Funktion von y, ~ 

oder y als Funktion von y. N 
In beiden Fällen hat man das Ergebnis in die Gleichung (1524) 
einzusetzen und erhält dann 

entweder x als Funktion von y, 

oder x und y als Funktionen des Parameters y’. 

553. Fall, daß æ oder y fehlt. — Die in den vorangehenden 
Nummern besprochenen Hilfsmittel genügen, wenigstens theo- 
retisch, zur Integration einer jeden Differentialgleichung erster 
Ordnung, welche die unabhängige Veränderliche & und die ge- 
suchte Funktion y nicht alle beide enthält. Dies ergibt sich 
aus folgender Übersicht: 

I. — Wenn x fehlt, so löst man die gegebene Differential- 


gleichung entweder 
dy 


A. — nach | T = auf und erhält dadurch eine Gleichung von 
der Form 
dy p 


aus der sich dann durch Trennung der Veränderlichen und 


Integration 
At 
J iu ty == 
ergibt. Oder man löst 


B. — nach y auf und erhält eine Gleichung von der Form 
y=9y'), 

=/ gesetzt ist. Die wiederholte Diffe- 

rentiation liefert dann 


wo zur Abkürzung ? 


und daraus folgt 
day, also May, 
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so daß jetzt x und y als Funktionen ein und desselben Para- 
meters y’ dargestellt sind. 


II. — Wenn y fehlt, so löst man die gegebene Differential- 
gleichung entweder 
A. — nach dy auf und erhält dadurch eine Gleichung von 


der Form 
=a), 


dæ 


aus der sich durch Integration sofort 
y=|yxe)dx 


ergibt. Oder man löst 


B. — nach x auf und erhält dadurch eine Gleichung von 
der Form 


z=yy), 
wo wieder ay = gesetzt ist. Hierauf liefert die nochmalige 
Differentiation 
, dy , 
woraus 


y= |y w y')dy 
folgt. Damit sind wieder æ und y als Funktionen ein und des- 
selben Parameters dargestellt. 

554. Singuläre Lösungen. — Hat man durch Integration 
einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den Koor- 
dinaten x,y eines Punktes in bezug auf ein rechtwinkeliges 
ebenes Koordinatensystem eine einfach unendliche Linienschar 
von solcher Beschaffenheit gefunden, daß jede einzelne ihr an- 
gehörende Linie ein partikuläres Integral der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung geometrisch darstellt, so sagt man kurz, es sei 
gelungen, ein allgemeines Integral der gegebenen Differential- 
gleichung zu ermitteln. Dabei ist es gleichgültig, ob man für die 
fragliche Linienschar eine Darstellung durch eine Gleichung von 
der Form 

y=f(x, e) 
bekommen hat, bei der die Ordinate y als Funktion der Abszisse 
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æ und eines zwischen gewissen Grenzen willkürlich wählbaren 
Parameters c erscheint, oder ob sich allgemeiner eine Darstellung 
durch eine Gleichung 

F(x,y, ġ)=0 


zwischen den beiden Koordinaten und einem solchen Parameter 
oder endlich eine Darstellung durch zwei Gleichungen 


s= glt, e); y= x(t, c) 
ergeben hat, die für jeden der verschiedenen zulässigen Werte 
der Konstanten ¢ eine Parameterdarstellung einer Linie der Schar 
liefert. 

In allen diesen drei Fällen kann es nun vorkommen, daß sich 
jedes partikuläre Integral aus dem allgemeinen Integral durch 
passende Verfügung über die Konstante e ableiten läßt. Es kann 
aber auch sein, daß es außer den so zu gewinnenden partikulären 
Integralen noch ein oder mehrere partikuläre Integrale gibt, die 
sich nicht auf diesem Wege ergeben und auch nicht etwa aus 
einem anderen allgemeinen Integral durch Spezialisierung der 
Konstanten ableitbar sind. Solche vereinzelt vorkommende parti- 
kuläre Integrale werden dann als singuläre Lösungen bezeichnet. 

Beispiel. Es sei y als Funktion von x aus der Differential- 
gleichung 
(1525) z(1+y")—2yy' =0 
oder 

zy —2yy' +z=0 
zu bestimmen. 

Lösung: Denkt man sich die Zahl 0 vom Wertbereich der 
Veränderlichen & vorläufig ausgeschlossen, so erhält man durch 
Auflösung der gegebenen Gleichung in bezug auf y’ 

2 2 

jif 
und erkennt daraus erstens, daß für y nur solche Werte in Frage 
kommen, welche die Ungleichung y*>x” erfüllen, und zweitens, 
daß man es mit einer homogenen Differentialgleichung zu tun 
hat. Setzt man demgemäß y=xz, so ergibt sich für die neue 


der Bedingung z*>1 unterworfene unbekannte Funktion z die 
Differentialgleichung 


dz ER 
+. =2+V 1 
v. Mangoldt, Einführung, III. 29 
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oder 
a a 
(1526) en =+Ve-1, 


und wenn man nun zunächst nach denjenigen Integralen fragt, 
welche die Bedingung z2°>1 erfüllen, so kann man die Veränder- 
lichen trennen. Dies gibt 


dm. ts dz 


æ RT, 


also 


igle, =+1gz + V2 —1|+0, 
wo C eine beliebige Konstante bedeutet. Nun ist aber 


—1gl2+YV "1-4 mel- Fl: 


Also kann man der vorangehenden Gleichung auch die Form 


lgliz =lg z+ V —1|+C 
geben und erhält daraus 
z= +V 2—1), i 


wo c eine von Null verschiedene, aber sonst beliebige Konstante 
bezeichnet. Hieraus folgt 


also 
u 28, y 2 
rise — +2’ =z — 1 
oder 
r 2y 
Ta 
oder endlich 
2 
s =S e 
(1527) =ne 


Demgemäß ist y =F, und da die hiernach zusammen- 
gehörenden Werte x—=0, y’=0 auch der ursprünglich gegebenen 
Gleichung (1525) genügen, kann die bisher festgehaltene Ein- 
schränkung, daß x +0 sein soll, nachträglich aufgehoben werden. 

Die Gleichung (1527) liefert ein allgemeines Integral der ge- 
gebenen Differentialgleichung, und dieses allgemeine Integral wird, 
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wie man leicht erkennt, geometrisch durch eine Schar von Pa- 
rabeln (Fig. 110) dargestellt, deren Achsen sämtlich mit der y-Achse 
zusammenfallen. 

Nun bleibt aber noch der vorhin ausgeschlossene Fall zu er- 
ledigen, daß 2°—1 ist. Es zeigt sich, daß dieser Fall in der Tat 
eintreten kann, ja sogar für jeden Wert von x. Denn die Glei- 
chung (1526) wird tatsächlich erfüllt, wenn dauernd z= 1, also 
z=0 ist, und ebenso auch, wenn man dauernd ¿= —1 setzt. 
So kommt man auf zwei neue 
partikuläre Integrale der ge- 
gebenen Difterentialgleichung 
(1525), nämlich 

y =% und y=— T, 
und dies sind singuläre Lö- 
sungen, da sie sich nicht aus 
dem allgemeinen Integral durch 
Spezialisierung der Konstanten 
c ableiten lassen. 

Im vorliegenden Fall bil- 
den die geometrischen Bilder 
der beiden singulären Lösungen 
zusammengenommen die Ein- 
hüllende derjenigen Parabel- 
schar, welche das allgemeine Fig. 110. 

Integral geometrisch darstellt. 

Zum Beweise hat man nur nötig, die Sätze der Nummern 370 
und 371 auf die durch die Gleichung (1527) gegebene Parabelschar 
anzuwenden. 

Ähnliches gilt in anderen Fällen. Wenn nämlich einem all- 
gemeinen Integral einer Differentialgleichung erster Ordnung 


Fixy, y )=0 
zwischen den rechtwinkeligen ebenen Koordinaten x,y eines Punk- 
tes und der zugehörigen Steigung y eine Linienschar entspricht, 
die eine Einhüllende hat, so stellt diese Einhüllende im allgemeinen 
eine singuläre Lösung der gegebenen Differentialgleichung dar. 
Beweis: Ist P ein beliebiger Punkt der Einhüllenden, so 
gibt es im allgemeinen eine durch P gehende und die Einhüllende 


dort berührende Linie [ der Schar. Da diese Linie ein partiku- 
29* 
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läres Integral der gegebenen Difierentialgleichung darstellt, so 
besteht, wenn x,y die Koordinaten von P und y/ die Steigung 
von [ in P bedeuten, die Gleichung 

Fa,yy)—0. 

Nun ist aber y, da I die Einhüllende in P berührt, zugleich 
auch die Steigung der Einhüllenden in P. Also wird die gegebene 
Ditterentialgleichung im allgemeinen auch dann befriedigt, wenn 
man für x, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Ein- 
hüllenden und für / die Steigung der Einhüllenden in diesem 
Punkte einsetzt. Das heißt, die Einhüllende stellt ebenfalls ein 
Integral der gegebenen Differentialgleichung dar, und zwar im 
allgemeinen eine singuläre Lösung, da sie im allgemeinen von 
allen Linien der Schar verschieden ist. 

Natürlich sind verschiedenartige Ausnahmen von dieser nur 
im allgemeinen geltenden Regel möglich, aber auf eine Erörterung 
solcher Ausnahmefälle muß hier verzichtet werden. 

Gerade die singulären Lösungen einer Differentialgleichung 
erster Ordnung sind praktisch meistens leicht zu finden. Denn 
es gilt folgender 

Lehrsatz: Eine singuläre Lösung einer Differentialgleichung 
erster Ordnung 

’ F(z,y,yY)=0 
erfüllt im allgemeinen auch die Gleichung 

Fyz, yy) =; 


die sich durch partielle Differentiation nach der Ableitung y der 
gesuchten Funktion ergibt. 

Trifft dies zu, so kann man die singuläre Lösung einfach da- 
durch finden, daß man y aus den beiden erwähnten Gleichungen 
eliminiert, oder auch dadurch, daß man x und y aus ihnen als 
Funktionen des Parameters y' berechnet. 

Die Richtigkeit des angegebenen Satzes kann bei der oben 
behandelten Differentialgleichung (1525) sehr leicht durch Ein- 
setzen der singulären Lösungen y=+x in die durch partielle 
Differentiation entstehende Gleichung 


221 —2y—=0 


bestätigt werden. Aber auch sonst hat der Beweis keine Schwie- 
rigkeit, wenn man sich auf die Betrachtung des Falles be- 
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schränkt, daß die singuläre Lösung geometrisch wirklich eine 
gemeinsame Berührungslinie der einzelnen Linien der einem all- 
gemeinen Integral entsprechenden Linienschar darstellt. Sind 
nämlich unter dieser Voraussetzung £o, yọ die Koordinaten eines 
Punktes P, der gemeinsamen Berührungslinie, an welchem deren 
Steigung einen endlichen Wert hat, und ist L die durch P) gehende 
Linie der Schar, so gilt, wenn x, y die Koordinaten eines beweg- 
lichen Punktes von [ und »/ die zugehörige Steigung bedeuten, für 
jeden in einer gewissen Nähe von x, liegenden Wert von x die 
Gleichung 

(1528) Fa,y,y)—0, 

also auch die hieraus durch vollständige Differentiation nach æ 
entstehende Gleichung 


(1529) Fæ yy) + Fey y + Ermy y" =, 


wo 4f" eine Abkürzung für 7 bedeutet. Setzt man nun in diese 


Gleichung für x,y die Koordinaten des Punktes P, ein und ver- 
steht man unter y, und y; die bei der Betrachtung von 1 zu P, 
gehörenden Werte von y und g’, so ergibt sich 


(1530) Fa Yo: Yo) + E20 Yn YY + EpL Un Yo) = 0: 


Zweitens gelten die Gleichungen (1528) und (1529) aber auch 
dann, wenn man unter æ, y die Koordinaten eines beweglichen 
Punktes der gemeinsamen Berührungslinie und unter y die zu- 
gehörige Steigung dieser Berührungslinie versteht. Setzt man 
nun bei diesen Annahmen für x,y wieder die Koordinaten des 
Punktes P, in die Gleichung (1529) ein, so hat man wegen der 
Berührung auch für y wieder den Wert y, einzusetzen. Da- 
gegen hat man statt y, im allgemeinen einen anderen Wert zu 


nehmen. Denn träte eine solche Änderung nicht ein, so würde 
das heißen, daß die Linie [ und die gemeinsame Berührungslinie 
in P, nicht nur die gleiche Tangente, sondern auch die gleiche 
Krümmung haben, was im allgemeinen nicht zutrifft. Man erhält 
daher, wenn man den neuen zu P, gehörenden Wert von y’ durch 
no bezeichnet, 


F(&, YoY) + Flo, Yo Yo) + EpC Yo) — 9: 


Verbindet man nun diese Gleichung mit der Gleichung (1530) 
durch Subtraktion, so ergibt sich 
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F&, yo Yy)% —m)—0 
und wegen des Nichtverschwindens des zweiten Faktors 
F (&o, Yo, y) =20. 

Damit ist aber die ausgesprochene Behauptung bewiesen, da 
ja für P, jeder Punkt der gemeinsamen Berührungslinie ge- 
nommen werden darf, in welchem deren Tangente nicht gerade 
zur Ordinatenachse parallel ist. 

555. Trajektorien, — Wenn eine einfach unendliche ebene 
Linienschar so beschaffen ist, daß durch jeden Punkt eines zwei- 
fach ausgedehnten ebenen Bereiches Y eine und nur eine Linie 
der Schar hindurchgeht, so kann man bei Einschränkung der Be- 
trachtung auf den Bereich Y die Aufgabe stellen, eine die Linien 
der gegebenen Schar schneidende Linie so zu bestimmen, daß 
überall eine ihrer beiden Richtungen gegen eine der beiden 
Richtungen der geschnittenen Linie unter ein und demselben ge- 
gebenen Winkel geneigt ist. Jede Linie, die eine Aufgabe dieser 
Art löst, heißt eine isogonale Trajektorie der gegebenen Schar 
und insbesondere eine orthogonale Trajektorie, wenn der vor- 
geschriebene Winkel ein rechter ist. 

Ist eine einfach unendliche Linienschar in einem System 
rechtwinkeliger ebener Koordinaten x, y durch eine Gleichung 

Fix, Y, e)=0 
zwischen den Koordinaten und einem zwischen gewissen Grenzen 
willkürlich wählbaren Parameter c gegeben, so kann man die 
Frage, ob durch einen Punkt (®ọ, 2/4) des überdeckten Gebietes 
nur eine oder mehrere Linien der Schar gehen, dadurch ent- 
scheiden, daß man die Gleichung 


Fix, Yos c) =l 


in bezug auf die Unbekannte ¢ auflöst. Je nachdem diese Gleichung 
nur eine oder mehrere Wurzeln hat, gehen durch den Punkt (Los Yo) 
nur eine oder mehrere Linien der Schar. Daher ist die Forderung, 
daß durch jeden Punkt des von einer gegebenen Schar überdeckten 
Bereiches nur eine Linie der Schar gehen soll, insbesondere dann 
erfüllt, wenn die fragliche Schar durch eine Gleichung von der 
Form 
De, ? ) = 

gegeben ist, was z.B. für die Linien gleicher Temperatur oder 
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gleicher elektrischer Spannung in einer leitenden Platte regel- 
mäßig zutrifft, wenn man unter e eben die Temperatur, beziehungs- 
weise die Spannung versteht. Hat man es dagegen mit einer 
Schar zu tun, welche der eben gestellten Forderung nicht genügt, 
so ist es in manchen Fällen möglich, die Gleichung der Schar 
durch mehrere Gleichungen der zuletzt erwähnten Art zu er- 
setzen; geometrisch läuft dies darauf hinaus, die gegebene Schar 
in mehrere Scharen von Linienzweigen aufzulösen, von denen 
jede einzelne die angegebene Forderung erfüllt. Ein Beispiel 
bietet die Schar aller in einer Ebene mit einem System recht- 
winkeliger Koordinaten x, y enthaltenen Kreise, die einen ge- 
gebenen konstanten Radius r haben und deren Mittelpunkte auf 
der -Achse liegen. Diese Schar wird durch die Gleichung 


(1531) .— +y — r= 


dargestellt, wo c eine ganz nach Belieben wählbare Konstante 
bedeutet, und ist so beschaffen, daß durch jeden inneren Punkt 
des von ihr überdeckten Gebietes zwei Linien der Schar gehen. 
Sie kann aber in zwei Scharen nicht miteinander zusammen- 
treffender Linienstücke zerlegt werden, nämlich einerseits die 
Schar der linken und andererseits die Schar der rechten Kreis- 
hälften, und diese Zerlegung geschieht analytisch einfach durch 
Auflösung der Gleichung (1531) in bezug auf c. Man erhält da- 
durch die beiden Gleichungen 


+ Vr—y=c und a—-Vr—y=e, 


von denen die erste offenbar die linken und die zweite die rechten 
Halbkreise darstellt. 

Unter der Voraussetzung, daß in einer Ebene mit einem 
System rechtwinkeliger Koordinaten x,y für einen zweifach aus- 
gedehnten Bereich X eine einfach unendliche Linienschar durch 
eine Gleichung von der Form 


(1532) p(x, Y)=c 


gegeben sei, wo ce einen zwischen gewissen Grenzen willkürlich 
wählbaren Parameter und #(x, y) eine Funktion bedeutet, deren 
partielle Ableitungen erster Ordnung in XY vorhanden und stetig 
sind und daselbst niemals gleichzeitig verschwinden, werde nun 
verlangt, eine Trajektorie so zu bestimmen, daß eine ihrer Rich- 
tungen überall gegen eine Richtung der geschnittenen Linie der 
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Schar unter dem gegebenen Winkel « geneigt ist. Dann müssen 
die Koordinaten x,y und (Œ + dæ), (y+dy) zweier unendlich 
nahe benachbarten Punkte der Trajektorie entweder die beiden 
Gleichungen 


Pw yde + D,a,y)dy—V Pay)? +œ)? V da’ +dy'sine 
und 
Ba y)de— Ba,y)dy=V Pay)’ +LB,e,y)* V dx’ +dy cose 


oder diejenigen Gleichungen erfüllen, die aus ihnen durch Um- 
kehrung der Vorzeichen der rechten Seiten entstehen. Durch 
Elimination der Quadratwurzeln ergibt sich hieraus, daß unter 
allen Umständen die Differentialgleichung 


p [B(x y)eosa — P,(x,y)sina]dx 
l + [2 (æ, y) cosa + D,(«, y)sina)dy = 0 
bestehen muß. Umgekehrt entspricht, wie leicht zu sehen, auch 


jedem partikulären Integral dieser Differentialgleichung eine Tra- 
jektorie der verlangten Art. 


Soll der Winkel « ein rechter, also die Trajektorie eine 
orthogonale sein, so muß die einfachere Differentialgleichung 


(1534) — p(x, y)dx + p(x, y)dy =0 


(1533) 


Fig. 111. 


bestehen. Die Ermittelung der isogonalen wie der orthogonalen 
Trajektorien einer gegebenen einfach unendlichen Linienschar er- 
fordert somit stets die Integration einer Differentialgleichung 
erster Ordnung. 
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Beispiel. Die orthogonalen Trajektorien der bereits oben 
erwähnten Schar nach links gewölbter Halbkreise (Fig. 111) zu 
ermitteln, die durch die Gleichung 
(1535) s+Vr—y=e 
gegeben wird. 

Lösung: Zur Auffindung der gesuchten Trajektorien hat man 
die Differentialgleichung 


TE 
zu integrieren. Diese hat zunächst die durch die x-Achse dar- 


gestellte Lösung y=0. Zur Auffindung der übrigen Lösungen 
trennt man die Veränderlichen, erhält dadurch 


da 47" ze a PH 


Y  dx+dy=0 
y’ hia 


und bekommt dann durch nn 


na [ra 
=a— | 4 dy, 


wo a eine beliebige Konstante bedeutet. Das rechts stehende Inte- 
gral läßt sich aber leicht finden, wenn man an Stelle von y durch 
die Gleichung 


Vr—y=u 
eine neue Veränderliche « einführt. Dann wird nämlich 
r—y=u; yer-—u; ydy=—udu, 
folglich 


pe 2y TA "yay- f du 
-/(1- —— adumu- gr (utra 


=u— 4r] eg ige 
6; g "—u 
R] 
=fr r te 
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Die von der x-Achse verschiedenen orthogonalen Trajektorien 
werden somit durch die Gleichung 
(1536) a=a-Vr—y+rigtt Vi 
dargestellt. Sie bilden, wie man leicht erkennt, zwei zur -Achse 
symmetrisch liegende Scharen kongruenter Linien, die sich sämt- 
lich der z-Achse asymptotisch anschmiegen. 

Auf genau. dieselben Linienscharen kommt man auch, wenn 
man verlangt, eine ebene Linie so zu bestimmen, daß jede ihrer 
Tangenten eine gegebene Gerade in einem Punkte trifft, der von 
dem Berührungspunkt der Tangente den gegebenen konstanten 
Abstand r hat. Jede einzelne der gefundenen Linien stimmt hier- 
nach mit einer sogenannten Traktorie von Huygens’) überein. 


Differentialgleichungen höherer Ordnung. 


556. Beschränkung der Aufgabe. — Aus der umfangreichen 
Lehre von den Differentialgleichungen höherer Ordnung können 
hier nur einige wenige besonders einfache Sätze zur Sprache 
kommen. Außerdem soll die Betrachtung auf Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung beschränkt bleiben, sowohl der Kürze 
wegen, als auch mit Rücksicht darauf, daß diese Differential- 
gleichungen praktisch am wichtigsten sind. Glücklicherweise 
werden sich auch so über Differentialgleichungen höherer Ordnung 
wenigstens einige Aufschlüsse ergeben, da ein großer Teil der 
nachfolgenden Ausführungen mit ganz geringen Änderungen des 
Wortlauts auf Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung 
übertragen werden kann. 


557. Zurückführung auf eine Differentialgleichung erster 
Ordnung. — Ist zwischen einer unabhängigen Veränderlichen æ 
und einer zu bestimmenden Funktion y eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung gegeben, so kann es vorkommen, daß die 
Integration dieser Differentialgleichung sich mit ganz einfachen 
Mitteln auf die Integration von einer oder mehreren Differential- 
gleichungen erster Ordnung zurückführen läßt. Mit einem Fall 
dieser Art hat man es regelmäßig zu tun, wenn die Veränder- 
lichen x, y in der gegebenen Differentialgleichung nicht alle beide 


1) Vgl. Christian Huygens, Oeuvres complètes, Tome 10, La Haye 
1905, S. 408, 
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für sich allein vorkommen. Fehlt nämlich zunächst x, so kann 
die gegebene Differentialgleichung nur die unbekannte Funktion 4 
und die beiden ersten Ableitungen y’, y” dieser Funktion ent- 
halten. Sie hat dann die Form 


Fiy,y',y")—=V0 


und geht, wenn y’ durch den damit gleichwertigen Ausdruck 


ersetzt wird, über in 
’ d A lA 
F(y, Yıay y)=0. 


Dies ist aber eine Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen y und y. Ihre Integration liefert eine Gleichung 
zwischen y und y’, das heißt eine neue Differentialgleichung erster 
Ordnung, aus der dann y als Funktion von æ zu bestimmen ist. 


Fehlt zweitens y, so hat die gegebene Differentialgleichung 

die Form 
px, y, y) =0 

und läßt sich, da y/’ = a ist, als eine Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen & und y ansehen. 

Ein Beispiel für den zuerst erwähnten Fall bietet die be- 
reits in Nr. 538 angeführte Difterentialgleichung 
der > M 


Te. 


(1469) 


welche den Fall eines Meteorsteins regelt. Wendet man auf diese 
Differentialgleichung den angegebenen Kunstgriff an, so erhält 


man zwischen dem Abstand r und der Ableitung der die Diffe- 
rentialgleichung 


Deren Integration hat aber keine Schwierigkeit. Man erhält 
vielmehr sofort 


w c eine Konstante bedeutet, und da die Geschwindigkeit » für 
r—=.a den Wert 0 haben soll, muß 
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H 
o 


M M ` 
o=07 +e, also (= — G7 
sein. Somit wird schließlich 
(1537) 204 (-—.). 


Hieraus kann die gesuchte Geschwindigkeit, mit der der 
fallende Punkt auf der Oberfläche des anziehenden Weltkörpers 
eintrifft, sofort entnommen werden. 

Wünscht man hierüber hinaus noch weiter zu erfahren, in 
welcher Weise der Abstand r von der Zeit £ abhängt, so hat 
man noch eine zweite Integration auszuführen, nämlich aus der 
Difierentialgleichung erster Ordnung (1537) zwischen der Zeit t 
und dem Abstand r den letzteren als Funktion von ? zu bestimmen. 
Auch dem steht insofern keine Schwierigkeit entgegen, als es 
sehr leicht gelingt, eine Gleichung zwischen ? und r zu gewinnen. 


558. Homogene lineare Differentialgleichungen. — Außer 
den in der vorigen Nummer erwähnten Arten von Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung sollen hier nur noch lineare Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung behandelt werden, das heißt 
Ditterentialgleichungen von der Form 


2 
(1538) HH RER), 
wo f(z), fax), falx) stetige Funktionen einer in einem Intervall 
frei beweglichen Veränderlichen x bezeichnen und y eine zu be- 
stimmende Funktion von x bedeutet. Aber während man die Inte- 
gration einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung nach 
dem früheren stets auf Quadraturen zurückführen kann, ist eine 
solche Zurückführung schon bei den linearen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung im allgemeinen nicht mehr möglich. 
Man muß vielmehr, um auf Fälle zu kommen, in denen sich 
ein Weg zur Integration angeben läßt, noch weitere vereinfachende 
Annahmen machen. Insbesondere wird die Angabe einiger all- 
gemeiner zur Integration dienlichen Sätze dann möglich, wenn 
man voraussetzt, daß das sogenannte zweite Glied der ge- 
gebenen Differentialgleichung, das heißt die Funktion /,(&), dauernd 
gleich Null sei. Trifft dies zu, so nennt man die gegebene lineare 
Differentialgleichung kurz homogen. 

Für Differentialgleichungen dieser Art gelten nun die fol- 
genden leicht zu beweisenden Sätze: 
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1. — Ist eine Funktion olx) ein partikuläres Integral einer 
gegebenen homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung 


(1539) a y ETOF Y + fal(@)y=0 


und ist e eine I, Konstante, so ist das Produkt ep(x) wieder 
ein partikuläres Integral der gegebenen Differentialgleichung. 
Denn aus der Gleichung 


g'z) + Fıla) ala) + fax) pa) — 0 
folgt durch Multiplikation mit e die Gleichung 
eg’ (x) + fılx)ey'(x) + fr(@)eplx)—0, 
welche besagt, daß die Differentialgleichung (1539) befriedigt wird, 
wenn man y=cy(x) setzt. 

2. — Sind zwei Funktionen y(&), y(x) partikuläre Integrale 
der Differentialgleichung (1539), so ist ihre Summe [plx)+ x(®)] 
ebenfalls ein partikuläres Integral. 

Zum Beweise hat man nur nötig, die zufolge der Voraus- 
setzung geltenden Gleichungen 


( 1540) g (2) T f(x)g'(x) fr fl) plz) 0 
a x (x) + f2) x (2) + falt) ad) 0 
durch Addition miteinander zu verbinden. 

Mit Rücksicht auf den vorangehenden Satz folgt hieraus 

3. — Sind zwei Funktionen y(x), y(x) partikuläre Integrale 
der Differentialgleichung (1539) und sind e,, Ca beliebige Konstante, 
so ist die Summe 

e,pl@) + ca x(2) 

ebenfalls ein partikuläres Integral der Differentialgleichung (1539). 

Zu einem vierten etwas tiefer liegenden Satz gelangt man 
unter der Voraussetzung, daß die Funktionen f,(æ), fz(«) für alle 
in Betracht kommenden Werte von v stetig sind, durch folgende 
Überlegung: Es seien wieder p(s) und (x) zwei der Differential- 
gleichung (1539) genügende Funktionen, so daß die Gleichungen 
(1540) gelten. Dann folgt aus diesen Gleichungen durch Multi- 
plikation mit den Faktoren [—y(z)]) und (æ) und nachfolgende 
Addition 


(1541) glz)x' (2) — xa)g" (2) + Apae) (ed) a0. 
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Setzt man nun zur Abkürzung 
olz) {(z)— xr) g (=)=, 
so ergibt sich durch Differentiation 


glx) KR) — aa)" Wi. 


Daher erfüllt die Funktion « nach (1541) die Differential- 
gleichung 


(1542) = + fıa)u=0. 


Nun werde vorausgesetzt, daß die Funktion g(x) nicht dauernd 
gleich Null und daß der Quotient BE keine Könstante sei. Dann 


ist auch die Funktion u nicht dauernd gleich Null. Man kann 
daher ein Intervall finden, in welchem sie tatsächlich von Null 
verschieden bleibt. In jedem solchen Intervall ist aber nach (1542) 
l 
=——fıla)dz, 
also 


(1543) ME u 1 ul 


wo ¢ eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. 

Hiernach bleibt die Funktion w in jedem Intervall, für wel- 
ches f,(z) als stetige Funktion von æ erklärt ist, dauernd von Null 
verschieden, sobald sie nur an irgend einer Stelle des Intervalles 
von Null verschieden ist. Ferner gilt, solange die Funktion p(«) 
von Null verschieden bleibt, nach (1543) die Gleichung 


x(z) s 
Ge. 3 d AA => 1 Fu fa)dx 
(ga? de (pa) : 


folglich auch die Gleichung 


1) ef A h)ad i, 
He S 
oder endlich 


(1544) g(x) = egle) fi e -Sheas üz, 

Umgekehrt stellt die rechte Seite dieser Gleichung ein parti- 
kuläres Integral der Differentialgleichung (1539) dar, sobald die 
nicht dauernd verschwindende Funktion g(x) ein solches ist. 
Hiermit gelangt man zu folgendem Satze: 
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4. — Kennt man irgend ein nicht dauernd verschwindendes par- 
tikuläres Integral g(x) einer gegebenen Differentialgleichung von der 
Form (1539) mit stetigen Koeffizienten f(x), falx), so kann man 
auch noch ein zweites Integral dieser Differentialgleichung an- 
geben, welches aus der Funktion olx) nicht lediglich dureh Multi- 
plikation mit einer Konstanten entsteht, nämlich diejenige Funk- 
tion yix), die durch die rechte Seite der Gleichung (1544) dar- 
gestellt wird, und aus diesen beiden Integralen kann jedes andere 
partikuläre Integral gemäß Satz 3 durch Multiplikation mit pas- 
send gewählten Konstanten und nachfolgende Addition abgeleitet 
werden. 

Zum Beweise des zweiten Teiles dieses Satzes sei y(x) irgend 
ein partikuläres Integral der gegebenen Differentialgleichung und 
æ irgend ein spezieller Wert von x, für welchen g(z) von Null 
verschieden ist, also die rechte Seite der Gleichung (1544) sicher 
einen Sinn hat. Dann ist nach dem vorangehenden auch die 
Determinante 

plx) (2o) — X2) PX) 


von Null verschieden. Ferner ist die Funktion p(x) durch die 
Eigenschaft, daß sie der gegebenen Differentialgleichung genügt, 
und durch die Werte w(x) und wx,) welche sie und ihre Ab- 
leitung für 2—=x, erwerben, eindeutig bestimmt. Denn nach 
Nr. 542 und 543 kann es außer ihr keine andere Funktion geben, 
welche die nämliche Differentialgleichung und die nämlichen An- 
fangsbedingungen erfüllte. Nun läßt sich aber durch passende 
Verfügung über die Konstanten e, und c, erreichen, daß auch der 
Summe 
c plx) + Ca ylz) 

die gleichen Eigenschaften zukommen. Denn dazu ist, da diese 


Summe stets ein Integral der gegebenen Differentialgleichung dar- 
stellt, nur erforderlich, daß die Konstanten c,, c, die Gleichungen 


Plta) + Xl£o)Ca = YlR) 

Pzo)cı HX (To) ca = Y(T) 

` erfüllen, und diese haben stets eine und nur eine Lösung, da ja 
die Determinante aus den Koeffizienten der Unbekannten c,, Ca 
von Null verschieden ist. Somit ist wirklich für jeden Wert 
von x 


(1545) 


ylz) = c PR) + cazz), 
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sobald man sich die Konstanten c,, ĉa aus den Gleichungen (1545) 
bestimmt denkt. 

Zur vollständigen Integration einer gegebenen homogenen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung genügt es hier- 
nach, nur ein einziges nicht dauernd verschwindendes partikuläres 
Integral zu finden. Aber auch die so vereinfachte Aufgabe ist 
noch nicht allgemein, sondern nur unter besonderen Umständen 
lösbar. Insbesondere liegt, wie jetzt gezeigt werden soll, ein Fall 
der Lösbarkeit vor, wenn die oben mit f,(«) und f(x) bezeich- 


neten Koeffizienten von dY und y beide konstant sind. 


dæ 
559. Homogene lineare Differentialgleichungen mit kon- 
stanten Koeffizienten. — Genügt eine Funktion y von æ der 
Ditferentialgleichung 
(1546) E 


so ist notwendig 
T= C und y = tt F Cz, 


wo c, und c, Konstante bedeuten. Umgekehrt stellt der Ausdruck 
(6,%-+ ĉa) bei beliebigen Werten der Konstanten c,,c, stets ein 
Integral der Differentialgleichung (1546) dar, 
Ist zweitens eine homogene lineare Differentialgleichung 

dy 
dr? 
gegeben, in welcher die konstanten Koeffizienten a,, @, nicht beide 
gleich Null sind, so kann man ein nicht dauernd verschwindendes 
partikuläres Integral finden, wenn man den Ansatz 


dy 


(1547) +47, t ay =l 


y—e* 


macht, wo r eine vorläufig unbekannte Konstante bedeutet. Dann 
wird nämlich 


dy re y 2 
P y a H et Be 
also 
day dy 2 
Frl sr aay = e7 (r + a,r + a). 


Die gegebene Differentialgleichung wird daher erfüllt, wenn 
die Konstante r der quadratischen Gleichung 
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(1548) "+ar+t,—0 
genügt. Diese Gleichung heißt die zu der Differentialgleichung 
(1547) gehörende eharakteristische Gleichung. 
Ist nun Erstens 
a — 4a >D, 
so hat die charakteristische Gleichung zwei reelle voneinander 
verschiedene Wurzeln 


r= 5 und T,= 


á 


’ 


—a,+Va;—4a, 
— 
also die Differentialgleichung (1547) die beiden partikulären Inte- 
grale 
eh? und eF, 

deren Quotient keine Konstante ist, und daher das allgemeine 
Integral 

4 ei? 1 Ca AA 
wo c, und c, beliebige Konstante bedeuten. 

Ist Zweitens 
a — 4a =), 


also ya, so hat die charakteristische Gleichung nur die 


eine, aber doppelt zählende reelle Wurzel ( — 3 a). Der zur Inte- 


gration der Differentialgleichung (1547) benutzte Kunstgriff liefert 

daher zunächst nur ein partikuläres Integral, nämlich die Funk- 
tion 

-— 4% 

pla)=e ’ 

Aber aus diesem partikulären Integral kann man mit Hilfe 

des Satzes 4 der Nr. 558 sofort noch ein zweites wesentlich davon 


verschiedenes Integral ableiten, nämlich die Funktion 


P —la,z 1 — [ade ga BER. 
ae T' f- e fs da=e ° "far Her 


et? 


Als allgemeines Integral der gegebenen Differentialgleichung 
ergibt sich daher im vorliegenden Fall der Ausdruck 
2 g 
etane T, 
wo wieder c, und c, beliebige Konstante bedeuten. 
v. Mangoldt, Einführung, II. 30 
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Ist endlich Drittens 
di — 4a <0, 


so ergeben sich als Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
zwar zwei verschiedene, aber konjugiert imaginäre Werte, die 
kurz durch (z -+ ia) und (a— ia) bezeichnet werden mögen. Der 
angewandte Kunstgriff liefert daher als partikuläre Integrale der 
gegebenen Differentialgleichung zunächst zwei konjugiert imagi- 
näre Funktionen, nämlich 


garia)z und er 0), 


Aus diesen können aber durch Multiplikation mit konstanten 
Faktoren und nachfolgende Addition sofort zwei wesentlich ver- 
schiedene reellwertige Integrale abgeleitet werden, nämlich 


5 [erde 4 eleien — 98? cos(a' x) 


und 
S Caia 38 27 e“ —ia J] E gt Tsin (« x) r 


Das allgemeine Integral läßt sich daher in reeller Form 
durch den Ausdruck 


e" "fe, cos(a x) + e,sin(a'x)] 


darstellen, wo wieder c,, ĉa beliebige Konstante bedeuten. 

560. Schwingungsgleichung. — Beispiele von Differential- 
gleichungen, die sich nach den eben gewonnenen Regeln inte- 
grieren lassen, sind die schon in Nr.538 unter 1 angeführten 
Gleichungen für die freie und für die gedämpfte Schwingung 
eines durch elastische Verbindungen an eine feste Gleichgewichts- 
lage geknüpften materiellen Punktes. Setzt man die Masse m 
dieses Punktes der Einfachheit wegen gleich Eins, so hat man es 
im Fall der freien, ungedämpften Schwingung mit der Differential- 
gleichung 


(1549) ZE pa s= 


und im Fall der gedämpften Schwingung mit der Differential- 
gleichung 
(1550) de EIN PR 

4 dê dt 


zu tun. 
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Die zu der ersten dieser Gleichungen gehörende charakte- 
ristische Gleichung 
"+.=0 
hat die beiden konjugiert imaginären Wurzeln +ai. Folglich 
hat die Differentialgleichung (1549) die beiden partikulären Inte- 
grale cos(at) und sin(at) und das allgemeine Integral 


x= c, 008(at) + c,sin(at), 
wo.die Konstanten e,, cs jedesmal aus den gegebenen Anfangs- 
bedingungen zu bestimmen sind. Sieht man von dem besonderen 


Fall ab, daß c, = c= 0, also auch x dauernd gleich Null ist, so 
kann man 


A; n2 Qi ; 
Vt =A; up Kal) Var = COSE 
setzen und erhält dann 
æ= Asin (at + £). 
Die Bewegung des betrachteten Punktes ist daher eine reine 
Sinusschwingung von der lediglich durch die Größe des Faktors a 
bestimmten Periode en, Die Amplitude A dieser Schwingung und 


ihre Phase & zur Zeit t=0 hängen dagegen von den gegebenen 
Anfangsbedingungen ab und können, die erstere jeden positiven, 
die letztere jeden beliebigen Wert erhalten. 


Bei der Betrachtung der Differentialgleichung (1550), die über 
den Verlauf einer gedämpften Schwingung Aufschluß gibt, können 
sich je nach der Größe der Konstanten A drei verschiedene Fälle 
darbieten, nämlich 

I. Der Fall starker Dämpfung, wenn 4’>.a#® ist. 

In diesem Fall hat die charakteristische Gleichung 


r+ 2ar +a = 0 
die beiden reellen Wurzeln 
n= T mi et, 
also die Differentialgleichung (1550) das allgemeine Integral 
DA= cee H eae, 
wo c, und c, Konstante bedeuten. Da r, und rs vaa negativ 
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sind, nähert sich die Funktion &(f) bei unbegrenzt wachsendem ż 
stets dem Grenzwert 0, und zwar entweder gleich von Anfang 
an beständig, oder so, daß die Art ihrer Anderung eine, aber auch 
nur eine Umkehrung erfährt. Denn die Ableitung #'(t) wird durch 
die Gleichung 


Br RT" 
P= eari + egra e?! = eh ler, + eare V? e] 


gegeben und kann höchstens für einen einzigen Wert von ? gleich 
Null werden, also auch höchstens einen Vorzeichenwechsel er- 
leiden. 


II. Der Zwischenfall, wenn 2=a4 ist. 

In diesem Fall hat die charakteristische Gleichung die Doppel- 
wurzel (—2), also die Differentialgleichung (1550) das allge- 
meine Integral 


X(t) = (c, + cat) Ya 


wo c, und c, Konstante bedeuten. 

Auch jetzt ist der Verlauf der Erscheinung ein ähnlicher wie 
im vorigen Fall. Denn die Funktion X(f) wird bei unbegrenzt 
wachsendem ? wieder unendlich klein, und ihre Ableitung 


X'() = (ca — 26; — heat)! 
kann ebenfalls für höchstens einen Wert von ? gleich Null werden. 
III. Der Fall schwacher Dämpfung, wenn 4?<a? ist. 
In diesem Fall hat die charakteristische Gleichung die beiden 


konjugiert imaginären Wurzeln 
HH Ve m Far 
Setzt man nun zur Abkürzung 
VEEN Sk 


so ergibt sich als allgemeines Integral der Differentialgleichung 
(1550) der Ausdruck 


Wt) =e [e cos(kt) + casin(kt), 
dem man, wenn man wieder von dem Fall absieht, daß die Kon- 
stanten c,, ĉa beide gleich Null sind, und dann 


„2 2 e : Ca 
Verd=4,;, — le moik —— — 0088 
1 2 ’ 2 2 9 ? 2 

Ve +% Vè +% 
setzt, auch die Form 
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P(t =A *"sin(kt + e) 
geben kann. Der betrachtete Punkt rückt daher seiner Gleich- 
gewichtslage in der Weise unbegrenzt nahe, daß er um dieselbe 
unendlich viele immer kleiner werdende Schwingungen ausführt. 


Die Zeiten, zu denen die größten Ausschläge nach der einen oder 
der anderen Seite erfolgen, sind die Wurzeln der Gleichung 


P'(t) =A +i A2sin(kt + £) + kcos(kt + &)]=0 
oder 


tg(kt+ =} 


und bilden daher eine arithmetische Reihe mit der Differenz T. 
Die absoluten Werte der Ausschläge selbst bilden somit eine ab- 


in 


nehmende geometrische Reihe mit dem Quotienten e *. Folg- 
lich bilden ihre Logarithmen wieder eine arithmetische Reihe, 


und zwar eine Reihe mit der Differenz (- am), Der absolute Wert 


dieser Differenz wird nach C. F. Gauß') als logarithmisches 
Dekrement bezeichnet. 


561. Lineare Differentialgleichungen mit zweitem Glied. 
— Die Integration einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
dèy 


(1551) = 


+ fa) F+ ay— fala), 

in der f,(&), fa(®), fs(x) stetige Funktionen einer in einem Inter- 
vall frei beweglichen Veränderlichen x bezeichnen und das zweite 
Glied fz(&) nicht dauernd gleich Null ist, läßt sich wenigstens 
dann auf Quadraturen zurückführen, wenn es gelungen ist, die 
einfachere durch Weglassung des zweiten Gliedes entstehende 
homogene lineare Differentialgleichung 


(1552) i + fı@) se + fela)y—0 


vollständig zu integrieren. Hat man nämlich als partikuläre Inte- 
grale dieser letzteren Differentialgleichung zwei Funktionen ø(%), 


1) ©. F. Gauß, Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen 
Vereins im Jahre 1837, Göttingen 1838, IV, S.68— Werke, Bd.5. zweiter 
Abdruck, Göttingen 1877, S. 383. 
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x) gefunden, deren Quotient keine Konstante ist, so kann 
man zum Ziel gelangen, wenn man in dem allgemeinen Integral 
[c plx) + c,4(z)] der Differentialgleichung (1552) die Konstanten 
€), €a durch zwei vorläufig unbekannte differenzierbare Funk- 
tionen u(x), v(x) von x ersetzt und dann diese so zu bestimmen 
sucht, daß die Funktion 


(1553) y = u(x) px) + vs) z(s) 


der ursprünglich gegebenen Differentialgleichung (1551) genügt. 
In der Tat wird bei diesem Ansatz 


d 
da= Ula) g'(x) + v(a) E) + glaw (2) + xala), 
und wenn man die beiden unbekannten Funktionen u(x), v(x) zur 


Vereinfachung der weiteren Rechnung zunächst der Forderung 
unterwirft, daß 


(1554) olaju (x) + xlz) ve) = 0 
sein soll, so wird 
(1555) iY = u(aæ)g' (8) + va) x(a). 


Dann ist aber 


ÈY ulag" a) + va) a) + paia) + Ea), 


also, wie aus den Gleichungen (1553), (1555), (1556) durch Multi- 
plikation mit den Faktoren f(x), fı(®), 1 und nachfolgende Addi- 
tion Er 
FE + fa z t klady = ula) E) + fie)g (z) + fala) goa) 
+ olz) (a) + fla) (2) + f) + g E w) + x Ev a) 


oder, da g(x) und (x) partikuläre Integrale der Differential- 
EN Be sein sollten, 


dy 


Zt ROF- + Flo y = g' (æ) u(x) + x (@)v' (2). 


Die N die Gleichung (1553) gegebene Funktion y genügt 
daher der gegebenen Differentialgleichung (1551), sobald die Funk- 
tionen u(x), v(x) außer der Gleichung (1554) auch noch die Glei- 
chung 


(1557) g (wu (x) +) 
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erfüllen. Diese beiden Gleichungen werden aber befriedigt, wenn 
man 


E ne? 11 a EA Haea t ONA 
a= a IT aA 
also 
EEY EET 
u ya er anA 
(1558) 


= glz) fs(«) 

Ai J raze- pea Art 

setzt, wo e, und e, beliebige Konstante bedeuten, und auf diesem 
Wege müssen sich aus (1553) auch alle partikulären Integrale 
der Differentialgleichung (1551) ergeben, da die Differenz zweier 
solchen Integrale offenbar jedesmal ein Integral der Differential- 
gleichung (1552) darstellt. 

Der hier zur Integration benutzte Kunstgriff wird als Me- 
thode der Variation der Konstanten bezeichnet. Ganz all- 
gemein besteht diese Methode in folgendem: Wenn die Integration 
einer gegebenen Differentialgleichung Schwierigkeiten bereitet, so 
sucht man die Differentialgleichung durch Wegstreichen eines Be- 
standteiles so weit zu vereinfachen, daß die entstehende einfachere 
Difterentialgleichung vollständig integriert werden kann, und führt 
deren Integration aus. Hierauf ersetzt man in dem als Ergebnis 
erhaltenen Ausdruck die darin vorkommenden willkürlichen Kon- 
stanten durch vorläufig unbekannte im allgemeinen veränderliche 
Funktionen der unabhängigen Veränderlichen (eben darin besteht 
die Variation der Konstanten) und sucht diese Funktionen so 
zu bestimmen, daß der abgeänderte Ausdruck ein Integral der ur- 
sprünglich gegebenen Differentialgleichung darstellt. 

562. Erzwungene Schwingungen. — Ein Beispiel eines 
Falles, in welchem die in Nr. 561 entwickelten Regeln zum Ziele 
führen, bietet die folgende 

Aufgabe: Auf der ersten Achse eines räumlichen Parallel- 
koordinatensystems, in bezug auf welches das Trägheitsgesetz gilt, 
ist ein materieller Punkt P beweglich, dessen Masse der Einfach- 
heit wegen gleich Eins angenommen werden möge. Auf diesen 
Punkt wirken 

1. — eine beständig gegen den Koordinatenanfang hin ge-` 
richtete Kraft (von irgend welchen elastischen Verbindungen 
herrührend), deren Größe jederzeit durch das Produkt einer ge- 


http://rcin.org.pl 


472 Differentialgleichungen höherer Ordnung. Nr. 562. 


gebenen positiven Konstanten a° mit dem Abstand des Punk- 
tes P vom Koordinatenanfang gegeben wird, 

2. — eine Kraft (Widerstandskraft), die stets der augen- 
blicklichen Geschwindigkeit des Punktes entgegen gerichtet und 
der Größe nach durch das Produkt des absoluten Wertes der 
Geschwindigkeit mit einer gegebenen positiven Konstanten 24 
gegeben ist, 

3. — eine periodisch wechselnde schwingungserregende 
Kraft (nicht von der elastischen Verbindung mit dem Koordi- 
natenanfang, sondern von anderen Ursachen herrührend), die 
nach Größe und Richtung für jeden beliebigen Wert ż der Zeit 
durch den Ausdruck 

bsin (vt) 


dargestellt wird, wo b und v zwei positive Konstante bedeuten. 
In welcher Weise hängt dann die erste Koordinate © des 
Punktes P von der Zeit ? ab, wenn für irgend einen Wert von £ 
die zugehörigen Werte von x und = gegeben sind? 
Lösung: Die gesuchte Funktion x der Zeit £ genügt der 
Differentialgleichung 
Be d’ d ; 
(1559) T +22 nt az—bsin(vd), 


bei deren Behandlung wieder je nach der Größe von 2 verschie- 
dene Fälle zu unterscheiden sind. Hier möge es genügen, nur 
den Fall einer schwachen Dämpfung weiter zu verfolgen, das 
heißt den Fall, daß 


a 
ist. Unter dieser Annahme hat die durch Weglassung des zwei- 
ten Gliedes entstehende Differentialgleichung 


i: +22 = +az—=0 
nach Nr. 560, wenn wieder 
Ve——k 
‚gesetzt wird, die partikulären Integrale ' 
pü=e*cos(k) und A= * sin(kt), 
deren Ableitungen durch die Gleichungen 
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gp' (= e? [— 2cos(kt)— ksin(kt)) 
g(t) —= e * [kcos(kt)— Asin(kt)] 
gegeben werden. Hieraus folgt 
OLD p A= k. 

Für die beiden nach den Gleichungen (1558) der Nr. 561 
zu berechnenden Hilfsfunktionen ergeben sich daher die Glei- 
chungen 

ult) =— p fe sinikdsinwnaı 
=. è! cosl(v + Mi]at -fe cost — t)ar) 
+ s è'cos(kt)sin(vi)dt 


bÍ 


=| | esin + Hat + e sinfv— ktat! 


Í . 
Indem man die rechts stehenden Integrale mittels der For- 
meln (1224) und (1225) der Nr. 443 berechnet, erhält man 


upg di] Bent tontilta 


"++ k)? 
_ @—k)sin[( = Tr a a 
=} Br e'f 2sin[(v + en a + k)t) 
tlean re kah N A; 


wo c, und c, beliebige Konstante bedeuten. 

Als allgemeines Integral der Differentialgleichung (1559) er- 
gibt sich daher die Funktion 

z= uNa + un 
Zr ee ee _ ame )+4cos wi) ) 
2% FFOI Pto f 
+e” "fe, cos(kt) + e,sin(k)]. 
Setzt man nun zur Abkürzung 
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b [y ERRA VE Hr 
kIRH+E+N 2+p—R) [A (v + KPIR + (v — H)? 
=; Bl. Ci N =A cose 
(+ art 


(1560) 


| ARAA À ]- — 253» 
Kl ++ ro) AH +R— HR” 
ee m Asine; 
(a EL 

so erhält man schließlich 
z= Asin(vt + £) + e * [e cos(k£) + ezsin(kd)]. 


Der einfachste hierbei mögliche Fall ist der, daß die Kon- 
stanten c,, ĉa beide gleich Null sind. Dann. besteht die Bewegung 
des betrachteten Punktes in einer ihm aufgezwungenen reinen 
Sinusschwingung. Die Periode dieser Schwingung hat den Wert 


an stimmt also mit der Periode der erregenden Schwingung über- 
ein. Ihre Amplitude A wird durch die Gleichung 


Yard | b 
++ HEN) VHE Mi 
b 


BE- ==) + 42° x 


A=- 


gegeben und ihre Phase e zur Zeit Null hat, wie die Gleichungen 
(1560) zeigen, einen negativen zwischen (— x) und 0 liegenden 
Wert. Die erzwungene Schwingung bleibt also in der Phase stets 
hinter der erregenden Schwingung zurück. 


Sind zweitens die Konstanten c,,c, nicht beide gleich Null, 
so tritt nur die Änderung ein, daß sich über die eben beschrie- 
bene erzwungene Schwingung noch eine gedämpfte Eigenschwin- 


gung lagert, welche die Periode = hat und deren Einfluß mit der 
Zeit abnimmt und schließlich unendlich klein wird. 


Zusatz. Von dem besonderen Fall einer schwingungserre- 
genden Kraft, die sich durch einen Ausdruck von der Form 
b sin (»?) darstellen läßt, kann man ohne erhebliche Schwierigkeiten 
zu dem allgemeinen Fall aufsteigen, daß die schwingungserregende 
Kraft durch irgend eine stetige und periodische, aber sonst be- 
liebige Funktion der Zeit 2 gegeben ist. Bedeutet nämlich Z(£) 
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eine solche Funktion und 2x ihre Periode, so ist es, wie die Lehre 


von den sogenannten Fourierschen Reihen ergeben hat, nach 
willkürlicher Annahme einer beliebig kleinen positiven Konstanten 
& immer möglich, eine endliche Anzahl (27 + 1) konstanter Zahlen 


a; Ag; 43; rd, 

bar a Be, „De 
so zu bestimmen, daß der Unterschied zwischen der Summe 
Std) = a, sin(vt) -+ a,sin(2»t) +--+ a sin(nv t) 


+ zbo + b cos(v t) + ba cos(2v t) + -+ b„cos(nvt) 


und der Funktion /(f) für alle Werte von £ absolut genommen 
kleiner als e bleibt. Man kann daher eine Funktion x, welche 
die Differentialgleichung 


ER d’x dæ rem 
(1561) ae RA TG s= fE 


mit irgend einem vorgeschriebenen Grade der- Genauigkeit er- 
füllt, dadurch ermitteln, daß man statt ihrer die Differential- 
gleichung 


2 
(1562) A +21% + as = Sii) 


integriert. Dies läßt sich aber dadurch ausführen, daß man die 
rechte Seite der Gleichung (1562) der Reihe nach durch die ein- 
zelnen Glieder der Summe $(?) ersetzt und für jede der so ent- 
stehenden Differentialgleichungen ein Integral bestimmt, wozu die 
vorangehenden Regeln unmittelbar oder nach einfachen Änderungen 
ausreichen. Die Summe aller dieser Integrale liefert dann, wie 
man leicht erkennt, jedesmal ein Integral der Differentialglei- 
chung (1562). 


Ende des Werkes. 
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Formeltabelle. 


Ser f dæ KE UP arctg 2ar+b 


\ S. 99 ax +b2— ec ls cn V 4ac = 
falls b?’ —4ae< 0 ist. 
1237 TERN ie Be Be ar 
> ay) IS = 5, falls b? —4ac—0 ist. 
( A) f- er E a Al ] |2ax +b— VW — ac) 
S. 99 ar +ba+e YVR_ dar 3as-F6+ VB — ano] i 


falls b? —4ac>0 ist. 


Fre Ar+B 
ee) | EE re 


(s. 100) | Ab dx 
= .1gla’ We =) ar betc’ 
DADAR er E AET Tr 
( 1241 ) (aa? + ba + e)” An—1)a (a +ba+ eo"! 
S. 100 Ab dx 
+(B— Alles ey" i 
[or SPEAL. Aa daa 
( 1243 ) (as +bæ +e)”  (n—1)(tac—b’) (aa +br +e)! 
S. 101 + _2en— da _ da 
(n—1)(dac—b’)) (a +bz+o "1" 
1257 dx 
(311) ars eleta t tal. 
1259 dx z 
\8.1 ie Er ng arosing 
En) dx 1 Be SI Er RT 
Fea E rn Vet +Vaa’+ | 


(für a>0). 
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Formeltabelle. 
rA as—b yi 
(s. 116) Ve et - 7: _ ee 7 Ey ER (für a<0). 
a +aa"T'+ tan 
: dx 
Var TE EF 
1263 Aa Ta! r— — 
g = (42""'1+4,2""? +. +4,_)Vax+ba+e 
va 
Var’+br+e 


(s.11) BETREUT +V a|, 


er M Ya 
(aas) ) [Ve a’ ds = F sV a — +, *aresin—. 


[Vor Tarzan her} a) V ast +bæ+e 


Eð 
S.118 eaS 
7o +bx+e Á 
r- 
(25) ir ax ha aa dx 
u 
+ Er 
TI Hizte. 
SA de i 3 2av+b 
S. 120 a re SENA RE a EAEG 
PIA vdr ngpa en 1 One 3a 
S. 120 Var: re 4ac— b" UIT PTEE 
Setzt man 
ar +br+e=X, 
so ist 
fi ur in... 18 en 
pA vyx’ 22—1a x+-ıyX 
(& u Ab dx 
| +(B-%) XVX’ 
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Ja Ir Be 
XYI M-VAac—I)X-ıyX 
8.120 + ans we 
23 —1)dae—d)) X- VX’ 
à 2Baz+b qì 
(121) fx VXås = FA YX 
S. 121 (22 + 1) (tac — b°) 21 
: „us en fz VXar. 
Yes +q) Var 4 +be+e 
a ie EN ziel he — a- 
A S I gi = Vaa’+bx+e 
+ [= 4a+B at 
(@’+ 9°) Va’ +bz+e 
Fox 1 aVs—r 
= arct. a a M 
S. (8.128) I TAV +8 ME Re 
(für r? <s’). 
(ei [ EST: L yg VER He VIE 
\S. 126 (+ r°) Ve’ ar; 2r yr s? r V +8 =. VP y 
(für r? >s’). 
a) f: dæ e ARE al; Ber sVr + tr Ve En 
S. 127 EHAE 2rVr+s SVF LeV a T 
1287 ) f dx 1 sV rips 
£ —— m cml 9r6 ———, 
er 127 («+ r°) Vz r PpS w S—r 
Ees fsinaz = — + [sin (22) — 2); (— sinzcosz +2). 
1211 A 1 3 LHR 
Maen dz=— cosz + 5 0082 — [5 00582) —3cose]. 
‘1217 1 A 5 
(s, =) [sin dz = HE sin (42) — 4sin@2) + 62]. 
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( ss) ‚fros2’az- 4 [sin(22) + 22] =} (sinzeosz + 2). 
FA 3 s u. Ar z 
ss) fe: dz= sinz — z sinz =; | 35182) + 3sine| i 
1215 4 
er 2) foz dz=p|F sin(42) + 4sin(22) +62]. 
1219 A. 
E a) fiue t(ž+$) 
E) ne e — fierar. 
Ea) [ee« = — — I etge"""— J ctgz” "de. 
fe Ssinlb)de— ei" era Aa - 
1225 ga ara). 
$ g) fe cos(bz)dz = Fr 


1289 E eg 
5.134) neod TI at E T als A D HE NN 


1290 A 
in) magego ren 
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Register zum dritten Bande. 
Die Zahlen geben die Seiten an, 


Abbildung auť den Einheitskreis durch 
parallele Normalen 177. 

Abplattung 193, 203. 

Abszisse auf einer krummen Linie 168. 

Allgemeines Integral 448. 

Anziehung eines Linienstückes 190, 

Arbeit einer Kraft 186. 

Archimedes 156. 

Archimedische Spirale, Inhaltsberech- 
nung 155. 

arcsinz, Potenzreihe für — 133. 

arctgx, Potenzreihe für — 133. 

Aronhold 128. 

Aufpunkt 343, 


Bedingt konvergentes Integral 332. 

Berechnung der Zahl x 134. 

Bereich, gewöhnlicher 176. * 

—, meßbarer 2. 

Bernoulli, Johannes 317. 

Beschränkte Funktion 5. 

Bessel 193, 206. 

Besselsche Funktionen 65. 

Bestimmtes Integral 10, 

— —, Ausrechnung durch Umwand- 
lung in ein Doppelintegral 240, 

— — mit komplexen Grenzen 207. 

— —, Zusammenhang mit dem un- 
bestimmten Integral 38, 226. 

Biot 188, 407. 

Bogendifferential 170. 

— in Polarkoordinaten 171. 

Bogenelement 164. 


v. Braunmühl 136. 
Brennglas, ideales 432. 
Breusing 201. 

Bruch, einfacher 70. 


Cantor 134, 136. 

Cauchy 217, 224, 233. 
Charakteristische Gleichung 465, 
Coulombsches Gesetz 347. 
Crelle 64. 

Curl 371, 


Dämpfung 467. 

Dekrement, logarithmisches 469. 

Dichte 190, 322. 

Differentialgleichung 406, 408. 

—, Beweis der Existenz von Lösungen 
416. 

—, Eindeutigkeit der Lösung 423, 

—, geometrische Bedeutung 413, 

—, gewöhnliche oder totale 411. 

—, homogene 431, 460, 464. 

—, lineare 437, 460, 469, 

—, Ordnung einer D. 411. 

—, partielle 412. 

—en, System von D. 410, 417, 418, 

Differentiation eines Integrales nach 
einer Grenze 34. 

— — — — einem Parameter 234 bis 
238, 289. 

— unter dem Integralzeichen 234. 

—, wiederholte bei Differential- 
gleichungen 444. 
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Differenzierbarkeit, gliedweise 136. 
Dini 138. 

Divergentes Integral 379, 
Doppelintegral 238. 

— und Flächenintegral 259. 
Dreifach zusammenhängend 223. 
Durchmesser 253. 


Ebenflächig begrenzter Bereich 243. 

Effektivstärke eines Wechselstromes 
192. 

Einfacher Bruch 70. 

Einfach zusammenhängend 223, 

Eingeschriebene gebrochene Linie 159. 

Einhüllende 451. 

Einseitiges Flächenstück 319. 

Ellipse, Inhaltsberechnung 153. 

—, Längenberechnung 166. 

—, Trägheitsmoment der Fläche 336. 

Ellipsoid, Volumenberechnung 296. 

Elliptische Funktionen 65, 

— Integrale 168. 

— Normalintegrale 83. 

—r Zylinder, Volumen eines schief 
abgeschnittenen 264, 

Emde 65. 

Energieinhalt einer gespannten Feder 
40, 

Energiemenge, vom Dampf auf einen 
Kolben übertragen 22. 

Erzwungene Schwingungen 471, 

Evolute 180, 

Existenzbeweis 416. 


Faktor, integrierender 442, 
Flächendichte 322. 
Flächeninhalt 1, 2, 
— eines krummen 
307, 310. 
— — Rotationsellipsoides 313. 
— einer Rotationsfläche 312. 
— — Schraubenfläche 317. 
Flächenintegral 248. 
—, Erweiterung des Begriffes 320. 
—, Umformung durch Einführung von 
neuen Veränderlichen 270, 
— und Raumintegral 364. 
v. Mangoldt, Einführung, III. 


Flächenstückes 
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Flächenintegral, Verwandlung in ein 
Doppelintegral 259. 

—, — — — Randintegral 266. 

Flächensatz der Mechanik 157. 

Flächenstück, gewöhnliches 318. 

—, einseitiges 319, 

Fortsetzung, stetige 146, 

Fouriersche Reihen 404, 475. 

Frisch 158. 


T(n) 39. 

Gammafunktion 65, 393. 

—, Differentiation der G. 399. 

Ganze Krümmung 178. 

Gaul 190, 362, 393, 469. 

Gaußsches Fehlerintegral 65. 

Geradlinig begrenzter Bereich 2. 

Gesetz der entgegengesetzten Kanten 
317, 

Gewöhnliche Differentialgleichung 411. 

— Flächenstücke und Körper 318, 

— Linienstücke und Bereiche 174. 

Gleichmäßige Stetigkeit 14. 

Gleichung, charakteristische 465. 

Gliedweise diflerenzierbar 137. 

— integrierbar 129, 

Goursat 217. 

Green 366. 

Greenscher Satz 366, 

sregory 134, 

Grenzen eines Integrales 10, 

Guldin 330. 

Guldinsche Regel 330, 


Halbkreis, Schwerpunkt 331, 332. 
Heiberg, 156. 
Henke 242. 
Hermite 301, 
Hippokrates 284. 
Hobson 129. 
Hölder 301. 
Hohlspiegel 435. 
Homogene  Ditferentialgleichungen 
431. 
— lineare Differentialgleichungen 460, 
Hovestadt 1, 243. 
Hultsch 380. 
al 
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Huygens 458. 

Hyperbel, Inhaltsberechnung eines 
Sektors 154. 

—, Quadratur 40, 

Hyperbelfunktionen 154. 


Jahnke 65. 

Inhalt, äußerer und innerer 2. 

— einer Rotationsfläche 312. 

— — Schraubenfläche 317. 

— eines ebenen Bereiches 2. 

— — krummen Flächenstückes 307, 
310, 

— — Rotationsellipsoides 313, 

— — Vielecks 1. 

—, positiver und negativer 2. 

Inhaltsberechnung durch Zerlegung 
in Sektoren 141. 

— — — — Streifen 139. 

Integrabilitätsbedingung 351. 

—en 358. 

Integral 7. 

—, allgemeines einer Differentialglei- 
chung 448. 

—, bedingt oder unbedingt konver- 
gentes 382, 388. 

—, bestimmtes 10. 

Bedeutung als Flächeninhalt 


’ 3 
20, 

—, — mit komplexen Grenzen 207, 

—, divergentes 379, 386. 

—, konvergentes 379, 386. 

—, partikuläres einer Differentialglei- 
chung 413. 

— über ein unendliches Intervall 386. 

—, unbestimmtes 36. 

—, — einer Funktion komplexen Argu- 
mentes 65, 

—, uneigentliches 379, 388, 399. 

—, Umformung durch Einführung einer 
neuen Veränderlichen 57. Entspre- 
chendes für Flächenintegrale 270, 
für Raumintegrale 287. 

—, Unmöglichkeit der Darstellung in 
geschlossener Form 64, 

—, Zusammenhang zwischen bestimm- 
tem und unbestimmtem Int. 38, 226. 


Register zum dritten Bande. 


Integrallogarithmus 65. 

Integralsatz von Cauchy 224. 

— — —, Umkehrung 233. 

— — Gauß 362. 

— — Green 366. 

— — Stokes 375. 

Integration der rationalen Funktionen 
69, 96. 

— — — — von e 8. 

— — — — von sing und cosz 84. 

— eines Quotienten 52. ; 

—, gliedweise 129. 

— irrationaler algebraischer Funk- 
tionen 77. 

— partielle oder teilweise 48. 

— transzendenter Funktionen 84, 

— vollständiger Differentiale 350. 

Integrationsgrenze, 11, 211, 

Integrationsintervall 11. 

Integrationsveränderliche 11. 

Integrationsweg 183, 211. 

Integrierbar 7, 248. 

Integrierbarkeit des Produktes zweier 
integrierbaren Funktionen 25. 

— einer nie zu- oder nie abnehmen- 
den Funktion 9. 

— stetiger Funktionen 19, 

Integrierender Faktor 442, 

Jordan 260, 271, 423. 

Irrationale algebraische Funktionen, 
Integration 77, 

Isogonale Trajektorie 454. 


Kanten, Gesetz der entgegengesetzten 
K. 377. 

Kepler 158, 

Kettenlinie 165. 

Killing 1, 243. 

Körper, gewöhnlicher 320, 

Konoid 299. 

Konvergentes Integral 379, 388. 

Konvergenz, Kennzeichen der K. von 
Integralen 383, 390. 

Kraftlinien, magnetische 407. 

Kreisabschnitt, Trägheitsmoment 337. 

Kreisausschnitt, Trägheitsmoment 
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Kreisförmige Platte, Potential 347. 
— —, Trägheitsmoment 335. 
Kreisring, Trägheitsmoment 342. 
—, Volumen 331. 

Kreiszylinder, Trägheitsmoment 341. 
Kremer 201. 

Krümmung 178. 

—, ganze 178, mittlere 178. 
Kugel, Trägheitsmoment 341. 
Kugeloktant, Schwerpunkt 329, 
Kugelschale, Potential 348. 


Lacroix 64, 

Länge eines Linienstückes 159. 

— — —, Beispiele 164—168. 

Legendre 393. 

Leibniz 134, 

Lineare Differentialgleichungen 437, 
460, 469. 

Liniendichte 323. 

Linienelement 164. 

Linienintegral 183. 

Linienschar, gekennzeichnet 
eine Differentialgleichung 414. 

Linienstück, gewöhnliches 174. 

—, orientiertes 168. 

Liouville 64, 83. 

Lipschitz 416. 

Lösung, singuläre 449, 

Logarithmisches Dekrement 469. 

— Potential 241. 

Lüroth 138. 


durch 


Machin 136. 

Magnetische Kraftlinien 407. 

— Wirkung eines Stromes 188. 

— — — geraden unendlich langen 
Stromes 388. 

Massenmittelpunkt 324, 

- Mehrfach zusammenhängend 223. 

Mercator 201. 

Mercatorkarte 193. 

— mit Berücksichtigung der Abplat- 
tung 203. 

Meridian 196. 

Meßbarer Bereich 2, 24. 

Mittelwertsatz, erster 26. 
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—, —, Erweiterung 28. 

—, zweiter 29. 

Mittlere Krümmung 178. 

Mittlerer Wert einer Funktion 27. 

Möbius 377. 

Möndchen des Hippokrates, Ana- 
logon 284. 

Moivresche Formeln 86, 87. 


Navier 64. 
Nordrichtung 196. 


v. Oettingen 366. 

Ordnung einer Differentialgleichung 
411. 

Orientiertes Linienstück 168. 

Orthogonale Trajektorie 454. 

Osgood 3, 138, 228, 236. 

Ostwalds Klassiker 224, 362, 366. 


a, Berechnung der Zahl m 134. 

II(n) 392. 

Pappus von Alexandria 330. 

Parabel, Inhaltsberechnung von Seg- 
ment und Sektor 149—152. 

— , Längenberechnung 164. 

Parallelepipedon, Trägheitsmoment 
340, 

Partialbruch 70. 

Partielle Differentialgleichung 412. 

— Integration 49, 

Partikuläres Integral 413, 

Peano 301. 

Picard 416. t 

Planetenbewegung 410. 

Poisson 64. 

Polarkoordinaten, Einführung in ein 
Flächenintegral 279. 

—, — — — Raumintegral 288. 

Potential 187, 346. 

—, logarithmisches 241. 

— einer Kreisscheibe 347. 

— — einer Kugelschale 348. 

Potenzreihen, Abschätzung der Koeffi- 
zienten 232, 

—, Darstellbarkeit von Funktionen 
durch P, 230. 

gL” 
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Potenzreihen für arcsin® und arctgx 
133. 
—, gliedweise Integration 133. 


Quadratur der Archimedischen Spirale 
155, der Ellipse 153, der Hyperbel 
40, 153, der Parabel 149—152, der 
Sinuslinie 39, der Zykloide 156. 

Quadraturen 426. 


Randelemente 256. 

Randintegral 267, 

Randwerte, Funktion im Innern 
ausgedrückt durch die R. 227. 

Rationale Funktionen, Integration 69, 
96. 

— —, Zerlegung in einfache Brüche 
Tl, 

— — von e, Integration 84. 

— — — sinz und cosy, Integration 
31. 

Rauminhalt 24. 

Raumintegral 287. 

-—, Umwandlung in ein Flächeninte- 
gral 364. 

Rechteckige Platte, Trägheitsmoment 
334. 

Rekursionsformeln 90. 

Rotation einer Vektorfunktion 371. 

Rotationsfläche, Inhaltsberechnung 
312. 

Rotationskörper, Volumenberechnung 
294. 

Rotor 370, 


Savart 188, 407. 

Schepp 138. 
Schloemilch 242. 
Schraubenfläche, Inhalt 317. 
Schwankung, größte 7, 
Schwarz 301. 

Schwerpunkt 324, 326—328. 
— einer Halbkreisfläche 331. 
-— — Halbkreislinie 332. 

— eines Kugeloktanten 329, 
Schwingungen, erzwungene 471. 
Schwingungsgleichung 466. 


GABINF 
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Schwungrad, Resultierende der auf 
eine Hälfte wirkenden Fliehkräfte 
284. 

Sehnenpolygon 159. 

Selbstinduktion 439. 

Shanks 136. 

Simon 393. 

Singuläre Lösung 449. 

Sinuslinie, Quadratur 39. 

Skalare Größe 369. 

Stäckel 224. 

Stärke eines Wechselstromes 192, 

Stetige Fortsetzung einer Abweichung 
146. 

Stetigkeit, gleichmäßige 14. 

Stokes 375. 

—, Satz von S. 377. 

Stolz 105, 128. 

Strom, Wirkung auf einen Magnetpol 
188. 

System von Differentialgleichungen 
410, 417, 418. 


Taylor, Satz von T. 233. 

Teilweise Integration 48, 

Totale Ditferentialgleichung 411. 

Trägheitsmoment 332. 

—, Beispiele 333—343. 

Trajektorie 454. 

Traktorie 458, 

Transzendente Funktionen, Integra- 
tion 84. 

Trennung der Veränderlichen 426. 

Treppenintegral 213. 

Treppenweg 213, 359. 


Umdrehungskörper für gleiche Bean- 
spruchung durch Druck 428. 

Umkehrung der Integrationsfolge 239, 
262. 

— des Integralsatzes von Cauchy 
233. 

Unbedingt konvergentes Integral 382, 
388. 

Unbestimmtes Integral 36. 

— — einer Funktion komplexen Argu- 
mentes 65, 226. 
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Unbestimmtes Integral, Zusammen- 
hang mit dem bestimmten Integral 
38, 226. 

Uneigentliches Integral 379, 388. 

Uneigentliche Flächen- und Raum- 
integrale 394. 

Unmöglichkeit, gewisse Integrale in 
geschlossener Form darzustellen 64. 


Vahlen 136. . 

Variation der Konstanten 471. 

Vektor, Vektorfeld 368, 369. 

Vektorfunktion 369. 

Viviani 315, 317. 

Vollständige Differentiale, Integration 
350. 

Volumen 244. 

Volumenberechnung durch Zerlegung 
in Säulen 291, Beispiel 280. 
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Volumenberechnung durch Zerlegung 
in Pyramiden 291, 298. 

— — — — Schichten 294—299. 

— von Rotationskörpern 294, 

Volumenelement in Polarkoordinaten 
289. 


Wangerin 362, 366. 

Wasserspiegel in einem rotierenden 
Gefäß 41. 

Wechselstrom, Effektivstärke 192. 

Weierstrass 137. 

Weierstrasssche 
83. 

Wiederholte Differentiation 444. 


Normalintegrale 


Zweifach zusammenhängend 223. 
Zykloide, Inhaltsberechnung 140, 156 
—, Längenberechnung 166. 


Druck von August Pries in Leipzig. 
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